Ряды Фурье

Ортогональные системы функций

Вспомним для начала некоторые факты из линейной алгебры. Пусть в евклидовом пространстве 
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 задана ортонормированная система векторов 
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 конечномерно, и его размерность равна 
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, то указанная система является базисом в 
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причем координаты 
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 вектора 
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 могут быть вычислены по формулам 
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которые получаются в результате скалярного умножения равенства (1) на фиксированный вектор 
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Пусть теперь пространство 
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 не является конечномерным, т.е. не имеет базиса. Таким пространством является, например, пространство 
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 функций, непрерывных на отрезке 
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. В данном случае нельзя говорить о системе функций, которые образуют ортонормированный базис в пространстве 
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, но вполне можно говорить об ортогональной и об ортонормированной системе функций, т.е. такой системе 
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, что для любых 
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 имеет место равенство нулю интеграла от произведения функций 
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причем для ортонормированной системы должно выполняться также равенство
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Замечание. Напомним, что для рассматриваемого пространства функций скалярное произведение вводится как интеграл от произведения функций, т.е.
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. Таким образом, равенство (3) означает равенство нулю скалярного произведения любых двух различных функций ортогональной системы, а равенство (4) – равенство единице скалярного квадрата любой функции ортонормированной системы.
Пример. На отрезке 
[image: image22.wmf][

,

]

-

p

p

 система функций 
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 (если исключить функцию sin 0x=0 тождественно) будет ортогональной, так как 
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При 
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 (т.е. функцию, тождественно равную единице на отрезке 
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которая будет ортонормированной.


Рассмотренные системы функций называются тригонометрическими системами.


Может быть поставлена такая задача: при каких условиях ортонормированная система функций 
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сходится в каждой точке отрезка  
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Формула (6) есть обобщение формулы (4), справедливой для разложения по ортонормированному базису в конечномерном пространстве. Поставленная задача  в целом обобщает задачу разложения по ортонормированному базису в конечномерном евклидовом пространстве. Если она имеет решение, то ряд  (5) называется обобщенным рядом Фурье функции 
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. Для тригонометрической системы (ортонормированной) на отрезке 
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 получаем тригонометрический ряд Фурье.

Тригонометрический ряд Фурье принято записывать в таком виде:
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Если при этом коэффициенты и 
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в формуле (7) определяются по формулам
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то ряд (7) называется (тригонометрическим) рядом Фурье функции 
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. Ясно, что формулы (8) – (10) являются частным случаем формулы (6) для коэффициентов обобщенного ряда Фурье. Соответствие между функцией 
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и ее рядом Фурье выражается записью
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Обратим внимание на то, что в формуле (11) выражено само соответствие между функцией и ее рядом Фурье, но не равенство функции сумме ряда, так как условия сходимости ряда Фурье еще не выяснены, как и не выяснено, при каких условиях ряд Фурье (7) сходится именно к функции 
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В дальнейшем мы будем заниматься только тригонометрическими рядами Фурье и называть их просто рядами Фурье.

Некоторые условия сходимости рядов Фурье


Теорема 1. Если ряд Фурье (7) сходится равномерно на отрезке 
[image: image54.wmf][

,

]

-

p

p

, то он является рядом Фурье своей суммы, т.е. тогда имеют место равенства (8) – (10). 


Таким образом, обозначая сумму равномерно сходящегося ряда Фурье (7) через 
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, мы вместо соответствия  (11) будем иметь равенство и выполнение формул для всех коэффициентов Фурье.


Расширим теперь класс рассматриваемых функций. При определенных ограничениях на функцию 
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Теорема 2 (теорема Дирихле). Если функция 
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 кусочно монотонна, кусочно непрерывна и ограничена на отрезке 
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Замечание. Функция 
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 называется кусочно монотонной на отрезке 
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 функция  
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 монотонна (т.е. либо монотонно не убывает, либо монотонно не возрастает). Можно показать, что в том случае, когда кусочно монотонная функция является также и кусочно непрерывной и ограниченной на рассматриваемом отрезке, то в каждой внутренней точке 
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 отрезка существуют конечные односторонние пределы
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Примером функции, не являющейся кусочно монотонной, может служить функция 
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Ряды Фурье периодических функций


Функция 
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Число 
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 называется в этом случае периодом функции 
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Тригонометрические функции являются периодическими: синус и косинус имеют период 
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Важным свойством периодической функции является независимость интеграла от нее по любому отрезку длиной в период от сдвига этого отрезка. Именно имеет место лемма.


Лемма. Если 
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Доказательство. Рассмотрим интеграл 
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Из доказанного вытекает, что коэффициенты Фурье для 
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-периодических функций и не меняются при любых сдвигах промежутка интегрирования (не нарушающих, конечно, самого свойства интегрируемости функции!). Следовательно, можно интегрировать по любому подходящему отрезку длиной 
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Рассмотрим теперь произвольную 
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Аналогично модифицируются формулы (8) и (10). Здесь также можно интегрировать по любому отрезку длины  
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Итак, если периодическая функция удовлетворяет условиям теоремы Дирихле на всей числовой оси, то ее ряд Фурье сходится к значению функции в любой точке ее непрерывности.


Можно раскладывать в ряд Фурье и непериодическую функцию. Но тогда ряд Фурье будет сходиться к ней только в точках непрерывности, принадлежащих выбранному отрезку, длиной 
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(если использовать коэффициенты Фурье в виде (8) – (10)).

Дальнейшие свойства рядов Фурье

Стремление коэффициентов Фурье к нулю при 
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для любой интегрируемой по Риману функции 
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 и любого отрезка 
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Минимальное свойство коэффициентов Фурье


Тригонометрическим многочленом степени 
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Числа 
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 называются коэффициентами тригонометрического многочлена (13). В частности, если эти коэффициенты суть коэффициенты Фурье некоторой функции, то многочлен (13) есть не что иное, как n-ая частичная сумма ряда Фурье функции 
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Теорема 3. Пусть квадрат функции 
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 интегрируем на отрезке 
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. Тогда для любого тригонометрического многочлена вида (13) имеет место неравенство:
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Неравенство (14), называемое минимальным свойством коэффициентов Фурье, имеет следующий смысл: среди всех тригонометрических многочленов частичные суммы ряда Фурье для заданной функции обеспечивают ее наилучшее приближение в смысле среднеквадратической ошибки.


Неравенство (14) может быть доказано исходя из общих свойств ортонормированных систем векторов в евклидовых пространствах. Пусть бесконечномерное евклидово пространство 
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 таково, что в нем для любого натурального 
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 существует ортонормированная система 
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 векторов. Докажем, что для произвольного вектора 
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 среднеквадратическое отклонение его от линейной комбинации 
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 достигает минимума при 
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 (см. формулы (2) и (6)). В частности, если в качестве вектора 
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 рассматривается непрерывная или интегрируемая на отрезке 
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 функция, а в качестве ортонормированной системы 
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 берется ортонормированная тригонометрическая система, то коэффициенты 
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 превращаются в коэффициенты Фурье данной функции.  Доказательством сформулированного утверждения служат следующие выкладки:
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Ясно, что записанное последним выражение достигает минимума, когда второе слагаемое обращается в нуль, т.е. 
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 Равенство Парсеваля
Квадрат нормы раскладываемой функции равен сумме ряда, составленного из квадратов коэффициентов Фурье в ее разложении:
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где D – промежуток разложения (от -π до π), и
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