Законы распределения для функций случайных величин

Функции одного переменного


Пусть с.в. Y определена как Y = ((X). Зная функцию распределения F(x) с.в. X, нужно найти функцию распределения G(y) с.в. Y. 
1)  Функция (  монотонна.
Тогда во всей области определения этой функции определена обратная к ней функция ((y), т.е. ( (((y)) = y
и ((((x)) = x. 
Если ( - монотонно возрастающая функция, то 

G(y) = P{Y < y} = P{((X) < y} = P{X < ((y)} =  F(((y)).


Таким образом,  для монотонно возрастающей функции (


G(y) = F(((y)).




(1)



Если же функция ( - монотонно убывающая, то 

G(y) = P{Y < y} = P{((X) < y} = P{X  > ((y)} =  1 ( [F(((y)) + P{X = ((y)}].







В том случае, когда функция распределения F непрерывна (во всей области определения), для монотонно убывающей функции ( получим такое выражение для функции распределения G:




G(y) = 1 ( F(((y))



(2)


Если с.в. X - непрерывная с плотностью распределения p(x), а функция ( дифференцируема, то из равенства (1) получим следующее выражение для плотности распределения q(y) с.в. Y:

q(y) = G((y) = F(((((y)) (((y) = p((((y)) (((y),

т.е.


q(y) =  p((((y)) (((y)





(3)

При тех же предположениях относительно с.в. X и функции ( из формулы (2) получим:

q(y) = ( p((((y)) (((y)




(4)

Итак, формулы (3) и (4) дают выражения для плотности распределения непрерывной с.в. Y, полученной из с.в. X монотонным и дифференцируемым функциональным преобразованием. Эти формулы можно объединить, записав

q(y) =  p((((y)) |(((y)|




(5)

Пример. Пусть с.в. X распределена по показательному закону с параметром (, а Y = X2. Найдем плотность распределения с.в. Y.


Так как с.в. X принимает только неотрицательные значения, т.е. x ( 0, то функция ((X) монотонно возрастающая, и мы получим:




.


Формулу (5) можно получить и несколько иначе. Для непрерывной с.в. x запишем дифференциал ее функции распределения:

d F(x) = F((x)dx = p(x)dx = p(((y))d ((y) = 


= p(((y)) (((y)dy.

Тогда функция p(((y))(((y), если (((y) > 0, и функция 

(p(((y))(((y), если (((y) < 0
, может быть принята за плотность распределения с.в. y.

По-прежнему считая с.в. X непрерывной с плотностью распределения p(x), рассмотрим в качестве функции ( достаточно гладкую кусочно монотонную функцию. Предположим, что определено несколько интервалов монотонности для функции (, причем на i-ом интервале функция, обратная к (, обозначена (i.




Тогда 




,

где промежутки 

- промежутки, где выполняется неравенство ((x) < y (для данного фиксированного y). Положим для определенности, что интервалы монотонности таковы, что для нечетных i 

, а для четных i 

. Поскольку для производной обратной функции 

, то нечетные интервалы - это интервалы монотонного возрастания функции (, а четные - интервалы монотонного убывания функции ( (см. рис.).


Тогда


(для простоты будем считать, что записанная выше сумма конечна).


Вспомним формулу дифференцирования интеграла с переменными пределами:





Применяя эту формулу к написанной выше сумме и учитывая соглашение о знаках функций 

, получим





Можно доказать, что и в общем случае будем иметь:








(6)

Формула (6) выражает плотность распределения непрерывной с.в. Y, полученной путем кусочно монотонного и кусочно гладкого преобразования ( из непрерывной с.в. X с плотностью распределения p(x). 

Замечание. При рассмотрении кусочно монотонной функции преобразования надо обратить внимание на одну тонкость.

Приведенные выше рассуждения справедливы, если график этой функции на рассматриваемом промежутке изменения аргумента пересекает прямую 
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xy

j

=

 при фиксированном значении 
[image: image2.wmf]y

, и все точки пересечения учтены. Но в некоторых случаях может оказаться, что какая-то ветвь обратной функции этой прямой не достигает и, тем самым, не учитывается.

Например, пусть исходная СВ X распределена равномерно на интервале 
[image: image3.wmf](0,2)

p

,   а 
[image: image4.wmf]sin
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. На этом интервале обратная функция имеет 3 ветви: 

1) 
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3)  
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Но прямая  
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при положительном 
[image: image9.wmf]y

 не пересекается с третьей ветвью обратной функции, которая тем самым «теряется».
Поэтому тут надо поступать так.

Преобразованная функция плотности распределения вероятности записывается кусочно:
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(модули производных ветвей обратной функции, очевидно, совпадают).

В данном случае можно объединить эти два выражения и записать
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1111

()2

2

11

qy

yy

pp

=××=×

--

при 
[image: image15.wmf](1,1)

y

Î-

.

Результат изменится, если исходная СВ распределена равномерно на интервале 
[image: image16.wmf]3
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Рассуждая аналогично, можно показать, что тогда
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Дело в том, что прямая  
[image: image18.wmf]()
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при положительном 
[image: image19.wmf]y

 пересекает синусоиду два раза, а при отрицательном – один раз.
Если вернуться к исходному интервалу равномерного распределения, а функцию преобразования задать как 
[image: image20.wmf]|sin|
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, то результат был бы таким:

 
[image: image21.wmf]22

1121

()4

2

11

qy

yy

pp

=××=×

--

 при 
[image: image22.wmf](1,1)

y

Î-

,

так как здесь прямая  
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пересекает график функции преобразования 4 раза. Модули всех производных, конечно, совпадают.
Функции нескольких переменных


Пусть с.в. Y задана как функция n случайных аргументов:



Y = ( (X1, ..., X n).


Рассматривая непрерывный случайный вектор 

(X1, ..., Xn) с совместной функцией плотности распределения p(x1, ..., xn), определим функцию распределения G(y) как интеграл по n-мерной области:





    (7) 

Область интегрирования ограничена линией уровня 

p(x1, ..., xn) = y.


Используем формулу (7) для частного случая: n = 2, а

Y = X1 + X2, т.е. рассмотрим закон распределения для суммы двух непрерывных с.в.





В этом случае интеграл (7) есть интеграл по заштрихованной области (ниже прямой x1 + x2 = y) и он равен
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(y в данном случае выступает как константа в уравнении прямой - линии уровня x1 + x2 = y).


Дифференцируя функцию распределения G с.в. Y по y (т.е. беря производную по y от внутреннего интеграла как интеграла с переменным верхним пределом), получим:






(8)


Точно так же, изменяя порядок интегрирования, можно записать:









(9)

Если складываемые с.в. независимы, то формулы (8) и (9) преобразуются к виду:







(10)

и







(11)


Интеграл вида (10) или (11) называется интегралом свертки, а функцию плотности q(y) распределения суммы двух независимых с.в. называют сверткой функций плотности распределения p1(x1) и p2(x2). При этом используется обозначение:



q(y) = p1(x1) * p2(x2).

Сам закон распределения суммы независимых с.в. называется композицией законов распределения этих с.в.

Замечание. Если в системе (X1, X2) двух независимых с.в., композиция законов распределения которых рассматривается, эти с.в. могут принимать только неотрицательные значения, то областью интегрирования в (7) оказывается равнобедренный прямоугольный треугольник, ограниченный координатными осями и прямой x1 + x2 = y:




И в этом случае интегралы свертки (10) и (11) следует переписать так:







(10а)







(11а)

Примеры. 1) Композиция двух показательных законов.
Пусть 

.

Применяя формулу (10а), получим:


Считая, что (1 ( (2, получим:



.

Из этой формулы можно получить результат при (1 = (2, вычислив предел правой части при  (1 ( (2:




где (1 = (2 = ( (и мы использовали эквивалентность б.м. 

 при x ( 0).

Итак, мы доказали, что композиция двух показательных законов с параметром ( дает закон Эрланга второго порядка с параметром (.


Можно доказать, что композиция двух нормальных законов N(m1, (1) и N(m2, (2) есть нормальный закон 

 (см. Учебник, стр. 242-243).


Говорят, что нормальный закон устойчив по отношению к композиции.


Такой же устойчивостью характеризуется и так называемое гамма-распределение. Плотность распределения в данном случае имеет вид:





(гамма-распределение с параметрами ( и (), где




 -

гамма-функция Эйлера. 


Можно доказать, что (((+1) = (((() и ((n) = (n ( 1)! Кроме того, можно связать гамма-функцию с функцией Лапласа и доказать, в частности, что 

.


Частные случаи гамма-распределения:

1)  Распределение «Хи-квадрат» ((2-распределение): получается при ( = k/2 для целого k и (=1/2:
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Закон с такой плотностью распределения вероятностей называют (2-распределением с 
[image: image26.wmf]k

 степенями свободы.
2)  Распределение Эрланга: при целом положительном (.
3)  Показательное распределение: при ( = 1.
Доказывается, что композиция двух независимых гамма-распределений с параметрами ((, (1 ) и (( и (2 ) дает гамма-распределение с параметрами ((, (1 + (2).

Пример. Пусть с.в. 
[image: image27.wmf]X

распределена по стандартному нормальному закону. Выведем закон распределения для квадрата 
[image: image28.wmf]X

.


Имеем: 
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. Данная функция не является монотонной, и мы имеем две обратные функции на соответствующих промежутках монотонности:
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Тогда



[image: image34.wmf]y
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так как подстановка 
[image: image35.wmf]y
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 вместо 
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 в функцию плотности распределения для стандартного нормального закона 
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Окончательно получим:
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Сравнивая это выражение с формулой плотности вероятности 
[image: image41.wmf]2

c

-распределения с 
[image: image42.wmf]k

 степенями свободы (см. выше), видим, что полученный закон распределения есть 
[image: image43.wmf]2
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-распределение с одной степенью свободы.


Таким образом, квадрат стандартно нормально распределенной с.в. распределен по закону (2 с одной степенью свободы.

Тогда, в силу сформулированного выше правила композиции (-распределений, получим, что сумма квадратов 
[image: image44.wmf]n

 независимых стандартно нормально распределенных с.в. распределена по закону (2 с 
[image: image45.wmf]n

 степенями свободы.


Этот результат существенно будет использоваться нами в математической статистике.
� Напомним, что функция плотности распределения неотрицательна.
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