Закон больших чисел

Последовательности случайных величин и типы их сходимости

Поточечная и равномерная сходимость


Пусть на вероятностном пространстве  <(, B, P> определена последовательность случайных величин


X1,  X2, ... , X n , ...




(1)

Каждая с.в. X i = X i (() есть, как известно, числовая функция случайного события (, «пробегающего» все множество ( элементарных исходов. Тогда при каждом фиксированном ( 
получаем числовую последовательность

X1((),  X2((), ... , X n ((), ...


(2)

Пусть существует такая с.в. Y, что для каждого ( ( ( последовательность (2) сходится к значению Y ((), т.е.








(3)

В этом случае с.в. Y называют поточечным пределом последовательности с.в. (1). Говорят также, что в этом случае имеет место поточечная сходимость (или сходимость всюду) последовательности (1) к с.в. Y. Заметим, что в частном (вырожденном) случае с.в. Y может быть неслучайной величиной, т.е. фиксированным действительным числом.


Факт поточечной сходимости с.в. обозначают так: 

.


Существование предела (3) означает, что для каждого ( ( ( и любого положительного ( найдется такое натуральное число N((, (), зависящее, вообще говоря, как от (, так и от (, что как только n > N((, (), так 
|Y(() - X n (()| < (. Если же указанное выше число N((, () зависит только от (, но не зависит от (, т.е. для всех 

n > N(() неравенство |Y(() - X n (()| < ( выполняется одновременно для всех (, то говорят, что последовательность (1) равномерно сходится к с.в. Y. Из определений сразу следует, что равномерно сходящаяся последовательность сходится и поточечно, но обратное в общем случае неверно. Факт равномерной сходимости обозначают так: 

.

Сходимость почти всюду и по вероятности


Факт существования предела 

 (для некоторого () будем обозначать так 

. В случае поточечной сходимости 

 множество всех таких ( , что 

, совпадает с достоверным событием (множеством всех элементарных исходов) (, вероятность которого, как мы хорошо знаем, равна 1. Таким образом, можно написать:







(4)

или, что равносильно,









(4а)

Но мы знаем, что событие вероятности 1 (или вероятности 0) - не то же самое, что достоверное (невозможное) событие, а именно, могут существовать непустые множества элементарных исходов, вероятность которых равна нулю, или множества элементарных исходов, не совпадающие со всем (, вероятность которых тем не менее равна единице. Приняв это во внимание, будем говорить, что последовательность (1) сходится к с.в. Y почти всюду (или, почти наверное), если имеет место равенство (4) (или, что равносильно, (4а)). Сходимость почти всюду означает, таким образом, что множество всех элементарных исходов ( , для которых не имеет места сходимость числовой последовательности 

, имеет вероятностную меру нуль. В этом случае говорят также, что для почти всех ( выполняется

. Понятно, что из поточечной сходимости вытекает сходимость почти всюду, но не наоборот. Факт сходимости почти всюду (почти наверное) будем обозначать так: 

(от английского «almost surely»; впрочем, кому не нравится английское сокращение, может писать по-русски - п.в. или п.н.).


Из того, что 

 следует, что множество всех таких (, что для любого положительного ( найдется такое натуральное число N((, (), что |X n(() - Y(()| < (, имеет вероятность 1. Ослабим теперь это условие, потребовав лишь, чтобы указанная вероятность стремилась к единице при n ( (, т.е. чтобы выполнялось:






(5)

или, что равносильно



.


(5а)


Если имеет место (5) (или (5а)), то говорят, что последовательность (1) сходится к с.в. Y по вероятности. При этом мы будем использовать обозначение 

.


Сходимость по вероятности на языке «(-(» можно переопределить так. Последовательность с.в. (1) сходится по вероятности к с.в. Y, если для любых положительных ( и ( существует такое натуральное число N (зависящее от ( и (), что как только n > N  имеет место 



,


(6)

или, что равносильно



                                (6а)

Сходимость в среднем


Говорят, что последовательность (1) сходится к с.в. Y в среднем порядка p, если 





При p = 1 говорят просто о сходимости в среднем, при p = 2 - о сходимости в среднеквадратическом.
Неравенства Чебышева

Первое неравенство Чебышева



Докажем, что для любой неотрицательной с.в., имеющей математическое ожидание (м.о.) M[X] справедливо следующее неравенство:









(7)

(для любого положительного ().

Для непрерывной с.в. с плотностью распределения p(x) имеем:




так как 

.

Рассмотрим теперь дискретную с.в. Аналогично получим:



,

где предполагается, что все возможные значения с.в. упорядочены по возрастанию, и суммирование ведется по всем таким индексам i, начиная с некоторого номера n0, что 
xi ( (. Далее




,

так как м.о. с.в. X,  отличается от фигурирующей в записанных выше  выкладках на некоторую сумму неотрицательных слагаемых 

(заметим, что суммы могут быть и бесконечными!).


Полученный результат, несмотря на его простоту, является очень важным. Во всех последующих рассуждениях он играет ключевую роль.

Второе неравенство Чебышева


Для любой с.в. X, имеющей м.о. m и дисперсию (2, и любого положительного ( выполняется неравенство:




.



(8)

Действительно, рассмотрим с.в. Y = (X ( m)2. Это неотрицательная с.в., м.о. которой совпадает с дисперсией с.в. X.  Применяя к Y первое неравенство Чебышева, получим:





(для любого положительного (). Так как 

 тогда и только тогда 

, то последнее неравенство равносильно (8).


Перейдем теперь к формулировке некоторых результатов, образующих так называемый закон больших чисел (правильнее было бы говорить о законах больших чисел).


Содержательно одна из форм этого закона может быть охарактеризована следующим образом.


Рассмотрим последовательность с.в. (1) и станем вычислять для разных n среднее арифметическое полученных в некотором опыте значений с.в. Xi. Тем самым образуется новая случайная величина





.




(9)
Тогда оказывается, что при определенных (достаточных) условиях, последовательность Yn сходится по вероятности к среднему арифметическому математических ожиданий величин Xi. Иными словами, среднее арифметическое значений случайных величин с ростом их числа по вероятности стремиться к среднему арифметическому их математических ожиданий, т.е. вероятность того, что указанные средние арифметические не совпадут, может быть сделана сколь угодно малой. Тем самым при достаточно большом числе «измерений» случайной величины среднее арифметическое этих измерений становится «почти неслучайным».


Попытаемся понять, какие условия достаточны для выполнения этого свойства. Предположим, что с.в. в последовательности (1) независимы, M[Xi] = mi, D[Xi] = (2i. Тогда для с.в. Yn (см. (9)) получим:





Используя второе неравенство Чебышева, будем иметь




                   (10)
Видно, что поведение вероятности, стоящей в левой части последнего неравенства, зависит от поведения суммы дисперсий в числителе дроби, являющейся правой частью неравенства. Так, если дисперсии (2i ограничены в совокупности, т.е. существует такая конечная константа C, что для каждого i (2i ( C, то 

, т.е.



.


Итак, мы доказали теорему:


Теорема (закон больших чисел в форме Чебышева). Если независимые случайные величины  X1,  X2, ... , X n , ... имеют математические ожидания  m1,  m2, ... , m n , ... соответственно, а их дисперсии (соответственно (21,  (22, ... , (2n , ...) ограничены в совокупности, то последовательность средних арифметических 

сходится по вероятности к среднему арифметическому математических ожиданий 

, т.е. 

.


Содержательно это означает, что вероятность того, что значение с.в. Yn отличается от ее математического ожидания при больших n, близка к нулю.


Пусть в последовательности с.в. (1) Xn - индикатор события «успех» в серии независимых испытаний. Тогда среднее арифметическое 

 есть не что иное как число «успехов» в серии n испытаний, отнесенное к общему числу испытаний. Это отношение обычно называют частотой (или статистической вероятностью) ожидаемого события («успеха»). Так как для с.в. Xi (при любом i) м.о. M[Xi] = p (вероятность «успеха»), а D[Xi] = p(1- p) = pq, то условия предыдущей теоремы выполняются, и к данной последовательности с.в. применим закон больших чисел. В результате имеем:




,

что означает сходимость по вероятности частоты наблюдаемого события в серии независимых испытаний к его вероятности. Этот частный случай закона больших чисел в форме Чебышева называется законом больших чисел в форме Бернулли.


Примеры. 1) Пусть последовательность дискретных с.в. задана рядами распределения:
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Проверим, применим ли к этой последовательности закон больших чисел в форме Чебышева.


Имеем: 
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С.в. 
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  принимает два значения: 
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 с вероятностью 
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 и 0 с вероятностью 
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. Это значит, что 
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т.е. все дисперсии в последовательности одинаковы и равны 2. Достаточное условие теоремы выполняется, закон применим.


2) Рассмотрим последовательность
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где 
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- некоторая константа. 


Легко понять, что 
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. Так как для всякого 
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 имеет место 
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. Таким образом, дисперсии последовательности ограничены в совокупности, закон применим.

3) Для последовательности 
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имеем: 
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. Дисперсии последовательности не ограничены в совокупности. Но при этом (см. (10))
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Воспользуемся формулой Стирлинга: 
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получим:
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Из неравенства (10) тогда сразу получаем, что 
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,                           (11)

т.е. сходимость по вероятности 
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 имеет место, хотя условие теоремы (закона больших чисел в форме Чебышева) не выполняется.


Заметим, что для последовательности 
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мы получили бы 
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из чего, однако не следует  (11).
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