Пространство циклов неориентированного графа
Для (неориентированного) графа 
[image: image1.wmf]G

 условимся через 
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 обозначать множество его вершин, а через 
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EG

 - множество ребер.

На множестве 
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всех подграфов графа 
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 введем операцию сложения:
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Легко проверить, что эта операция ассоциативна и что пустой подграф 
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является нейтральным элементом по ней. Полученный моноид не является группой, так как не существует обратного по объединению множеств. Но если отождествить все подграфы с одинаковыми множествами ребер, то можно получить структуру абелевой группы. 
Более формально, определим на 
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 отношение эквивалентности 
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, полагая 
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. Это отношение является конгруэнцией, т.е. из 
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 и  
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 следует 
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, так как 
[image: image14.wmf]1212

()()()()

EHEHEKEK

=

VV

. Таким образом, можно корректно распространить операцию сложения на классы эквивалентности по отношению 
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Тогда для любого подграфа 
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имеем 
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, и алгебра 
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 является абелевой группой. Как и всякую абелеву группу с нильпотентной операцией (т.е, в которой каждый элемент обратен себе самому), ее можно рассматривать как линейное пространство над полем 
[image: image20.wmf]2
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. Это пространство будем называть пространством подграфов графа 
[image: image21.wmf]G

. В целях упрощения записи в качестве аргументов операции сложения будем записывать сами подграфы, а не их классы эквивалентности
.
Известно, что эйлеровым графом называется связный граф, в котором существует эйлерова замкнутая цепь (называемая иногда «эйлеровым циклом»), т.е. замкнутая цепь, проходящая ровно один раз по каждому ребру
. Известно также, что критерием эйлеровости графа является четность степени каждой его вершины.
Тогда квазиэйлеровым назовем граф, в котором степень каждой вершины четна (в частности, равна нулю). Понятно, что каждая компонента связности квазиэйлерова графа является эйлеровым графом.

Теорема 1. Сумма двух квазиэйлеровых графов является квазиэйлеровым графом.
Доказательство.  Пусть 
[image: image22.wmf]u

 - вершина, общая для двух квазиэйлеровых подграфов 
[image: image23.wmf]1
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и 
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. Пусть она инцидентна 
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 ребрам, содержащимся только в первом подграфе,  
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ребрам, содержащимся только во втором подграфе и 
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 общим ребрам. Тогда степени вершины 
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 в первом и втором подграфе составят 
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 соответственно. Оба этих числа четные, т.е. для некоторых целых 
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 и 
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. В сумме подграфов 
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 все общие ребра исчезнут, и степень вершины 
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 станет равна 
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, т.е. останется четным числом, что и означает, что подграф 
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 будет тоже квазиэйлеровым.
Теорема доказана.

Из доказанной теоремы следует, что квазиэйлеровы подграфы произвольного графа образуют подпространство в пространстве всех подграфов.

Циклом назовем граф, степень каждой вершины которого равна 2. Пространство циклов графа есть линейная оболочка множества всех его подграфов, являющихся циклами. Очевидно, что пространство циклов есть подпространство пространства квазиэйлеровых подграфов.

Теорема 2 Пусть 
[image: image37.wmf]G

 - граф, а 
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- некоторый его остов. Тогда множество фундаментальных циклов, определяемое остовом  
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, есть базис пространства циклов графа 
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Доказательство. Пусть 
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 - цикл, содержащий обратные ребра 
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, принадлежащие фундаментальным циклам 
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 соответственно. Тогда сумма 
[image: image44.wmf]11

...

n

CFF

-

ÅÅÅ

 будет квазиэйлеровым подграфом, содержащим единственное обратное ребро 
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, т.е. фундаментальным циклом 
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, откуда 
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Теорема доказана.

Очевидно, что квазиэйлеров граф может быть представлен как сумма своих компонент – эйлеровых графов, а любой эйлеров граф, как это следует из доказательства критерия эйлеровости, может быть разложен в сумму попарно реберно непересекающихся циклов. Отсюда следует, что подпространство циклов графа совпадает с подпространством его квазиэйлеровых подграфов.
� Легко показать, что эквивалентные подграфы отличаются друг от друга некоторым множеством изолированных вершин. Так что, если переопределить операцию сложения  таким образом, чтобы из результата исключать все изолированные вершины, то само множество подграфов с этой операцией превратится в абелеву группу.


� Пустой граф будем считать эйлеровым  (так же, как и граф без ребер с одной вершиной).
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