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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ

ÍÅÐÀÂÍÎÂÅÑÍÛÕ ÃÀÇÎÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ

ÌÅÒÎÄÎÌ RKDG

Þ.È. Äèìèòðèåíêî1, Ì.Í. Êîðÿêîâ1, À.À. Çàõàðîâ1

1Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò èìåíè Í.Ý. Áàóìàíà, Ìîñêâà

ÓÄÊ 519.6, 533.6

Â ðàáîòå ïðîâåäåíî ðàçâèòèå ÷èñëåííîãî ìåòîäà RKDG (Runge-Kutta Discontinuous Galerkin) äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷ ãèïåðçâóêîâîé íåðàâíîâåñíîé ãàçîâîé äèíàìèêè äëÿ ìîäåëè âÿçêîãî�õèìè÷åñêè ðåàãèðóþùåãî ãàçà. Íà
ïåðâîì ýòàïå ðåøàåòñÿ çàäà÷à äèíàìèêè èäåàëüíîãî ãàçà. Íà âòîðîì ó÷èòûâàåòñÿ âÿçêîñòü è òåïëîïðîâîäíîñòü
ãàçà, íî íå ó÷èòûâàåòñÿ êîíâåêöèÿ. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷èñëåííîãî ïîòîêà ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû Ýéëåðà èñïîëü-
çóåòñÿ ìåòîä HLLC, è äëÿ óñòðàíåíèÿ íåôèçè÷åñêèõ îñöèëëÿöèé ðåøåíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ TVD îãðàíè÷èòåëü.
Äëÿ ïîèñêà ÷èñëåííûõ ïîòîêîâ ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé íà âòîðîì ýòàïå èñïîëüçóþòñÿ öåíòðàëüíûå ïîòîêè.
Íà òðåòüåì ýòàïå ðåøàþòñÿ óðàâíåíèÿ õèìè÷åñêîé êèíåòèêè çà 3 øàãà. Ñíà÷àëà ó÷èòûâàåòñÿ ïðèòîê ìàññû
i-îãî ýëåìåíòà çà ñ÷¼ò õèìè÷åñêèõ ïðåâðàùåíèé. Ñèñòåìà ðåøàåòñÿ èòåðàöèîííûì ÿâíî-íåÿâíûì ìåòîäîì. Äà-
ëåå ó÷èòûâàåòñÿ êîíâåêöèÿ, à çàòåì äèôôóçèÿ õèìè÷åñêèõ êîìïîíåíòîâ. Äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷àþùèõñÿ
óðàâíåíèé òàêæå ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä RKDG àíàëîãè÷íî ïåðâîìó è âòîðîìó ýòàïàì ðåøåíèÿ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ
óðàâíåíèé ñ êîíâåêòèâíûìè è äèôôóçèîííûìè ÷ëåíàìè. Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
îáòåêàíèÿ ñôåðè÷åñêîãî çàòóïëåíèÿ íàáåãàþùèì ãèïåðçâóêîâûì ïîòîêîì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âû÷èñëèòåëüíàÿ ãàçîâàÿ äèíàìèêà, íåðàâíîâåñíàÿ àýðîãàçîäèíàìèêà, õèìè÷åñêàÿ êèíåòè-

êà, ìåòîä RKDG, âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûå âû÷èñëåíèÿ.

1 Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â Ðîññèè è çà ðóáåæîì ïðîÿâëÿåòñÿ áîëüøîé èíòåðåñ ê ñîçäàíèþ ãèïåðçâóêîâûõ ëåòà-
òåëüíûõ àïïàðàòîâ (ÃËÀ), ñïîñîáíûõ äâèãàòüñÿ â àòìîñôåðå Çåìëè ïðîäîëæèòåëüíîå âðåìÿ ñî ñêîðîñòüþ,
êîòîðàÿ ïðåâûøàåò ñêîðîñòü çâóêà áîëåå ÷åì â 6 ðàç (÷èñëî Ìàõà M > 6). Ñðåäè ïåðâûõ ðàçðàáîòîê â äàí-
íîé îáëàñòè ìîæíî îòìåòèòü àïïàðàò X-51, ñîçäàííûé â ÑØÀ, óñïåøíûé çàïóñê êîòîðîãî áûë ïðîèçâåäåí
â àâãóñòå 2012 ãîäà (âî âðåìÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ïîëåòà X-51 ðàçâèë ñêîðîñòü â 5 Ìàõîâ).

Äâèæåíèå ÃËÀ â àòìîñôåðå Çåìëè íåðàçðûâíî ñâÿçàííî ñ ýôôåêòîì ïîÿâëåíèÿ âûñîêèõ òåìïåðàòóð
â îêðóæàþùåé ÃËÀ âíåøíåé ñðåäå. Òàêèå òåìïåðàòóðû ïîÿâëÿþòñÿ âñëåäñòâèå òîðìîæåíèÿ ïîòîêà, ïðè
êîòîðîì êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ óïîðÿäî÷åííîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèö ïåðåõîäèò âî âíóòðåííþþ ýíåðãèþ ãàçà.
Òåìïåðàòóðà ãàçà ìîæåò äîñòèãàòü 3000Ê è âûøå. Â ýòèõ óñëîâèÿõ íà÷èíàþò ïðîèñõîäèòü ïðîöåññû äèñ-
ñîöèàöèè è èîíèçàöèè ìîëåêóë âîçäóõà, ïîýòîìó ïîÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü ó÷¼òà ãåòåðîãåííîñòè âíåøíåé
ñðåäû.

Ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ÃËÀ âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ çàòðóäíèòåëüíî ïðîâîäèòü ýêñïåðèìåíòàëüíûå àýðîòåðìî-
äèíàìè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ è íåâîçìîæíî äëÿ èññëåäîâàíèÿ õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé â âûñîêîòåìïåðàòóðíûõ
ãàçîâûõ ïîòîêàõ. Ñëåäîâàòåëüíî, èññëåäîâàíèÿ âíåøíåé ãèïåðçâóêîâîé àýðîäèíàìèêè ñ ó÷¼òîì ìíîãîêîì-
ïîíåíòíîñòè íàáåãàþùåãî ïîòîêà ãëàâíûì îáðàçîì îñíîâûâàþòñÿ íà ìåòîäàõ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.
Îäíàêî ïðè ýòîì âîçíèêàþò òðóäíîñòè, ñâÿçàííûå ñ âûáîðîì ìåòîäîâ ãåíåðàöèè ñåòîê äëÿ ðàñ÷¼òíûõ îá-
ëàñòåé è ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, îïèñûâàþùèìè
ïîâåäåíèå ãàçîâîãî ïîòîêà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà Ïðåçèäåíòà ÐÔ ÌÊ 3007.2015.8 Ðàáîòà âûïîëíåíà ñ èñïîëüçîâàíèåì
ðåñóðñîâ ñóïåðêîìïüþòåðíîãî êîìïëåêñà ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà [10].
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Ñóùåñòâóåò çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî ðàáîò ([1, 2, 3] è äðóãèå) ïîñâÿù¼ííûõ ÷èñëåííîìó ìîäåëèðîâàíèþ ãèïåð-
çâóêîâûõ ãàçîâûõ ïîòîêîâ, ó÷èòûâàþùèõ ýòè ýôôåêòû. Ñðåäè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ øèðîêî ðàñïðîñòðàíåíû
êîíå÷íî�ðàçíîñòíûå ìåòîäû, îñíîâàííûå íà TVD ñõåìàõ è îáëàäàþùèå òàêèìè íåîáõîäèìûìè ñâîéñòâàìè
êàê ñîõðàíåíèå ìîíîòîííîñòè ðåøåíèÿ è äîñòèæåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè. Íåäîñòàòêîì äàííûõ ìåòî-
äîâ ÿâëÿåòñÿ òðåáîâàíèå ãåíåðàöèè ãëàäêèõ êîíå÷íî�ðàçíîñíûõ ñåòîê, êîòîðîå î÷åíü ñëîæíî âûïîëíèòü ïðè
ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ ñî ñëîæíîé òð¼õìåðíîé ãåîìåòðèåé ïîâåðõíîñòè òåëà. Ñëåäîâàòåëüíî, â òàêèõ
ñëó÷àÿõ ïðåäïî÷òèòåëüíî èñïîëüçîâàòü íåðåãóëÿðíûå ñåòêè è êîíå÷íî�îáú¼ìíûå èëè êîíå÷íî�ýëåìåíòíûå
ìåòîäû.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êîíå÷íî�îáú¼ìíûé ìåòîä RKDG [4], èìåþùèé âòîðîé ïîðÿäîê òî÷íî-
ñòè, êîìïàêòíûé øàáëîí è ñîîòâåòñòâóþùèé êëàññó TVD ñõåì áëàãîäàðÿ îòäåëüíîé ïðîöåäóðå ìîíîòîíèçà-
öèè. Ïðîâîäèòñÿ àäàïòàöèÿ ýòîãî ìåòîäà äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ òð¼õìåðíûõ íåñòàöèîíàðíûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé íà òåòðàýäðàëüíûõ ñåòêàõ. Ïîìèìî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè, ðàññìàòðèâàåòñÿ
ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà RKDG äëÿ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ èçìåíåíèÿ êîíöåíòðà-
öèé õèìè÷åñêèõ êîìïîíåíò â ðåàêöèÿõ äèññîöèàöèè è èîíèçàöèè ãàçà.

2 Ñèñòåìà óðàâíåíèé

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé âÿçêîãî òåïëîïðîâîäíîãî ãàçà ñ õèìè÷åñêèìè ðåàêöèÿìè, îïèñûâàþùàÿ
ïîâåäåíèå âûñîêîñêîðîñòíîãî ïîòîêà âáëèçè ÃËÀ:

∂ρ

∂t
+∇ · ρv = 0,

∂ρv

∂t
+∇ · (ρv ⊗ v + pE−Tv) = 0,

∂ρε

∂t
+∇ · ((ρε+ p) v −Tv · v + q) = 0,

∂ρyi
∂t

+∇ · (ρyiv − ρDij∇yi) = ωi,

(1)

ãäå ρ � ïëîòíîñòü ñìåñè ãàçîâ, t � âðåìÿ, v � âåêòîð ñêîðîñòè äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ ãàçîâîé ñìåñè,
p � äàâëåíèå ñìåñè, E � åäèíè÷íûé òåíçîð, ε � ïëîòíîñòü ïîëíîé ýíåðãèè ñìåñè, yi = ρi/ρ � ìàññîâàÿ
êîíöåíòðàöèÿ i-îé êîìïîíåíòû, ωi � ìàññîâàÿ ñêîðîñòü îáðàçîâàíèÿ i-îé êîìïîíåíòû, Dij � êîýôôèöèåíòû
äèôôóçèè.

Ê ýòèì óðàâíåíèÿì ïðèñîåäèíÿþòñÿ îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

p = ρ
R0

M0
θ,

1

M0
=

7∑

i=1

yi
Mi

, ε = e+
|v|2

2
, e = cVθ, |v|2 = v · v,

cV =
7∑

i=1

yicVi, Tv = −2

3
µ(∇ · v)E + µ(∇⊗ v +∇⊗ vT ), q = −λ∇θ,

ãäå R � ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ, Mi � ìîëÿðíàÿ ìàññà i-îé êîìïîíåíòû ãàçîâîé ñìåñè, θ � òåìïåðàòóðà, e �
ïëîòíîñòü âíóòðåííåé ýíåðãèè, cVi � óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü ïðè ïîñòîÿííîì îáú¼ìå i-îé êîìïîíåíòû, µ �
êîýôôèöèåíò âÿçêîñòè, λ � êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü áèíàðíîé äèôôóçèè. Êîýôôèöèåíòû äèôôóçèè, âÿçêîñòè è òåïëîïðîâîäíîñòè
âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì [5]:

D12 = 1.85·10−7 θ3/2

pσ2
12Ω

(1,1)
12

(
M1 +M2

M1M2

)1/2

,

µ =

6∑

i=1

µi

1 +
6∑

j=1,j 6=i
Gµij

γj
γi

, λ =

6∑

i=1

λi

1 +
6∑

j=1,j 6=i
Gλij

γj
γi

, γi =
yi
Mi

,

where σ12 � õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ðàññòîÿíèå, Ω
(1,1)
12 � èíòåãðàë ñòîëêíîâåíèé, µi, λi � âÿçêîñòü è òåïëîïðî-

âîäíîñòü ÷èñòûõ ãàçîâ, Gµij , G
λ
ij � óíèâåðñàëüíûå ïîñòîÿííûå.
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Îáòåêàþùèé òåëî ãàç ñîñòîèò èç ñåìè êîìïîíåíòîâ, à â êà÷åñòâå âîçìîæíûõ õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé, ïðî-
òåêàþùèõ â óäàðíîì ñëîå ïðè âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ, ïðèíèìàþòñÿ ñëåäóþùèå:

O2 +M ↔ 2O +M, N2 +M ↔ 2N +M, NO +M ↔ N +O +M,

NO +O ↔ O2 +N, N2 +O ↔ NO +N, NO +O ↔ NO+ + e−,

ãäåM � ëþáîé èç 6 ðàññìàòðèâàåìûõ êîìïîíåíòîâ, ÿâëÿþùèõñÿ êàòàëèçàòîðàìè, e− � ýëåêòðîííàÿ êîìïî-
íåíòà. Áóäåì àññîöèèðîâàòü èíäåêñ i = 1, 2, 3, 4, 5, 6 ñ êîìïîíåíòàìè O, N, NO, O2, N2, NO+, ñîîòâåòñòâåííî.

Òàêæå èìåþò ìåñòî óñëîâèÿ ñîõðàíåíèÿ àòîìàðíîãî ñîñòàâà:

yO2 = 0.21− 0.5 · (yO + yNO + yNO+), yN2 = 0.79− 0.5 · (yN + yNO + yNO+)

è óñëîâèå êâàçèíåéòðàëüíîñòè ñìåñè: yNO+ = ye− .

3 ×èñëåííûé ìåòîä

Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïî ôèçè÷åñêèì ïðîöåññàì è ïîøàãîâî îïèøåì àëãîðèòì ðåøåíèÿ.
Íà ïåðâîì øàãå íå ó÷èòûâàåòñÿ âÿçêîñòü è òåïëîïðîâîäíîñòü ãàçà. Ñèñòåìà óðàâíåíèé, îïèñûâàþùàÿ

èäåàëüíûé ãàç âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ut +∇ · F(U) = 0, (2)

ãäå U = [ρ, ρv̄x, ρv̄y, ρv̄z, ρE]T � âåêòîð êîíñåðâàòèâíûõ ïåðåìåííûõ, F = [ρv, ρvv̄x + pδi1, ρvv̄y + pδi2, ρvv̄z +
pδi3, ρ(E + p)v]T � âåêòîð ïîòîêà. Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2) âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì RKDG. Ââåäåì ñèñòåìó
áàçèñíûõ ôóíêöèé ϕi, i = 1, 4, êîòîðûå îáëàäàþò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: ϕi(xi) = 1, ϕi(xj) = 0, i 6= j,
ãäå xi � òî÷êè èíòåãðèðîâàíèÿ ïî êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå Ãàóññà âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ òåòðàýäðà. Ââåäåì

ëèíåéíóþ àïïðîêñèìàöèþ âåêòîðà U âíóòðè òåòðàýäðà: Uh =
4∑
i=1

ϕi(x) · Ui(t). Óìíîæèì ñèñòåìó (2) íà

ôóíêöèþ ϕi(x) è ïðîèíòåãðèðóåì ïî òåòðàýäðó. Ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì

V

4

dUi(t)

dt
=

∫

V

F(Uh)∇ϕi(x) dV −
∫

S

F̃(Uint

h ,Uext

h )ϕi(x) dS. (3)

ãäå V � îáú¼ì òåòðàýäðà, F̃(Uint

h ,Uext

h ) � ÷èñëåííûé ïîòîê, êîòîðûé çàâèñèò îò çíà÷åíèé âåêòîðà êîíñåð-
âàòèâíûõ ïåðåìåííûõ ðàññìàòðèâàåìîãî òåòðàýäðà Uint

h è îò çíà÷åíèé â ÷åòûð¼õ ñîñåäíèõ òåòðàýäðàõ Uext

h .
×èñëåííûé ïîòîê ìîæåò áûòü íàéäåí, íàïðèìåð, ìåòîäîì HLLC [6]. Ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé (3) ðåøàåòñÿ ÿâíûì ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòû. Äëÿ óñòðàíåíèÿ íåôèçè÷åñêèõ îñöèëëÿöèé
ðåøåíèÿ ïðèìåíèì TVD îãðàíè÷èòåëü [7]. Ïåðåéäåì ê õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïåðåìåííûì V, óìíîæèâ ñèñòå-

ìó (2) íà ìàòðèöó ëåâûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû A =
∂F

∂U
, V = L ·U. Ëèíåéíóþ àïïðîêñèìàöèþ

âíóòðè òåòðàýäðà ïðåäñòàâèì òàê: V = Vm + (x−xm)αm + (y− ym)βm + (z− zm)γm, ãäå èíäåêñ m îòíîñèòñÿ

ê öåíòðó òåòðàýäðà, αm, βm, γm � íåêîòîðûå êîýôôèöèåíòû. Äàëåå âû÷èñëèì Vmin = min

(
Vm, min

n=1,4
Vn

)
è

Vmax = max

(
Vm, max

n=1,4
Vn

)
� çíà÷åíèÿ â öåíòðàõ ñîñåäíèõ òåòðàýäðîâ. Îïåðàöèè min è max ïðèìåíÿþòñÿ

ê êàæäîìó ýëåìåíòó âåêòîðà â îòäåëüíîñòè. Íàéäåì âåëè÷èíû Vi, i = 1, 4 â âåðøèíàõ ðàññìàòðèâàåìîãî
òåòðàýäðà. Òîãäà

ψji =





min

(
1,
V jmin − V jm
V ji − V jm

)
, åñëèV ji − V jm > 0

min

(
1,
V jmax − V jm
V ji − V jm

)
, åñëèV ji − V jm < 0

1, åñëèV ji − V jm = 0

Ïóñòü ψj = min(ψj1, ψ
j
2, ψ

j
3, ψ

j
4), òîãäà îãðàíè÷åííûå íàêëîíû ψT ·αm, ψ

T ·βm, ψ
T ·γm áóäóò óäîâëåòâîðÿòü

ñâîéñòâó TVD. Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ îãðàíè÷èòåëÿ âîçâðàùàåìñÿ ê èñõîäíûì êîíñåðâàòèâíûì ïåðåìåííûì
U = R ·V, ãäå R � ìàòðèöà ïðàâûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû A.
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Íà âòîðîì øàãå ó÷èòûâàåì âÿçêîñòü è òåïëîïðîâîäíîñòü ãàçà, íî íå ó÷èòûâàåì êîíâåêöèþ. Ñèñòåìà
óðàâíåíèé çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

{
Ut +∇ ·T(U, ω) = 0
ωT = ∇ ·ΩT (4)

ãäå T(U, ω) = [0,−Tv,−Tv · v + q] � òåíçîð âÿçêîñòè, êîòîðûé çàâèñèò îò âåêòîðà ω, à ìàòðèöà Ω èìååò
âèä:

Ω =




vx 0 0
0 vy 0
0 0 vz
vy vx 0
vz 0 vx
0 vz vy



.

Êàê è íà øàãå 1, ââåäåì ëèíåéíóþ àïïðîêñèìàöèþ âíóòðè ýëåìåíòà Uh =
4∑
i=1

ϕi(x) ·Ui(t),

ωh =
4∑
i=1

ϕi(x) · ωi(t), óìíîæèì êàæäîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (4) íà áàçèñíóþ ôóíêöèþ ϕi, i = 1, 4. Ïîëó÷èì:

V

4

dUi(t)

dt
=

∫

V

T(Uh, ω)∇ϕi(x) dV −
∫

S

T̃(U
int

h , ωint

h ,Uext

h , ωext

h ) · ϕi(x) dS,

ωi =
4

V



∫

S

Ω̃ · nϕi(x) dS −
∫

V

Ω∇ϕi(x) dV


 .

Äëÿ ïîèñêà ÷èñëåííûõ ïîòîêîâ T̃ è Ω̃ èñïîëüçóåì öåíòðàëüíûå ïîòîêè:

H(a, b) =
1

2
[H(a) +H(b)].

Äàëåå ïåðåõîäèì ê ðåøåíèþ óðàâíåíèé õèìè÷åñêîé êèíåòèêè. Ñíà÷àëà ó÷èòûâàåì ïðèòîê ìàññû i-îãî
ýëåìåíòà çà ñ÷¼ò õèìè÷åñêèõ ïðåâðàùåíèé

∂Xi

∂t
= ω̇i, Xi =

ρyi
Mi

, ω̇i =
ωi
Mi

. (5)

.
Ñêîðîñòè îáðàçîâàíèÿ i-îãî êîìïîíåíòà âû÷èñëÿþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì çàêîíà äåéñòâóþùèõ ìàññ:

ω̇1 = ϕ11 + ϕ13 + ϕ14 + ϕ15 + ϕ16,
ω̇2 = ϕ22 + ϕ13 − ϕ14 − ϕ15 + ϕ16,
ω̇3 = −ϕ13 + ϕ14 − ϕ15,
ω̇6 = −ϕ16,

ϕ11 = 2k1(K1X4 −X2
1 ),

ϕ13 = k3(K3X3 −X1X2),
ϕ14 = −k4(K4X1X3 −X2X4),
ϕ15 = −k5(K5X1X5 −X2X3),
ϕ16 = −k6(K6X1X2 −X6X7),
ϕ22 = 2k2(K2X5 −X2

2 ),

ãäå êîíñòàíòû ñêîðîñòåé îáðàòíûõ ðåàêöèé ki è êîíñòàíòû ðàâíîâåñèÿ Ki çàâèñÿò îò òåìïåðàòóðû [8].
Ñèñòåìó (5) ðåøàåì èòåðàöèîííûì ÿâíî-íåÿâíûì ìåòîäîì:

Xn+1 = X̃n+1 +
[
Xn − X̃n+1 + ∆t

(
αω̇n + (1− α)˜̇ωn+1

)]
·
[
I− (1− α)∆t

[
∂ ˜̇ωn+1

∂X

]]−1

,

ãäå X = [X1, X2, X3, X6]T , X̃ � ïðîìåæóòî÷íîå çíà÷åíèå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà, ∆t � øàã ïî âðåìåíè, α �
ïàðàìåòð ÿâíî-íåÿâíîé ñõåìû (îáû÷íî ïîëàãàþò α = 0.4), I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.

Çàòåì ó÷èòûâàåì êîíâåêöèþ õèìè÷åñêèõ êîìïîíåíò:

∂ρyi
∂t

+∇ · ρyiv = 0. (6)
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Ìåòîä RKDG äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (6) ïðèìåíÿåòñÿ àíàëîãè÷íî îïèñàííîìó àëãîðèòìó íà øàãå 1.
Íàêîíåö ó÷èòûâàåì äèôôóçèþ õèìè÷åñêèõ êîìïîíåíò:

∂ρyi
∂t

= ∇ · (ρDij∇yi). (7)

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ ìåòîäîì RKDG óðàâíåíèé (7) àíàëîãè÷åí îïèñàííîìó àëãîðèòìó íà øàãå 2.

4 Îïèñàíèå ðàçðàáîòàííîãî ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà

Ðàçðàáîòàííûå àëãîðèòìû âîøëè â ñîñòàâ ïðîãðàììíî�âû÷èñëèòåëüíîãî êîìïëåêñà SIGMA, êîòîðûé ïðè-
ìåíÿåòñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñâåðõçâóêîâûõ è ãèïåðçâóêîâûõ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ïîòîêîâ, îïðåäåëåíèÿ ìå-
õàíè÷åñêèõ è òåìïåðàòóðíûõ ïîëåé, à òàêæå êîíöåíòðàöèé õèìè÷åñêèõ âåùåñòâ âáëèçè êðèòè÷åñêèõ êîìïî-
íåíò ÃËÀ. Ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ âêëþ÷àåò â ñåáÿ ìîäóëè: òð¼õìåðíîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ,
ïîçâîëÿþùåãî ãåíåðèðîâàòü äîñòàòî÷íî øèðîêèé äèàïàçîí òð¼õìåðíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáëàñòåé, ìîäóëü
çàäàíèÿ ñâîéñòâ, ïàðàìåòðîâ è íà÷àëüíûõ äàííûõ, ãåíåðàòîð àäàïòèâíîé ñåòêè (ïðåïðîöåññîð), ðàñ÷¼òíûé
ìîäóëü (ïðîöåññîð) è âèçóàëèçàòîð ðàñ÷¼òîâ (ïîñòïðîöåññîð). Êàæäûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì ïðî-
ãðàììíûì ïðîäóêòîì, íàïèñàííûì íà ÿçûêå C++, è ïîääåðæèâàåò âîçìîæíîñòü ñîçäàíèÿ ðàñøèðåíèé.
Áîëüøèíñòâî èòåðàöèîííûõ ïðîöåäóð ãåíåðàöèè ñåòîê è ðàñ÷¼òíîãî ìîäóëÿ îáëàäàþò ãåîìåòðè÷åñêèì ïà-
ðàëëåëèçìîì è ðåàëèçîâàíû ñ èñïîëüçîâàíèåì êîììóíèêàöèîííûõ áèáëèîòåê OpenMP 2.0 è MPI.

Ìîäóëü ïðåïðîöåññîðà èìååò ãðàôè÷åñêèé èíòåðôåéñ, ïîçâîëÿþùèé âèçóàëüíî ñîçäàâàòü ðàñ÷¼òíóþ îá-
ëàñòü. Îáëàñòü ñòðîèòñÿ èç íàáîðà èñõîäíûõ ãåêñàýäðàëüíûõ áëîêîâ (ïðèìèòèâîâ) ïóò¼ì èõ ñîñòàâëåíèÿ è
ïîñëåäóþùåãî äåôîðìèðîâàíèÿ. Äåôîðìèðîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ èçìåíåíèÿ êîîðäèíàò îïîð-
íûõ òî÷åê ãåîìåòðèè ïóò¼ì èõ ââîäà èëè ñ÷èòûâàíèÿ èç ôàéëà. Îïîðíûå òî÷êè ãåîìåòðèè ðàñïîëîæåíû íà
ãðàíè÷íûõ ïîâåðõíîñòÿõ ïðèìèòèâîâ, îáðàçóþò ïîâåðõíîñòíóþ ðåãóëÿðíóþ ñåòêó óçëîâ, è ÿâëÿþòñÿ îñíî-
âîé äëÿ ïîñòðîåíèÿ ëèíåéíûõ èëè êóáè÷åñêèõ ñïëàéíîâ ïîâåðõíîñòåé. Ñóùåñòâóåò âîçìîæíîñòü ãåíåðàöèè
êðèâîëèíåéíûõ áëîêîâ íà îñíîâå ãåîìåòðèè ïîâåðõíîñòåé, èìïîðòèðóåìûõ èç ïðîãðàìì òâåðäîòåëüíîãî ìî-
äåëèðîâàíèÿ â ôîðìàòå STL. Â ýòîì ñëó÷àå, äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåãóëÿðíîé ñåòêè îïîðíûõ òî÷åê íà èìïîð-
òèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè, ðåàëèçîâàíû ôóíêöèè ãåíåðàöèè òî÷åê â çàäàííûõ ñå÷åíèÿõ ãåîìåòðèè è âäîëü
ëèíèé ìåæäó äâóìÿ çàäàííûìè íà ïîâåðõíîñòè òî÷êàìè.

Äëÿ ãåíåðàöèè ñåòîê èñïîëüçóåòñÿ ñîáñòâåííûé ãåíåðàòîð ãåîìåòðè÷åñêè�àäàïòèâíûõ ñåòîê [8]. Ãåíå-
ðàòîð ñîçäà¼ò íåîðòîãîíàëüíûå áëî÷íî�ñòðóêòóðèðîâàííûå ñåòêè íà îñíîâå ÿâíîé ôîðìû àëãåáðàè÷åñêèõ
ïðåîáðàçîâàíèé, êîòîðûå îòíîñÿòñÿ ê ëàãðàíæåâûì êîîðäèíàòíûì ïðåîáðàçîâàíèÿì ìåòîäîâ òðàíñôèíèò-
íîé èíòåðïîëÿöèè. Èìåþòñÿ ôóíêöèè, ïîçâîëÿþùèå óïðàâëÿòü ñãóùåíèåì óçëîâ ñåòêè âáëèçè ãðàíè÷íûõ
ïîâåðõíîñòåé áëîêîâ. Äëÿ íåêîòîðûõ òèïîâ êðèâîëèíåéíûõ îáëàñòåé ïîääåðæèâàåòñÿ âîçìîæíîñòü ïîñòðî-
åíèÿ O-grid áëîêîâ ïîäîáíî îäíîèì¼ííûì áëîêàì â êîììåð÷åñêîì ãåíåðàòîðå ANSYS ICEM CFD.

Ñãåíåðèðîâàííàÿ ãåêñàýäðàëüíàÿ ñåòêà ïðåîáðàçóåòñÿ â òåòðàýäðàëüíóþ äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà RKDG.
Äëÿ ýòîãî áîëüøèíñòâî ãåêñàýäðàëüíûõ ÿ÷ååê ðàçäåëÿåòñÿ íà 5 òåòðàýäðàëüíûõ ýëåìåíòîâ. Â íåêîòîðûõ
èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ðàçáèåíèåì íà 5 òåòðàýäðîâ íå óäà¼òñÿ ñîñòûêîâàòü ñîñåäíèå ýëåìåíòû,
ïðèìåíÿåòñÿ ðàçáèåíèå íà 6 òåòðàýäðîâ. Ïîëó÷åííûå òàêèì îáðàçîì òåòðàýäðàëüíûå ñåòêè ñîõðàíÿþò àäàï-
òàöèþ ñåòî÷íûõ ëèíèé ïîä ãðàíèöû îáëàñòè è ïîçâîëÿþò ïîëó÷àòü áîëåå êà÷åñòâåííûå êàðòèíû òå÷åíèÿ,
÷åì íà ñåòêàõ, â êîòîðûõ ðåáðà òåòðàýäðîâ îðèåíòèðîâàíû ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì.

Ïðîâîäèëîñü òåñòèðîâàíèå ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà íà ðàçëè÷íûõ òåñòîâûõ çàäà÷àõ ïóò¼ì ñðàâíåíèÿ ñ
èçâåñòíûìè àíàëèòè÷åñêèìè è ÷èñëåííûìè ðåøåíèÿìè, à òàêæå ñ ðàñ÷¼òàìè, ïîëó÷åííûìè êîììåð÷åñêèìè
ïðîãðàììíûìè ïàêåòàìè [8, 9]. Óñòàíîâëåíî, ÷òî â ñðåäíåì ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ íå ïðåâûøàåò 2%, íà
áîëüøèíñòâå çàäà÷ óäà¼òñÿ äîñòèãíóòü ñåòî÷íîé ñõîäèìîñòè ðåçóëüòàòîâ.

5 Ðåçóëüòàòû

Áûëè ïðîâåäåíû òåñòîâûå ðàñ÷¼òû îáòåêàíèÿ ãèïåðçâóêîâûì ïîòîì òåñòîâîé êîíñòðóêöèè ïðè ðàçëè÷íûõ
çíà÷åíèÿì ÷èñëà Ìàõà è íà ðàçëè÷íûõ âûñîòàõ ïîëåòà. Òåñòîâàÿ êîíñòðóêöèÿ ïðåäñòàâëÿëà ñîáîé ñïëîøíîé
àëþìèíèåâûé øàð ðàäèóñàR = 30 ñì è êîýôôèöèåíòîì ïîãëîùåíèÿ èçëó÷åíèÿ ïîâåðõíîñòè ε = 1. Ñòàâèëàñü
çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ çàâèñèìîñòè ñïåêòðàëüíîé ñèëû èçëó÷åíèÿ òåëà îò äëèíû âîëíû ñ øàãîì ïî äëèíå
âîëíû 0.1 ìêì â ñïåêòðàëüíûõ äèàïàçîíàõ: 1) 0.4 � 0.8 ìêì, 2) 2.5 � 5 ìêì è 3) 6 � 7 ìêì. Ðàñ÷¼òû áûëè
ïðîâåäåíû ïî ñëåäóþùåì àëãîðèòìó:
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à) Äàâëåíèå p, Ïà á) Òåìïåðàòóðà θ, Ê

â) Êîíöåíòðàöèÿ àòîìàðíîãî àçîòà ã) Êîíöåíòðàöèÿ àòîìàðíîãî êèñëîðîäà

Ðèñ. 1: Ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ ãàçîâîãî ïîòîêà â îêðåñòíîñòè ïîâåðõíîñòè àïïàðàòà

1. Äëÿ çàäàííîé âûñîòû è ñêîðîñòè ïîëåòà ðàññ÷èòûâàþòñÿ òð¼õìåðíûå ïîëÿ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåò-
ðîâ: òåìïåðàòóðû θ, äàâëåíèÿ p ïëîòíîñòè ρ, êîíöåíòðàöèé õèìè÷åñêèõ ãàçîâûõ êîìïîíåíòîâ ñìåñè yi.
Ïî ðàñïðåäåëåíèþ òåìïåðàòóðû â ãàçîâîì ïîòîêå íà óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæèìå âû÷èñëÿåòñÿ êîýôôèöè-
åíò òåïëîîáìåíà α èç óñëîâèÿ −λ∇θ = α(θe − θw). Äàëåå èç óñëîâèÿ òåïëîâîãî áàëàíñà èç óðàâíåíèÿ
α(θe−θw) = εσθ4

w íàõîäèòñÿ òåìïåðàòóðà íà ïîâåðõíîñòè ñôåðû. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñôåðà ïîëíîñòüþ
ïðîãðåëàñü, è òåïëîâîé ïîòîê âíóòðü ñôåðû îòñóòñòâóåò.

2. Ïî ðàñïðåäåëåíèþ òåìïåðàòóðû íà ïîâåðõíîñòè ñôåðû ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïîëå ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè
ýíåðãåòè÷åñêîé ñâåòèìîñòè àáñîëþòíî ÷¼ðíîãî òåëà â ïðåäåëàõ ïðîñòðàíñòâåííîãî óãëà 2π (ïîëóñôåðà)
ïî ôîðìóëå Ïëàíêà:

M0
eλ(z, r) =

2πhc2

λ5

1

exp(hc/λkθ)− 1
, [Âò/(ì2·ìêì)].

3. Âû÷èñëÿåòñÿ ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ïîòîêà èçëó÷åíèÿ:

Φλ =

∫

Σ

M0
eλdΣ, [Âò/ìêì].

4. Âû÷èñëÿåòñÿ ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ñèëû èçëó÷åíèÿ â ïðåäåëàõ òåëåñíîãî óãëà 2π ñòåð:

Iλ =
Φλ
2π
, [Âò/(ìêì·ñòåð)].

Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ ðåæèìà ñ ÷èñëîì Ìàõà (M = 20) íà
âûñîòå h = 30êì. Òåïëîçàùèòíûé ìàòåðèàë êîíñòðóêöèè äîëæåí âûäåðæèâàòü ýêñòðåìàëüíî âûñîêèå òåì-
ïåðàòóðû âïëîòü äî 6500◦Ê â òî÷êå òîðìîæåíèÿ. Ïðè òàêèõ òåìïåðàòóðàõ íà÷èíàþò ïðîèñõîäèòü ïðîöåññû
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äèññîöèàöèè è èîíèçàöèè ìîëåêóëû âîçäóõà. Ïîêàçàíî îáðàçîâàíèå âáëèçè ïîâåðõíîñòè òåëà êîíöåíòðàöèé
àòîìàðíîãî àçîòà è êèñëîðîäà. Ïèêîâûå çíà÷åíèÿ äëèíû âîëíû ïðè êîòîðûõ ñïåêòðàëüíàÿ ñèëà èçëó÷åíèÿ
òåëà ìàêñèìàëüíà ïðè äàííîì ðåæèìå ïîëåòà ïðèõîäÿòñÿ íà áëèæíþþ èíôðàêðàñíóþ ÷àñòü ñïåêòðà.

6 Çàêëþ÷åíèå

Ðàçðàáîòàí ÷èñëåííûé ìåòîä äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ íåðàâíîâåñíîé ãèïåðçâóêîâîé àýðîãàçîäèíàìèêè íà îñíîâå
èñïîëüçîâàíèÿ ïîëíûõ òð¼õìåðíûõ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà, äîïîëíåííûõ óðàâíåíèÿìè õèìè÷åñêîé êèíå-
òèêè è êîíå÷íî�îáú¼ìíîãî ìåòîäà RKDG. Ðàçðàáîòàí ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ SIGMA äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ
ñâåðõçâóêîâûõ è ãèïåðçâóêîâûõ òå÷åíèé, îïðåäåëåíèÿ ïîëåé ìåõàíè÷åñêèõ è òåìïåðàòóðíûõ íàïðÿæåíèé, à
òàêæå êîíöåíòðàöèé õèìè÷åñêèõ êîìïîíåíò ãàçà â îòâåòñòâåííûõ óçëàõ àýðîêîñìè÷åñêèõ ëåòàòåëüíûõ àï-
ïàðàòîâ. SIGMA âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïîëíûé íàáîð ïðîãðàìì, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïðîâåäåíèÿ ìîäåëèðîâàíèÿ �
îò ðåäàêòîðà ãåîìåòðèè ðàñ÷¼òíûõ îáëàñòåé äî âèçóàëèçàòîðà ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷¼òà. Ïðîâåäåíî
÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ãèïåðçâóêîâîãî îáòåêàíèÿ òåñòîâîé êîíôèãóðàöèè ñ ó÷¼òîì íåðàâíîâåñíûõ õè-
ìè÷åñêèõ ðåàêöèé, ïðîòåêàþùèõ â ãàçå è íà ïîâåðõíîñòè. Õèìè÷åñêàÿ ãàçîôàçíàÿ ìîäåëü âêëþ÷àëà âñå
îñíîâíûå êîìïîíåíòû âûñîêîòåìïåðàòóðíîãî âîçäóõà äëÿ óñëîâèé ïîëåòà â àòìîñôåðå Çåìëè. Îïðåäåëåíû
ñïåêòðàëüíûå äèàïàçîíû ìàêñèìàëüíîé ñâåòèìîñòè àïïàðàòà äëÿ ðàçëè÷íûõ ðåæèìîâ ïîëåòà.
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