
Ñåìèíàð 16. Ëèíåéíûå îäíîðîäíûå

äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà.

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé

�1. Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü è íåçàâèñèìîñòü ôóíêöèé.

Ñèñòåìó ôóíêöèé y1, . . . , yn íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìîé, åñëè ñóùåñòâóåò
íåòðèâèàëüíûé íàáîð êîýôôèöèåíòîâ λ1, . . . , λn, òàêèõ, ÷òî

λ1y1 + · · ·+ λnyn = 0.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñèñòåìó ôóíêöèé y1, . . . , yn íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñè-
ìîé.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ôóíêöèé èñïîëüçóþò ïîíÿòèå îïðå-
äåëèòåëÿ Âðîíñêîãî.

Îïðåäåëèòåëåì Âðîíñêîãî ñèñòåìû ôóíêöèé y1, . . . , yn íàçûâàþò îïðåäåëè-
òåëü ôóíêöèîíàëüíîé ìàòðèöû

W (y1, . . . , yn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
y1 y2 . . . yn
y′1 y′2 . . . y′n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

y
(n−1)
1 y

(n−1)
2 . . . y

(n−1)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Åñëè îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ1, òî ñèñòåìà ôóíêöèé
ëèíåéíî-çàâèñèìà, èíà÷å � ëèíåéíî íåçàâèñèìà.

Â ñëåäóþùèõ çàäà÷àõ íóæíî èññëåäîâàòü ñèñòåìó ôóíêöèé íà ëèíåéíóþ
çàâèñèìîñòü.

Çàäà÷à 9.286. x, lnx.
Ðåøåíèå: Ñèñòåìó îáðàçóþò äâå ôóíêöèè y1 = x, y2 = ln x. Çíà÷èò, îïðå-

äåëèòåëü Âðîíñêîãî ðàâåí

W (y1, y2) =

∣∣∣∣y1 y2
y′1 y′2

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣x lnx
1 1

x

∣∣∣∣ = 1− lnx 6= 0.

Îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî ìîæåò ïðèíèìàòü íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ, ò.å. íå ðàâåí
íóëþ òîæäåñòâåííî. Çíà÷èò, ñèñòåìà ôóíêöèé y1, y2 ëèíåéíî íåçàâèñèìà.

Çàäà÷à 9.291. sinx, cosx, sin 2x.
Ðåøåíèå: Ñèñòåìó îáðàçóþò òðè ôóíêöèè y1 = sinx, y2 = cosx, y3 = sin 2x.

Çíà÷èò, îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî ðàâåí

W (y1, y2, y3) =

∣∣∣∣∣∣
y1 y2 y3
y′1 y′2 y′3
y′′1 y′′2 y′′3

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
sinx cosx sin 2x
cosx − sinx 2 cos 2x
− sinx − cosx −4 sin 2x

∣∣∣∣∣∣+I =
=

∣∣∣∣∣∣
sinx cosx sin 2x
cosx − sinx 2 cos 2x
0 0 −3 sin 2x

∣∣∣∣∣∣ = −3 sin 2x
∣∣∣∣sinx cosx
cosx − sinx

∣∣∣∣ = 3 sin 2x 6= 0.

1Ïîíÿòèå òîæäåñòâåííîãî ðàâåíñòâà íóëþ â äàííîì ñëó÷àå îçíà÷àåò ðàâåíñòâî íóëþ ïðè

ëþáîì x.
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Îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî ìîæåò ïðèíèìàòü íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ, ò.å. íå ðàâåí
íóëþ òîæäåñòâåííî. Çíà÷èò, ñèñòåìà ôóíêöèé y1, y2, y3 ëèíåéíî íåçàâèñèìà.

Çàäà÷à 9.293. ex, ex+1.
Ðåøåíèå: Ñèñòåìó îáðàçóþò äâå ôóíêöèè y1 = ex, y2 = ex+1. Çíà÷èò, îïðå-

äåëèòåëü Âðîíñêîãî ðàâåí

W (y1, y2) =

∣∣∣∣y1 y2
y′1 y′2

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ex ex+1

ex ex+1

∣∣∣∣ ≡ 0.

Îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ. Çíà÷èò, ñèñòåìà ôóíêöèé
y1, y2 ëèíåéíî çàâèñèìà.

Çàäà÷à 9.294. x, 0, ex.
Ðåøåíèå: Ñèñòåìó îáðàçóþò òðè ôóíêöèè y1 = x, y2 = 0,

y3 = ex. Çíà÷èò, îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî ðàâåí

W (y1, y2, y3) =

∣∣∣∣∣∣
y1 y2 y3
y′1 y′2 y′3
y′′1 y′′2 y′′3

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
x 0 ex

1 0 ex

0 0 ex

∣∣∣∣∣∣ ≡ 0.

Îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ. Çíà÷èò, ñèñòåìà ôóíêöèé
y1, y2, y3 ëèíåéíî çàâèñèìà.

�2. Ïîíÿòèå ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî

óðàâíåíèÿ. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé.
Óðàâíåíèå âèäà

y(n) + a1(x)y
(n−1) + . . .+ an−1(x)y

′ + an(x)y = b(x),

ãäå ai(x), b(x) � ôóíêöèè, íåïðåðûâíûå íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå I, íàçûâàåòñÿ
ëèíåéíûì óðàâíåíèåì n-ãî ïîðÿäêà. Åñëè b(x) ≡ 0, òî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ
îäíîðîäíûì (â ýòîì ñëó÷àå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ àááðåâèàòóðà ËÎÄÓ), â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå � íåîäíîðîäíûì (ËÍÄÓ).

Ìíîæåñòâî ÷àñòíûõ ðåøåíèé ËÎÄÓ n-ãî ïîðÿäêà îáðàçóåò ëèíåéíîå ïðî-
ñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n. Ëþáîé íàáîð èç n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ÷àñòíûõ
ðåøåíèé ËÎÄÓ n-ãî ïîðÿäêà (òî åñòü áàçèñ ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé) íàçûâàåòñÿ
ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé ðåøåíèé (ÔÑÐ) ËÎÄÓ n-ãî ïîðÿäêà. Äëÿ âñÿêîãî
ËÎÄÓ ñóùåñòâóåò ÔÑÐ.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà íîñèò íàçâàíèå òåîðåìû î ñòðóêòóðå îáùåãî ðåøåíèÿ

ËÎÄÓ n-ãî ïîðÿäêà. Åñëè y1(x), . . . , yn(x) � íåêîòîðàÿ ÔÑÐ ËÎÄÓ n-ãî ïîðÿä-
êà, òî îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä

yoo = C1y1(x) + . . .+ Cnyn(x),

ãäå Ci ∈ R � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå2. Ïî ñóòè ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòî ðàçëîæåíèå ïî áàçèñó â ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé.

2Íèæíèé èíäåêñ oo ñîîòâåòñòâóåò ñëîâàì �Îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ�. Âîç-

ìîæíî, Âû ïîìíèòå, ÷òî ïîäîáíûå èíäåêñû ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ ïðè ðåøåíèè îäíîðîäíûõ è

íåîäíîðîäíûõ ÑËÀÓ. Çäåñü ìû òàêæå áóäåì èõ èñïîëüçîâàòü ââèäó î÷åâèäíîé àíàëîãèè.
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Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à íàõîæäåíèÿ îáùåãî ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî
óðàâíåíèÿ ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ ÔÑÐ ýòîãî óðàâíåíèÿ. Â îáùåì ñëó÷àå ýòà
çàäà÷à íå ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíîé, îäíàêî ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àè, êîãäà ðåøåíèå
ýòîé çàäà÷è âîçìîæíî.

Â ñëåäóþùèõ çàäà÷àõ òðåáóåòñÿ ïðîâåðèòü, ìîæåò ëè çàäàííàÿ ñèñòåìà
ôóíêöèé îáðàçîâûâàòü ÔÑÐ íåêîòîðîãî ËÎÄÓ, è, åñëè ìîæåò, ñîñòàâèòü ýòî
ËÎÄÓ.

Çàäà÷à 9.298. x3, x4.
Ðåøåíèå: Ñíà÷àëà ïðîâåðèì, ÷òî ýòè ôóíêöèè ìîãóò îáðàçîâûâàòü ÔÑÐ

íåêîòîðîãî ËÎÄÓ. Äëÿ ýòîãî ñèñòåìà ôóíêöèé y1 = x3, y2 = x4 äîëæíà áûòü
ëèíåéíî íåçàâèñèìà. Ïðîâåðèì ýòî ñ ïîìîùüþ îïðåäåëèòåëÿ Âðîíñêîãî.

W (y1, y2) =

∣∣∣∣y1 y2
y′1 y′2

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ x3 x4

3x2 4x3

∣∣∣∣ = x6 6= 0.

Çíà÷èò, ñèñòåìà ôóíêöèé y1 = x3, y2 = x4 ëèíåéíî íåçàâèñèìà.
Ïóñòü y � îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ. Òîãäà ôóíêöèè y1 = x3, y2 = x4,

y ëèíåéíî çàâèñèìû (ïî òåîðåìå î ñòðóêòóðå îáùåãî ðåøåíèÿ ËÎÄÓ îáùåå
ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ôóíêöèé èç
ÔÑÐ). Çíà÷èò, îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî ñèñòåìû ôóíêöèé y1 = x3, y2 = x4, y
ðàâåí íóëþ, òî åñòü

W (y, y1, y2) =

∣∣∣∣∣∣
y y1 y2
y′ y′1 y′2
y′′ y′′1 y′′2

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
y x3 x4

y′ 3x2 4x3

y′′ 6x 12x2

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Ðàñêðîåì îïðåäåëèòåëü ïî ïåðâîìó ñòîëáöó:∣∣∣∣∣∣
y x3 x4

y′ 3x2 4x3

y′′ 6x 12x2

∣∣∣∣∣∣ = y
(
36x4 − 24x4

)
− y′

(
12x5 − 6x5

)
+ y′′

(
4x6 − 3x6

)
= 0.

y
(
12x4

)
− y′

(
6x5
)
+ y′′

(
x6
)
= 0.

12y − 6x · y′ + x2 · y′′ = 0.

Çàäà÷à 9.296. 1, e−x.
Ðåøåíèå: Ñíà÷àëà ïðîâåðèì, ÷òî ýòè ôóíêöèè ìîãóò îáðàçîâûâàòü ÔÑÐ

íåêîòîðîãî ËÎÄÓ. Äëÿ ýòîãî ñèñòåìà ôóíêöèé y1 = 1, y2 = e−x äîëæíà áûòü
ëèíåéíî íåçàâèñèìà. Ïðîâåðèì ýòî ñ ïîìîùüþ îïðåäåëèòåëÿ Âðîíñêîãî.

W (y1, y2) =

∣∣∣∣y1 y2
y′1 y′2

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣1 e−x

0 −e−x
∣∣∣∣ = −e−x 6= 0.

Çíà÷èò, ñèñòåìà ôóíêöèé y1 = 1, y2 = e−x ëèíåéíî íåçàâèñèìà.
Ïóñòü y � îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ. Òîãäà ôóíêöèè y1, y2, y ëèíåéíî

çàâèñèìû. Çíà÷èò, îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî ñèñòåìû ôóíêöèé y1, y2, y ðàâåí
íóëþ, òî åñòü

W (y, y1, y2) =

∣∣∣∣∣∣
y y1 y2
y′ y′1 y′2
y′′ y′′1 y′′2

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
y 1 e−x

y′ 0 −e−x
y′′ 0 e−x

∣∣∣∣∣∣ = 0.
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Ðàñêðîåì îïðåäåëèòåëü ïî ïåðâîìó ñòîëáöó:∣∣∣∣∣∣
y 1 e−x

y′ 0 −e−x
y′′ 0 e−x

∣∣∣∣∣∣ = −y′ · e−x + y′′ ·
(
−e−x

)
= 0.

y′′ + y′ = 0.

Ê ýòîé çàäà÷å ìû åùå âåðíåìñÿ, ÷òîáû ïðåäëîæèòü äðóãîé ìåòîä ðåøåíèÿ.

�3. Ëèíåéíîå îäíîðîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâ-

íåíèå.
Ðàññìîòðèì ËÎÄÓ n-ãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

y(n) + a1y
(n−1) + . . .+ an−1y

′ + any = 0, ai ∈ R.

Îñîáåííîñòüþ ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ðåøåíèÿ òàêîãî óðàâíåíèÿ ìî-
ãóò áûòü íàéäåíû áåç èíòåãðèðîâàíèÿ, òîëüêî ñ ïîìîùüþ àëãåáðàè÷åñêèõ îïå-
ðàöèé.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì ËÎÄÓ n-ãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå

λn + a1λ
n−1 + . . .+ an−1λ+ an = 0,

ãäå ïðîèçâîäíàÿ n-ãî ïîðÿäêà ôóíêöèè y çàìåíÿåòñÿ íà λn.
Âçàèìîñâÿçü ìåæäó êîðíÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ è ðåøåíèÿìè

ËÎÄÓ n-ãî ïîðÿäêà îòðàæåíà â òàáëèöå.

Êîðåíü

õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Ðåøåíèå ËÎÄÓ

λ0 � äåéñòâèòåëüíûé

ïðîñòîé êîðåíü y1 = eλ0x

λ0 � äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü y1 = eλ0x, y2 = xeλ0x, . . . ,
êðàòíîñòè r yr = xr−1eλ0x

α± βi � ïàðà y1 = eαx cosβx
êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ êîðíåé y2 = eαx sinβx

α± βi � ïàðà y1 = eαx cosβx, y2 = eαx sinβx,
êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ êîðíåé y3 = xeαx cosβx, y4 = xeαx sinβx, . . .

êðàòíîñòè r êàæäûé y2r−1 = xr−1eαx cosβx, y2r = xr−1eαx sinβx

Äëÿ ñàìîãî ïðîñòîãî ñëó÷àÿ, ËÎÄÓ 2-ãî ïîðÿäêà

y′′ + by′ + cy = 0,

õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

λ2 + bλ+ c = 0

4



ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíûì óðàâíåíèåì, à çíà÷èò, â çàâèñèìîñòè îò çíàêà äèñêðèìè-
íàíòà âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ âèäà îáùåãî ðåøåíèÿ.

Äèñêðèìèíàíò D > 0 D = 0 D < 0

Êîðíè

õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî λ1 6= λ2 λ1 êðàòíîñòè 2 α± βi
óðàâíåíèÿ

Îáùåå ðåøåíèå C1e
λ1x + C2e

λ2x (C1 + C2x)e
λ1x eαx(C1 cosβx+ C2 sinβx)

Â ñëåäóþùèõ çàäà÷àõ ïî êîðíÿì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ íóæíî ñî-
ñòàâèòü ëèíåéíîå îäíîðîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå è âûïèñàòü åãî îá-
ùåå ðåøåíèå.

Çàäà÷à 9.315. λ1 = 3, λ2 = −2.
Ðåøåíèå: Ñîñòàâèì ñíà÷àëà õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå. Ìíîãî÷ëåí,

êîðíè êîòîðîãî ðàâíû λ1 = 3, λ2 = −2, èìååò âèä

(λ− λ1)(λ− λ2) = (λ− 3)(λ+ 2) = λ2 − λ− 6.

Òàêèì îáðàçîì, õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä

λ2 − λ− 6 = 0.

×òîáû ñîñòàâèòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, çàìåíèì λ2 íà y′′, λ íà y′ è 1
íà y. Ïîëó÷èì ËÎÄÓ âòîðîãî ïîðÿäêà:

y′′ − y′ − 6y = 0.

Êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äåéñòâèòåëüíû è ðàçëè÷íû. Çíà÷èò,
êîðíþ λ1 = 3 ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèÿ èç ÔÑÐ y1 = e3x:

λ1 = 3 ⇒ y1 = e3x,

àíàëîãè÷íî, êîðíþ λ2 = −2 ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèÿ èç ÔÑÐ y2 = e−2x:

λ2 = −2 ⇒ y2 = e−2x.

Îáùåå ðåøåíèå ðàâíî ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ôóíêöèé èç ÔÑÐ ñ ïðîèçâîëü-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè:

yoo = C1y1 + C2y2 = C1e
3x + C2e

−2x.

Çàäà÷à 9.317. λ1 = 3 + 2i, λ2 = 3− 2i.
Ðåøåíèå: Ñîñòàâèì ñíà÷àëà õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå. Ìíîãî÷ëåí,

êîðíè êîòîðîãî ðàâíû λ1 = 3 + 2i, λ2 = 3− 2i, èìååò âèä

(λ− λ1)(λ− λ2) =
(
(λ− 3)− 2i

)(
(λ− 3) + 2i

)
=

= (λ− 3)2 − (2i)2 = λ2 − 6λ+ 9 + 4 = λ2 − 6λ+ 13.

Òàêèì îáðàçîì, õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä

λ2 − 6λ+ 13 = 0.
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×òîáû ñîñòàâèòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, çàìåíèì λ2 íà y′′, λ íà y′ è 1
íà y. Ïîëó÷èì ËÎÄÓ âòîðîãî ïîðÿäêà:

y′′ − 6y′ + 13y = 0.

Êîðíÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïàðà êîìïëåêñíî-ñîïðÿ-
æåííûõ ÷èñåë. Çíà÷èò, ýòîé ïàðå êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ êîðíåé ñîîòâåòñòâó-
þò ôóíêöèè èç ÔÑÐ y1 = e3x cos 2x, y2 = e3x sin 2x:

λ1,2 = 3± 2i ⇒ y1 = e3x cos 2x, y2 = e3x sin 2x.

Îáùåå ðåøåíèå ðàâíî ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ôóíêöèé èç ÔÑÐ ñ ïðîèçâîëü-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè:

yoo = C1y1 + C2y2 = C1e
3x cos 2x+ C2e

3x sin 2x.

Çàäà÷à 9.319. λ1 = 0, λ2 = λ3 = 4.
Ðåøåíèå: Ñîñòàâèì ñíà÷àëà õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå. Ìíîãî÷ëåí,

êîðíè êîòîðîãî ðàâíû λ1 = 0, λ2 = λ3 = 4, èìååò âèä

(λ− λ1)(λ− λ2)(λ− λ3) = λ(λ− 4)2 = λ3 − 8λ2 + 16λ.

Òàêèì îáðàçîì, õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä

λ3 − 8λ2 + 16λ = 0.

×òîáû ñîñòàâèòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, çàìåíèì λ3 íà y′′′, λ2 íà y′′ è λ
íà y′. Ïîëó÷èì ËÎÄÓ òðåòüåãî ïîðÿäêà:

y′′′ − 8y′′ + 16y′ = 0.

Êîðíÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà λ1 = 0, λ2,3 = 4.
Ïåðâîìó êîðíþ λ1 = 0 (ïðîñòîé äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü) ñîîòâåòñòâóåò ôóíê-
öèÿ èç ÔÑÐ y1 = 1:

λ1 = 0 ⇒ y1 = e0·x = 1,

êîðíþ λ2 = 4 êðàòíîñòè 2 ñîîòâåòñòâóþò äâå ôóíêöèè èç ÔÑÐ: y1 = e4x,
y2 = xe4x:

λ2,3 = 4 ⇒ y1 = e4x, y2 = xe4x.

Îáùåå ðåøåíèå ðàâíî ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ôóíêöèé èç ÔÑÐ ñ ïðîèçâîëü-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè:

yoo = C1y1 + C2y2 + C3y3 = C1 + C2e
4x + C3xe

4x.

Òåïåðü íåíàäîëãî âåðíåìñÿ ê çàäà÷å 9.296. ß îáåùàëà äðóãîé ìåòîä ðåøåíèÿ
ýòîé çàäà÷è.

Çàäà÷à 9.296. Ïðîâåðèòü, ìîæåò ëè ñèñòåìà ôóíêöèé

y1 = 1, y2 = e−x
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îáðàçîâûâàòü ÔÑÐ íåêîòîðîãî ËÎÄÓ, è, åñëè ìîæåò, ñîñòàâèòü ýòî ËÎÄÓ.
Ðåøåíèå: Äëÿ ïðîâåðêè ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ôóíêöèé äîñòàòî÷íî çà-

ïèñàòü îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî è ðàñêðûòü åãî, óáåäèâøèñü, ÷òî îí íå ðàâåí
íóëþ (ìû óæå äåëàëè ýòî ðàíüøå). Ýòè ôóíêöèè ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùèì
êîðíÿì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ:

y1 = e0·x = 1 ⇒ λ1 = 0,

y2 = e−x ⇒ λ2 = −1.
Ñîñòàâèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå. Ìíîãî÷ëåí, êîðíè êîòîðîãî ðàâíû

λ1 = 0, λ2 = −1, èìååò âèä

(λ− λ1)(λ− λ2) = λ(λ+ 1) = λ2 + λ.

Òàêèì îáðàçîì, õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä

λ2 + λ = 0.

×òîáû ñîñòàâèòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, çàìåíèì λ2 íà y′′ è λ íà y′.
Ïîëó÷èì ËÎÄÓ âòîðîãî ïîðÿäêà:

y′′ + y′ = 0.

Ñðàâíèâ îòâåòû, ïîëó÷åííûå ðàçíûìè ìåòîäàìè, óáåäèìñÿ, ÷òî îíè ñîâïà-
äàþò.

Çàäà÷à 9.300. Ïðîâåðèòü, ìîæåò ëè ñèñòåìà ôóíêöèé

y1 = 1, y2 = sinx, y3 = cosx

îáðàçîâûâàòü ÔÑÐ íåêîòîðîãî ËÎÄÓ, è, åñëè ìîæåò, ñîñòàâèòü ýòî ËÎÄÓ.
Ðåøåíèå: Äëÿ ïðîâåðêè ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ôóíêöèé äîñòàòî÷íî çà-

ïèñàòü îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî è ðàñêðûòü åãî, óáåäèâøèñü, ÷òî îí íå ðàâåí
íóëþ. Äëÿ çàïèñè ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, êîíå÷íî, ìîæíî çàïèñàòü
îïðåäåëèòåëü ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà è ðàñêðûòü åãî. Íî, ïîæàëóé, áóäåì äåéñòâî-
âàòü èíà÷å. Ýòè ôóíêöèè ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùèì êîðíÿì õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîãî óðàâíåíèÿ:

y1 = e0·x = 1 ⇒ λ1 = 0,

y2 = sinx = e0·x sinx, y3 = e0·x cosx ⇒ λ2,3 = 0± i = ±i.
Ñîñòàâèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå. Ìíîãî÷ëåí, êîðíè êîòîðîãî ðàâíû

λ1 = 0, λ2,3 = ±i, èìååò âèä

(λ− λ1)(λ− λ2)(λ− λ3) = λ(λ− i)(λ+ i) = λ(λ2 + 1) = λ3 + λ.

Òàêèì îáðàçîì, õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä

λ3 + λ = 0.

×òîáû ñîñòàâèòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, çàìåíèì λ3 íà y′′′ è λ íà y′.
Ïîëó÷èì ËÎÄÓ òðåòüåãî ïîðÿäêà:

y′′′ + y′ = 0.
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Â ïîñëåäóþùèõ çàäà÷àõ íóæíî íàéòè îáùåå ðåøåíèå ËÎÄÓ.

Çàäà÷à 9.322. y′′ + 6y′ + 13y = 0.
Ðåøåíèå: Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ýòîãî ÄÓ èìååò âèä:

λ2 + 6λ+ 13 = 0.

Êîðíÿìè ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïàðà êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ ÷èñåë

λ1,2 = −3± 2i.

Ýòèì êîðíÿì ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùèå ôóíêöèè èç ÔÑÐ:

λ1,2 = −3± 2i ⇒ y1 = e−3x cos 2x, y2 = e−3x sin 2x.

Îáùåå ðåøåíèå ðàâíî ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ôóíêöèé èç ÔÑÐ ñ ïðîèçâîëü-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè:

yoo = C1e
−3x cos 2x+ C2e

−3x sin 2x.

Çàäà÷à 9.324. 3y′′ − 2y′ − 8y = 0.
Ðåøåíèå: Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ýòîãî ÄÓ èìååò âèä:

3λ2 − 2λ− 8 = 0.

Êîðíÿìè ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà

λ1 = 2, λ2 = −
4

3
.

Ýòèì êîðíÿì ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùèå ôóíêöèè èç ÔÑÐ:

λ1 = 2 ⇒ y1 = e2x,

λ2 = −
4

3
⇒ y2 = e−

4
3
x.

Îáùåå ðåøåíèå ðàâíî ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ôóíêöèé èç ÔÑÐ ñ ïðîèçâîëü-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè:

yoo = C1e
2x + C2e

− 4
3
x.

Çàäà÷à 9.327. y′′′ − 5y′′ + 17y′ − 13y = 0.
Ðåøåíèå: Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ýòîãî ÄÓ èìååò âèä:

λ3 − 5λ2 + 17λ− 13 = 0.

Êîðíÿìè ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà

λ1 = 1,

êîòîðûé ìîæíî íàéòè ïîäáîðîì, è

λ2,3 = 2± 3i,
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êîòîðûå ìîæíî íàéòè, ðåøèâ óðàâíåíèå λ2−4λ+13 = 0. Ìíîãî÷ëåí λ2−4λ+13
ïîëó÷àåòñÿ ïðè äåëåíèè λ3 − 5λ2 + 17λ− 13 íà λ− 1.

Ýòèì êîðíÿì ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùèå ôóíêöèè èç ÔÑÐ:

λ1 = 1 ⇒ y1 = ex,

λ2,3 = 2± 3i ⇒ y2 = e2x cos 3x, y3 = e2x sin 3x.

Îáùåå ðåøåíèå ðàâíî ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ôóíêöèé èç ÔÑÐ ñ ïðîèçâîëü-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè:

yoo = C1e
x + C2e

2x cos 3x+ C3e
2x sin 3x.

Çàäà÷à 9.333. yIV + 8y′′′ + 16y′ = 0.
Ðåøåíèå: Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ýòîãî ÄÓ èìååò âèä:

λ5 + 8λ3 + 16λ = 0

èëè
λ(λ2 + 4)2 = 0.

Êîðíÿìè ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà λ1 = 0 (ïðîñòîé äåéñòâèòåëüíûé
êîðåíü) è

λ2,3,4,5 = ±2i,

äâà êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ êîðíÿ êðàòíîñòè 2 êàæäûé.
Ýòèì êîðíÿì ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùèå ôóíêöèè èç ÔÑÐ:

λ1 = 0 ⇒ y1 = 1,

λ2,3,4,5 = ±2i ⇒ y2 = cos 2x, y3 = sin 2x, y4 = x cos 2x, y5 = x sin 2x.

Îáùåå ðåøåíèå ðàâíî ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ôóíêöèé èç ÔÑÐ ñ ïðîèçâîëü-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè:

yoo = C1 + C2 cos 2x+ C3 sin 2x+ C4 · x cos 2x+ C5 · x sin 2x.

Çàäà÷à 9.336. yV I + 2yV + yIV = 0.
Ðåøåíèå: Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ýòîãî ÄÓ èìååò âèä:

λ6 + 2λ5 + λ4 = 0

èëè
λ4(λ+ 1)2 = 0.

Êîðíÿìè ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà

λ1,2,3,4 = 0,

äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü êðàòíîñòè 4, è

λ5,6 = −1,
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äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü êðàòíîñòè 2.
Ýòèì êîðíÿì ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùèå ôóíêöèè èç ÔÑÐ:

λ1,2,3,4 = 0 ⇒ y1 = 1, y2 = x, y3 = x2, y4 = x3,

λ5,6 = −1 ⇒ y5 = e−x, y6 = xe−x.

Îáùåå ðåøåíèå ðàâíî ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ôóíêöèé èç ÔÑÐ ñ ïðîèçâîëü-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè:

yoo = C1 + C2x+ C3x
2 + C4x

3 + C5e
−x + C6xe

−x.

Â îñòàâøèõñÿ çàäà÷àõ íóæíî íàéòè ðåøåíèå çàäà÷ Êîøè (ðåøåíèå äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè).

Çàäà÷à 9.337. y′′ − 5y′ + 4y = 0, y(0) = y′(0) = 1.
Ðåøåíèå: Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ýòîãî ÄÓ èìååò âèä:

λ2 − 5λ+ 4 = 0.

Êîðíÿìè ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà

λ1 = 1, λ2 = 4,

äâà ïðîñòûõ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ.
Ýòèì êîðíÿì ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùèå ôóíêöèè èç ÔÑÐ:

λ1 = 1 ⇒ y1 = ex,

λ2 = 4 ⇒ y2 = e4x.

Îáùåå ðåøåíèå ðàâíî ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ôóíêöèé èç ÔÑÐ ñ ïðîèçâîëüíûìè
êîýôôèöèåíòàìè:

yoo = C1e
x + C2e

4x.

×òîáû íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè, íàéäåì ñíà÷àëà ïðîèçâîäíóþ îáùåãî
ðåøåíèÿ:

y′oo = C1e
x + 4C2e

4x.

Òåïåðü ïîäñòàâèì x = 0, y = 1, y′ = 1 â yoo è y
′
oo. Ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé íà êîýôôèöèåíòû Ci:{
C1 + C2 = 1,

C1 + 4C2 = 1.

Ðåøåíèåì ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà C1 = 1, C2 = 0. Ïîäñòàâèâ çíà÷åíèÿ êîí-
ñòàíò â îáùåå ðåøåíèå, ïîëó÷èì ÷àñòíîå ðåøåíèå:

y = ex.

Çàäà÷à 9.339. y′′′ − y′ = 0, y(0) = 3, y′(0) = −1, y′′(0) = 1.
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Ðåøåíèå: Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ýòîãî ÄÓ èìååò âèä:

λ3 − λ = 0 èëè λ(λ− 1)(λ+ 1) = 0.

Êîðíÿìè ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà

λ1 = 0, λ2 = 1, λ3 = −1,

òðè ïðîñòûõ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ.
Ýòèì êîðíÿì ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùèå ôóíêöèè èç ÔÑÐ:

λ1 = 0 ⇒ y1 = 1,

λ2 = 1 ⇒ y2 = ex,

λ3 = −1 ⇒ y2 = e−x.

Îáùåå ðåøåíèå ðàâíî ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ôóíêöèé èç ÔÑÐ ñ ïðîèçâîëüíûìè
êîýôôèöèåíòàìè:

yoo = C1 + C2e
x + C3e

−x.

×òîáû íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè, íàéäåì ñíà÷àëà äâå ïåðâûå ïðîèçâîä-
íûå îáùåãî ðåøåíèÿ:

y′oo = C2e
x − C3e

−x, y′′oo = C2e
x + C3e

−x.

Òåïåðü ïîäñòàâèì x = 0, y = 3, y′ = −1, y′′ = 1 â yoo, y
′
oo è y′′oo. Ïîëó÷èì

ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íà êîýôôèöèåíòû Ci:
C1 + C2 + C3 = 3,

C2 − C3 = −1,
C2 + C3 = 1.

Ðåøåíèåì ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà C1 = 2, C2 = 0, C3 = 1. Ïîäñòàâèâ çíà÷åíèÿ
êîíñòàíò â îáùåå ðåøåíèå, ïîëó÷èì ÷àñòíîå ðåøåíèå:

y = 2 + e−x.

Äîìàøíåå çàäàíèå

9.288, 289, 299, 301, 316, 318, 325, 326, 328, 330, 332, 334, 338.
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