Вопросы для подготовки к коллоквиуму
МОДУЛЬ 1: ЛИНЕЙНЫЕ ПРОСТРАНСТВА. ЛИНЕЙНЫЕ ФУНКЦИИ. ЕВКЛИДОВЫ ПРОСТРАНСТВА
1. Линейные (векторные) пространства. Базис. Матрица перехода. Изменение координат вектора при переходе от базиса к базису.

2. Докажите, что два векторных пространства 

[image: image1.wmf]V

 и  изоморфны тогда и только тогда, когда 
[image: image3.wmf]dim V = dim W

.

3. Линейные подпространства. Сумма и пересечение подпространств. Формула Грассмана.

4. Когда сумма 
[image: image4.wmf]12m

V+V+...+V

 подпространств линейного пространства 
[image: image5.wmf]V

 является прямой?
5. Понятие факторпространства. Корректность определения операций. Размерность факторпространства.

6. Линейные функции. Сопряженное пространство. Для любого конечномерного пространства 
[image: image6.wmf]V

 имеем 
[image: image7.wmf]*

dim V = dim V

.

7.  Пусть даны два базиса 
[image: image8.wmf]E

 и 
[image: image9.wmf]F

 линейного

пространства 
[image: image10.wmf]V

, 
[image: image11.wmf]T

 - матрица перехода от 
[image: image12.wmf]E

 к
[image: image13.wmf]F

. Рассмотрим двойственные базисы 
[image: image14.wmf]E

 и 
[image: image15.wmf]F

. Какова матрица перехода от 
[image: image16.wmf]F

 к 
[image: image17.wmf]E

?

8. Евклидово пространство. Неравенство Коши-Буняковского и треугольника.

9. Расскажите о матрице Грама и ее свойствах.

10. Докажите линейную независимость системы ненулевых ортогональных векторов. Как вычисляется скалярное произведение в ортонормированном базисе?  Опишите процесс ортогонализации Грама-Шмидта.

11. Ортогональные матрицы как матрицы перехода от одного ортонормированного базиса к другому. Группа 
[image: image18.wmf]O(n)

.

12. Обосновать 
[image: image19.wmf]QR

-разложение.

13. Доказать, что 
[image: image20.wmf]V=UU

^

Å

, в частности, 
[image: image21.wmf]{

}

 = 0

UU

^
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и
[image: image22.wmf]dim U = n - dim U

^

, где 
[image: image23.wmf]n = dim V

.

14. Вывести свойства операции взятия ортогонального дополнения.

15. Теорема Пифагора. Угол и расстояние между вектором и подпространством.

16. Изоморфизм линейных пространств 
[image: image24.wmf]V

 и 
[image: image25.wmf]*

V

 в случае евклидовых пространств.

17. Пусть 
[image: image26.wmf]b

 - билинейная функция на линейном пространстве 
[image: image27.wmf]V

, 
[image: image28.wmf]B

 и 
[image: image29.wmf]'

B

 - ее матрицы в базисах 
[image: image30.wmf]E

 и

[image: image31.wmf]'

E

, соответственно. Какова связь этих матриц?

18. Докажите, что ранг билинейной функции не зависит от выбора базиса.

19. Для произвольной симметрической билинейной функции существует базис пространства,  в котором матрица функции диагональна.

20. Любая квадратичная форма линейной заменой переменных приводится к виду, в котором ненулевые коэффициенты имеют лишь квадраты переменных.

21. Опишите процедуру поляризации.

22. Опишите алгоритм Лагранжа.

23. Докажите формулу Якоби.

24. К какому виду приводится любая квадратичная форма невырожденным линейным преобразованием над полем комплексных и действительных чисел?

25. Докажите закон инерции квадратичных форм.

26. Докажите критерий Сильвестра.

27. Определение полуторалинейных функций, эрмитовых квадратичных форм, унитарного пространства и вывод свойств, аналогичных свойствам евклидова пространства.

28. Совокупность 
[image: image32.wmf]()

Un

 унитарных матриц порядка 
[image: image33.wmf]n

 - группа.

МОДУЛЬ 2: ЛИНЕЙНЫЕ ОПЕРАТОРЫ
29. Линейные отображения, матрицы, замена базисов, инвариантность ранга.

30. 
[image: image34.wmf]dim Ker  + dim Im  = dim V

jj

.

31. Изменение матрицы линейного оператора при переходе к новому базису. Ранг и определитель линейного оператора.

32. Алгебра линейных операторов. Изоморфизм 
[image: image35.wmf]n

End V  M(F)
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для линейного пространства 
[image: image36.wmf]V

над полем 
[image: image37.wmf]F

 размерности 
[image: image38.wmf]n

, 
[image: image39.wmf]2

dim End V = (dim V)

.

33. Ограничение линейного оператора на инвариантное подпространство и индуцированный оператор на факторпространстве. Вид матрицы линейного оператора при наличии инвариантных подпространств.

34. Докажите, что определение характеристического многочлена корректно, то есть не зависит от выбора базиса.

35. Собственные векторы и значения. Число 
[image: image40.wmf]F
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 является собственным для линейного оператора 
[image: image41.wmf]A: VV

®

тогда и только тогда, когда 
[image: image42.wmf]l

 - корень характеристического многочлена.

36. Любой линейный оператор над полем действительных чисел обладает одномерным или двумерным инвариантным подпространством.

37. Собственные подпространства. Если 
[image: image43.wmf]k

 - кратность собственного значения 
[image: image44.wmf]l

 линейного оператора 
[image: image45.wmf]A

, то 
[image: image46.wmf]dimVk
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.

38. Докажите, что система собственных векторов линейного оператора, отвечающих попарно различным собственным значениям, линейно независима.

39. Критерий существования базиса из собственных векторов линейного оператора.

40. Пусть 
[image: image47.wmf]A: VV

®

- линейный оператор конечномерного линейного пространства 
[image: image48.wmf]V

 над алгебраически замкнутым полем 
[image: image49.wmf]F

. Тогда существует базис, в котором матрица линейного оператора 
[image: image50.wmf]A

 треугольна.

41. Теорема Гамильтона-Кэли.

42. Минимальный многочлен линейного оператора и его свойства.

43. Нильпотентные линейные операторы. Жорданова нормальная форма нильпотентного оператора, жорданов базис. Единственность жордановой нормальной формы.

44. Пусть 
[image: image51.wmf]A: VV

®

 - линейный оператор линейного пространства 
[image: image52.wmf]V

 над алгебраически замкнутым полем 
[image: image53.wmf]F

. Тогда 
[image: image54.wmf]V

 распадается в прямую сумму корневых подпространств, соответствующих всем (различным) собственным значениям оператора 
[image: image55.wmf]A


45. Пусть 
[image: image56.wmf]A: VV

®

 - линейный оператор линейного пространства 
[image: image57.wmf]V

 над алгебраически замкнутым полем 
[image: image58.wmf]F

. Тогда  в 
[image: image59.wmf]V

 имеется жорданов базис для  
[image: image60.wmf]A

. Единственность жордановой нормальной формы.

46. Линейный оператор 
[image: image61.wmf]A: VV

®

 линейного пространства 
[image: image62.wmf]V

 над алгебраически замкнутым полем 
[image: image63.wmf]F

диагонализируем тогда и только тогда, когда его минимальный многочлен не имеет кратных корней.

47. Значение многочлена от жордановой клетки. Вычисление функции от матрицы.

48. Изоморфизм между пространством билинейных функций и пространством линейных отображений из векторного пространства в его сопряжённое.

49. Связь между линейным оператором и билинейной функцией в евклидовом пространстве.

50. В евклидовом пространстве любому линейному оператору отвечает сопряженный оператор и притом только один. Связь операции перехода от оператора к сопряженному оператору с операциями сложения и умножения линейных операторов.

51. Матрица симметрического и ортогонального оператора в ортонормированном базисе.

52. Пусть 
[image: image64.wmf]V

 - евклидово пространство, 
[image: image65.wmf]A: VV

®

 - ортогональный или симметрический линейный оператор линейного пространства 
[image: image66.wmf]V

, 
[image: image67.wmf]UV

Ì

 - 
[image: image68.wmf]A

-инвариантное подпространство, 
[image: image69.wmf]W = U

^

 - ортогональное дополнение к 
[image: image70.wmf]U

. Тогда 
[image: image71.wmf]W

 - 
[image: image72.wmf]A

-инвариантное подпространство.

53. Канонический вид симметрического оператора евклидова пространства.

54. Канонический вид ортогонального оператора евклидова пространства.

55. Приведение квадратичной формы к главным осям в евклидовом пространстве.

56. Одновременное приведение пары квадратичных форм к сумме квадратов.

57. Полярное разложение невырожденного линейного оператора евклидова пространства.

58. Приведение эрмитова и унитарного оператора к каноническому виду в унитарном пространстве.
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