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ËÅÊÖÈß 1.1
Ñõåìà àíàëèçà èçó÷àåìîãî ïðîöåññà

ìåòîäàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

     Объект 
исследования

Математическая 
       модель

Численный 
      метод

Программирование 
          на ЭВМ

Проведение вычислений 
  и анализ результатов

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ îáúåêòîâ è ïðîöåñ-
ñîâ, ïðîõîäÿùèõ â ðàçëè÷íûõ ñôåðàõ ÷åëîâå÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè ïðè ïîìîùè èõ ïðèáëèæåí-
íîãî îïèñàíèÿ íà ìàòåìàòè÷åñêîì ÿçûêå. Äëÿ ýòîãî ôîðìóëèðóþòñÿ îñíîâíûå çàêîíû, êîòîðûì
ïîä÷èíÿåòñÿ îáúåêò èññëåäîâàíèÿ è ñòðîèòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàïèñü ýòèõ çàêîíîâ â âèäå ñèñòåì
óðàâíåíèé (àëãåáðàè÷åñêèõ, äèôôåðåíöèàëüíûõ, èíòåãðàëüíûõ è ò. ä.).
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Îñíîâíûå òèïû ðåøàåìûõ çàäà÷
Òèïû äàííûõ âõîäÿùèå â ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü.

• Âõîäíûå äàííûå.
• Ïàðàìåòðû ìîäåëè.
• Âûõîäíûå äàííûå�




�

	
Ïðÿìàÿ çàäà÷à. Ïîèçâåñòíûì çíà÷åíèÿìâõîäíûõäàííûõèôèêñèðîâàííûõ
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå
(âûõîäíûå äàííûå).�

�

�




Îáðàòíàÿ çàäà÷à. Ïî èçâåñòíûì çíà÷åíèÿì âûõîäíûõ äàííûõ, ò. å.
èçâåñòíî ðåøåíèå, è ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ìàòåìàòè÷åñêîé
ìîäåëè íóæíî îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ âõîäíûõ äàííûõ, ò. å. ïðè÷èíû, êîòîðûå
âûçâàëè óæå èçâåñòíîå ñëåäñòâèå.�

�

�




Çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè. Çàäà÷à âûáîðà èç ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà ìà-
òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé (âûáîðà ïàðàìåòðà ìîäåëè) òîé, êîòîðàÿ îïòèìàëüíî,
â ñìûñëå íåêîòîðîãî êðèòåðèÿ, ñîãëàñóåò âûõîäíûå äàííûå ñ ðåçóëüòàòàìè
íàáëþäåíèé.
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Ïîãðåøíîñòè ðåçóëüòàòà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è
�

�

�




Íåóñòðàíèìûå ïîãðåøíîñòè. Òàê êàê ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü èçó÷àåìîãî
ïðîöåññà íîñèò ëèøü ïðèáëèæåííûé õàðàêòåð, ÷òî ñâÿçàíî ñ óïðîùåíèåì
èñõîäíîãî ÿâëåíèÿ (íå ó÷èòûâàþòñÿ ôàêòîðû, îêàçûâàþùèå íåçíà÷èòåëüíîå
âëèÿíèå íà èçó÷àåìûé ïðîöåññ), òî ïî îòíîøåíèþ ê ÷èñëåííîìó ìåòîäó,
äàííûå ïîãðåøíîñòè ÿâëÿþòñÿ íåóñòðàíèìûìè.

�




�

	
Ïîãðåøíîñòè ìåòîäà. Ýòè ïîãðåøíîñòè âîçíèêàþò ïðè ïåðåõîäå îò
ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ê ÷èñëåííîìó ìåòîäó, òàê êàê äàííûå ìåòîäû
ÿâëÿþòñÿ ïðèáëèæåííûìè.

�




�

	
Âû÷èñëèòåëüíûå ïîãðåøíîñòè. Âîçíèêàþò â ñâÿçè ñ òî÷íîñòüþ ïðåäñòà-
âëåíèÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë íà ÝÂÌ ïðè ââîäå äàííûõ èëè ïðè ïðîâåäåíèè
àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.
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ËÅÊÖÈß 2
Àáñîëþòíàÿ è îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòè

x - òî÷íîå çíà÷åíèå íåêîòîðîé âåëè÷èíû
x∗ - ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû x�
�

�
�

Îïðåäåëåíèå. Îøèáêîé èëè ïîãðåøíîñòüþ ïðèáëèæåííîãî ÷èñëà x∗

íàçûâàþò ðàçíîñòü x−x∗ ìåæäó òî÷íûì è ïðèáëèæåííûì çíà÷åíèÿìè.�




�

	
Îïðåäåëåíèå. Àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòüþ íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà:

∆(x∗) = |x−x∗| .

�

�

�

�

Îïðåäåëåíèå. Îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ âåëè÷èíû x∗ ïðè
àïðîêñèìàöèè íåíóëåâîé âåëè÷èíû x íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

δ (x∗) =
|x−x∗|
|x|

=
∆(x∗)

|x|
.
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Íà ïðàêòèêå

|x−x∗|6 ∆(x∗) ,
|x−x∗|
|x|

6 δ (x∗) ,

δ (x∗) ≈
∆(x∗)

|x∗|
; ∆(x∗) ≈ |x∗|δ (x∗) .

∆(x∗) è δ (x∗) { âåðõíèìè ãðàíèöàìè àáñîëþòíîé è îòíîñèòåëüíîé
ïîãðåøíîñòåé.

Ïðàâèëà çàïèñè ïðèáëèæåííûõ ÷èñåë�
�

�
�

Îïðåäåëåíèå. Çíà÷àùèìè öèôðàìè ÷èñëà íàçûâàþò âñå öèôðû â åãî
çàïèñè, íà÷èíàÿ ñ ïåðâîé íåíóëåâîé ñëåâà.

�




�

	
Îïðåäåëåíèå. Çíà÷àùóþ öèôðó ÷èñëà x∗ íàçûâàþò âåðíîé, åñëè
àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü ÷èñëà íå ïðåâîñõîäèò åäèíèöû ðàçðÿäà,
ñîîòâåòñòâóþùåãî ýòîé öèôðå.
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Îêðóãëåíèå óñå÷åíèåì.
Îòáðàñûâàíèå âñåõ öèôð, ðàñïî-
ëîæåííûõ ñïðàâà îò n-îé çíà÷à-
ùåé öèôðû.
Àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ïîãðåøíî-
ñòè ïðè òàêîì îêðóãëåíèè íå
ïðåâûøàåò åäèíèöû ðàçðÿäà, ñî-
îòâåòñòâóþùåãî ïîñëåäíåé îñòà-
âëÿåìîé öèôðå.

�

�

�

�

Îêðóãëåíèå ïî äîïîëíåíèþ.
Åñëè ïåðâàÿ ñëåâà èç îòáðàñûâàåìûõ
öèôð ìåíüøå 5, òî ñîõðàíÿåìûå öè-
ôðû îñòàþòñÿ áåç èçìåíåíèÿ. Åñëè æå
îíà áîëüøå èëè ðàâíà 5, òî â ìëàäøèé
ñîõðàíÿåìûé ðàçðÿä äîáàâëÿåòñÿ åäè-
íèöà.
Àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ïîãðåøíîñòè
ïðè òàêîì îêðóãëåíèè íå ïðåâûøà-
åò ïîëîâèíû åäèíèöû ðàçðÿäà, ñîîò-
âåòñòâóþùåãî ïîñëåäíåé îñòàâëÿåìîé
öèôðå.

Ïîãðåøíîñòè îêðóãëåíèÿ
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Íåêîòîðûå îñîáåííîñòè ìàøèííîé àðèôìåòèêè

• Íà ÝÂÌ ìîæíî õðàíèòü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî çíà÷àùèõ öèôð ÷èñëà
(èç-çà êîíå÷íîñòè ðàçðÿäíîé ñåòêè). Ñëåäîâàòåëüíî, íà ÝÂÌ ïðåäñòàâèì
êîíå÷íûé íàáîð äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
Óêàçàííîå ïðåäñòàâëåíèå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë â ÝÂÌ íàçûâàåòñÿ ïðåäñòà-
âëåíèåì ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé - x∗ = fl(x).
• Äèàïàçîí èçìåíåíèÿ ÷èñåë â ÝÂÌ îãðàíè÷åí. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ

ïðåäñòàâèìûõ íà ÝÂÌ ÷èñåë x èìååì 0 < X0 6 |x| < Xinf . ×èñëî X0

- íàèìåíüøåå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ïðåäñòàâèìîå íà ÝÂÌ, à Xinf -
íàèáîëüøåå.

inf

Машинный
     нуль

   Машинная 
бесконечность

   Машинная 
бесконечность

0X XX X- - 0 0 inf
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Ïîñëåäñòâèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé

• Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå âåðíî ëèøü ñ ìàøèííîé òî÷íîñòüþ.

• Â çàâèñèìîñòè îò ìàøèíû ðåçóëüòàò êàæäîé ïðîìåæóòî÷íîé àðèôìåòè-
÷åñêîé îïåðàöèè ëèáî îêðóãëÿåòñÿ, ëèáî óñåêàåòñÿ äî ìàøèííîé òî÷íîñòè.

• Îïðåäåëåííûå ýëåìåíòû àëãîðèòìà, íàïðèìåð, êðèòåðèè îñòàíîâà áóäóò
çàâèñåòü îò ìàøèííîé òî÷íîñòè.

Ââåäåì õàðàêòåðèñòèêó ìàøèííîé òî÷íîñòè. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóþò
ïîíÿòèå ìàøèííîãî åïñèëîí εm. Äëÿ êîíêðåòíîé âû÷èñëèòåëüíîé ìàøèíû
îíî îïðåäåëÿåòñÿ êàê íàèìåíüøåå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî εm òàêîå, ÷òî
εm + 1 > 1.
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Ïîãðåøíîñòè àðèôìåòè÷åñêèõ
îïåðàöèé íàä ïðèáëèæåííûìè ÷èñëàìè

Òåîðåìà. (Îá àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè àëãåáðàè÷åñêîé ñóììû)
Àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü àëãåáðàè÷åñêîé ñóììû (ðàçíîñòè) íà ïðåâîñ-
õîäèò ñóììû àáñîëþòíûõ ïîãðåøíîñòåé ñëàãàåìûõ:

∆(x∗± y∗) 6 ∆(x∗) + ∆(y∗) .

Òåîðåìà. (Îá îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè àëãåáðàè÷åñêîé ñóììû)
Ïóñòü x è y { íåíóëåâûå ÷èñëà îäíîãî çíàêà. Òîãäà ñïðàâåäëèâû
íåðàâåíñòâà

δ (x∗+ y∗) 6 δmax; δ (x∗− y∗) 6 νδmax,

ãäå δmax = max{δ (x∗) , δ (y∗)}, ν =
|x + y|
|x− y|
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Ñëåäñòâèå.

δ (x∗+ y∗) = δmax; δ (x∗− y∗) = νδmax,

ãäå δmax = max
{
δ (x∗) , δ (y∗)

}
, ν =

|x + y|
|x− y|

.

Òåîðåìà. (Îá îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè ïðîèçâåäåíèÿ è ÷àñòíîãî)
Äëÿ îòíîñèòåëüíûõ ïîãðåøíîñòåé ïðîèçâåäåíèÿ è ÷àñòíîãî ïðèáëèæåííûõ
÷èñåë âåðíû îöåíêè

δ (x∗y∗) 6 δ (x∗) + δ (y∗) + δ (x∗)δ (y∗) ,

δ

(
x∗

y∗

)
6

δ (x∗) + δ (y∗)

1− δ (y∗)
, где δ (y∗) < 1.

Ñëåäñòâèå. Åñëè δ (x∗) � 1 è δ (y∗) � 1, òî äëÿ îöåíêè ãðàíèö îòíî-
ñèòåëüíûõ ïîãðåøíîñòåé ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå ïðèáëèæåííûå
ðàâåíñòâà:

δ (x∗y∗)≈ δ (x∗) + δ (y∗) ; δ

(
x∗

y∗

)
≈ δ (x∗) + δ (y∗) .
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Ïîãðåøíîñòü ôóíêöèè.
y = f (x1,x2, . . . ,xn) äèôôåðåíöèðóåìàÿ â îáëàñòè D ôóíêöèÿ.
Âìåñòî y = f(x), â äåéñòâèòåëüíîñòè, âû÷èñëÿåòñÿ y∗ = f(x∗).

Òåîðåìà. Äëÿ àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè çíà÷åíèÿ y∗ = f(x∗) ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
îöåíêà:

∆(y∗) 6
n∑

i=1

max
[x,x∗]

∣∣∣∣ ∂f

∂xi

∣∣∣∣∆(x∗
i ) .

Ñëåäñòâèå: Åñëè x∗ ≈ x, òî

∆(y∗) ≈
n∑

i=1

∣∣∣∣∂f(x∗)

∂xi

∣∣∣∣∆(x∗
i ) , ∆(y∗) ≈

n∑
i=1

∣∣∣∣∂f(x)

∂xi

∣∣∣∣∆(x∗
i ) .

δ (y∗) ≈
n∑

i=1

ν∗
i δ (x∗

i ) , δ (y∗) ≈
n∑

i=1

νiδ (x∗
i ) ,

ãäå ν∗
i =

|x∗
i |
∣∣∣∣∂f(x∗)

∂xi

∣∣∣∣
|f(x∗)|

, νi =

|xi|
∣∣∣∣∂f(x)

∂xi

∣∣∣∣
|f(x)|

.
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ËÅÊÖÈß 2.1
Óñòîé÷èâîñòü âû÷èñëèòåëüíîé çàäà÷è ïî âõîäíûì äàííûì

X { ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ âõîäíûõ äàííûõ.
Y { ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé
Êîððåêòíîñòü âû÷èñëèòåëüíîé çàäà÷è ïî Àäàìàðó. Âû÷èñëèòåëüíàÿ

çàäà÷à íàçûâàåòñÿ êîððåêòíîé (ïî Àäàìàðó), åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå
3-è óñëîâèÿ.
• Ðåøåíèå âû÷èñëèòåëüíîé çàäà÷è y ∈ Y ñóùåñòâóåò ïðè ëþáûõ âõîäíûõ

äàííûõ x ∈X .
• Ðåøåíèå âû÷èñëèòåëüíîé çàäà÷è åäèíñòâåííî.
Åñëè õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé íå âûïîëíåíî, òî âû÷èñëèòåëüíàÿ çàäà÷à

íàçûâàåòñÿ íåêîððåêòíîé.
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Îïðåäåëåíèå. Ðåøåíèå y âû÷èñëèòåëüíîé çàäà÷è íàçûâàåòñÿ
óñòîé÷èâûì ïî âõîäíûì äàííûì (àáñîëþòíî óñòîé÷èâûì)
x, åñëè

∀ε > 0, ∃δ(ε) > 0 : ∀x∗(∆(x∗) < δ(ε) =⇒ ∆(y∗) < ε).

�

�

�




Îïðåäåëåíèå. Ðåøåíèå y âû÷èñëèòåëüíîé çàäà÷è íàçûâàåòñÿ
íåóñòîé÷èâûì x, åñëè

∃ε > 0, ∀δ > 0 : ∃x∗(∆(x∗) < δ(ε) =⇒ ∆(y∗) > ε).
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Îïðåäåëåíèå. Ðåøåíèå íàçûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíî óñòîé÷è-
âûì, åñëè

∀ε > 0, ∃δ(ε) > 0 : ∀x∗(δ(x∗) < δ(ε) =⇒ δ(y∗) < ε).

Çàìå÷àíèå. Îäíà è òàæå çàäà÷à ìîæåò îêàçàòüñÿ êàê óñòîé-
÷èâîé, òàê è íåóñòîé÷èâîé â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà ñïîñîáà
âû÷èñëåíèÿ àáñîëþòíûõ ïîãðåøíîñòåé∆(x∗) è∆(y∗).
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Îáóñëîâëåííîñòü âû÷èñëèòåëüíîé çàäà÷è.
Àáñîëþòíîå è îòíîñèòåëüíîå ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè.

Íà ïðàêòèêå: òî÷íîñòü âõîäíûõ äàííûõ îãðàíè÷åíà.
Âîïðîñ: êàê ïîâëèÿþò ìàëûå, íî êîíå÷íûå ïîãðåøíîñòè

âõîäíûõ äàííûõ íà ðåøåíèå?�




�

	
Îïðåäåëåíèå. ×óâñòâèòåëüíîñòü ðåøåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé
çàäà÷è ê ìàëûì ïîãðåøíîñòÿì âõîäíûõ äàííûõ { îáóñëîâëåí-
íîñòü âû÷èñëèòåëüíîé çàäà÷è.�

�

�




Îïðåäåëåíèå. Çàäà÷à íàçûâàåòñÿ õîðîøî îáóñëîâëåííîé, åñ-
ëè ìàëûì ïîãðåøíîñòÿì âõîäíûõ äàííûõ îòâå÷àþò ìàëûå
ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ è ïëîõî îáóñëîâëåííîé, åñëè ïðîèñ-
õîäÿò ñèëüíûå èçìåíåíèÿ ðåøåíèÿ.

�

�

�




Îïðåäåëåíèå. ×èñëî îáóñëîâëåííîñòè (êîëè÷åñòâåííàÿìåðà
ñòåïåíè îáóñëîâëåííîñòè âû÷èñëèòåëüíîé çàäà÷è) { êîýôôè-
öèåíò âîçìîæíîãî âîçðàñòàíèÿ ïîãðåøíîñòåé â ðåøåíèè ïî
îòíîøåíèþ ê âûçâàâøèì èõ ïîãðåøíîñòÿì âõîäíûõ äàííûõ.
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Ïóñòü:
∆(y∗) 6 ν∆∆(x∗), δ(y∗) 6 νδδ(x

∗).

�
�

�
�

Îïðåäåëåíèå. âåëè÷èíà ν∆ { àáñîëþòíîå ÷èñëî îáóñëîâëåí-
íîñòè, à νδ { îòíîñèòåëüíîå ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè.

Çàìå÷àíèå. Â íåðàâåíñòâà âìåñòî ∆ è δ ìîãóò áûòü è èõ
ãðàíèöû∆ è δ.

Äëÿ ïëîõî îáóñëîâëåíííîé çàäà÷è ν � 1.
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ËÅÊÖÈß 2.2
×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷ ëèíåéíîé àëãåáðû

Â ëèíåéíîé àëãåáðå âûäåëÿþò 4-ðå îñíîâíûå çàäà÷è:

• ðåøåíèå ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé;

• âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëåé;

• íàõîæäåíèå îáðàòíûõ ìàòðèö;

• íàõîæäåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.
Ðàññìîòðèì ÑËÀÓ

Ax = f,

ãäå A { ìàòðèöàm×m,
x = (x1,x2,x3, . . .xm)T { èñêîìûé âåêòîð,
f = (f1,f2,f3, . . .fm)T { çàäàííûé âåêòîð.
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Íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ èç ëèíåéíîé àëãåáðû.�

�

�

�

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèþ, çàäàííóþ â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå
H , êîòîðàÿ äëÿ ∀x∈H ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî ||x||, íàçû-
âàþò íîðìîé, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì àêñèîìàì
íîðìû:
• ||x||> 0, ∀x ∈H è ||x||= 0 =⇒ x = 0;
• ||αx||= |α|||x||, ãäå α ∈ R
• ||x + y||6 ||x||+ ||y||.

Íàèáîëåå ÷àñòî ïðèìåíÿåìûå íîðìû:

||x||p =

(
m∑

i=1

|xi|p
)1/p

, ||x||∞ = max
16i6m

|xi|,
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ãäå ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè íîðìû ||x||p ÿâëÿþòñÿ íîðìû:

||x||1 =
m∑

i=1

|xi| − октаэдрическая норма;

||x||2 =

(
m∑

i=1

|xi|2
)1/2

− евклидова

или сферическая) норма.
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�

�

�

�

Â êà÷åñòâå ìåðû ñòåïåíè áëèçîñòè âåêòîðîâ ||x|| è ||x∗|| ââåäåì
àáñîëþòíóþ è îòíîñèòåëüíóþ ïîãðåøíîñòè âåêòîðà ||x∗||

∆(x∗) = ||x−x∗|| , δ (x∗) =
||x−x∗||
||x||

.

�

�

�

�

Ïóñòü
{
x(n)
}∞

n=1 - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ x(n) =(
x

(n)
1 ,x

(n)
2 , . . . ,x

(n)
m

)
.

Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ x(n) ñõîäèòñÿ â
âåêòîðó x ïðè n→∞, åñëè

∆
(
x(n)
)

=
∣∣∣∣∣∣x(n)−x

∣∣∣∣∣∣→ 0, при n→∞
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Ìåòîäû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîé àëãåáðû

• Ïðÿìûå ìåòîäû. Ðåøåíèå ñèñòåìû x íàõîäèòñÿ çà êîíå÷íîå ÷èñëî
àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.

• Èòåðàöèîííûå ìåòîäû (ìåòîäû ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé).
Ðåøåíèå x ÑËÀÓ íàõîäèòñÿ êàê ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé x(n)

ïðè n→∞.
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Íîðìà ìàòðèöû�

�

�

�

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü â ëèíåéíîì àðèôìåòè÷åñêîì ïðîñòðàí-
ñòâå Rm çàäàíà íîðìà || · ||∗. Íîðìó || · ||k â ëèíåéíîì ïðî-
ñòðàíñòâå Mm(R) íàçûâàþò ñîãëàñîâàííîé ñ íîðìîé || · ||∗,
åñëè äëÿ ∀A ∈Mm(R) è ∀x ∈ Rm âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå:

||Ax||∗ 6 ||A||k||x||∗.�




�

	
Îïðåäåëåíèå. ×èñëî ||A|| = sup

x6=0

||Ax||
||x||

íàçûâàåòñÿ íîðìîé

ìàòðèöû A ïîä÷èíåííîé äàííîé íîðìå ||x||.
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Äëÿ ïîä÷èíåííîé íîðìû ìàòðèöû A âûïîëíÿþòñÿ âñå àêñèîìû íîðìû:

• ||A||> 0 è ||A||= 0 =⇒ A = 0;

• ||αA||= |α|||A||;

• ||A + B||6 ||A||+ ||B|| äëÿ ∀A,B;
Äîïîëíèòåëüíî

• ||AB||6 ||A||||B|| äëÿ ∀A,B;

• ||Ax||6 ||A||||x||.
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Ïðèìåðû ïîä÷èíåííûõ íîðì ìàòðèö

Íîðìà ||A||1 = max
16j6m

m∑
i=1
|aij| {ìàêñèìàëüíàÿ ñòîëáöåâàÿ èëè

îêòàýäðè÷åñêàÿ íîðìà, ïîä÷èíåíà íîðìå ||x||1.

Íîðìà ||A||∞ = max
16i6m

m∑
j=1
|aij| { ìàêñèìàëüíàÿ ñòðî÷íàÿ èëè

êóáè÷åñêàÿ íîðìà ïîä÷èíåíà íîðìå ||x||∞.
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Îáóñëîâëåííîñòü ÑËÀÓ.
Ðàññìîòðèì ÑËÀÓ

Ax = f, A ∈Mm(R).

Ðàññìîòðèì äâà òèïà óñòîé÷èâîñòè:
• óñòîé÷èâîñòü ïî ïðàâîé ÷àñòè, êîãäà âîçìóùàåòñÿ òîëüêî ïðàâàÿ ÷àñòü

f , à ìàòðèöà A îñòàåòñÿ íåèçìåííîé,
• êîýôôèöèåíòíàÿ óñòîé÷èâîñòü, êîãäà âîçìóùàåòñÿ òîëüêî ìàòðèöàA,

à ïðàâàÿ ÷àñòü f îñòàåòñÿ íåèçìåííîé.
Âìåñòî âåêòîðà f çàäàåòñÿ áëèçêèé åìó âåêòîð f̃ (íàïðèìåð, èç-çà

ïîãðåøíîñòåé îêðóãëåíèÿ). Ðàññìîòðèì <âîçìóùåííóþ ñèñòåìó>
Ax̃ = f̃ , где ∆x = x̃−x, ∆f = f̃ − f.�

�

�

�

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî ñèñòåìà Ax = f óñòîé÷èâà ïî
ïðàâîé ÷àñòè, åñëè ïðè ∀f, f̃ ñïðàâåäëèâà îöåíêà

||∆x||6 M1||∆f ||,

ãäåM1 > 0 { ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò ïðàâûõ ÷àñòåé f, f̃ .
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Ïóñòü detA 6= 0. Ïîêàæåì, ÷òî ñèñòåìà óñòîé÷èâà ïî ïðàâîé ÷àñòè.

A(∆x) = ∆f ⇒ ∆x = A−1(∆f).

Èñïîëüçóÿ àêñèîìû íîðìû, ïîëó÷àåì

||∆x||6 ||A−1|| ||∆f ||.

ÑëåäîâàòåëüíîM1 = ||A−1||.

Çàìå÷àíèå. ×åì áëèæå ê íóëþ îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A,
òåì áîëüøå ïîñòîÿííàÿM1, òåì ñèëüíåå ïîãðåøíîñòü ïðàâîé
÷àñòè ìîæåò èñêàçèòü èñêîìîå ðåøåíèå.

Ðàññìîòðèì îòíîñèòåëüíûå ïîãðåùíîñòè δx è δ f .
Èñïîëüçóÿ àêñèîìû íîðìû ïîëó÷àåì

||f ||6 ||A|| ||x||.

Òîãäà
||∆x||
||x||

6 cond(A)
||∆f ||
||f ||

,

ãäå cond(A) = ||A−1|| ||A||.
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�

�

�
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Îïðåäåëåíèå. ×èñëî cond(A), âõîäÿùåå â îöåíêó, íàçûâàåòñÿ
÷èñëîì îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöûA è õàðàêòåðèçóåò ñòåïåíü
çàâèñèìîñòè îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ îò îòíîñè-
òåëüíîé ïîãðåøíîñòè ïðàâîé ÷àñòè.
Ìàòðèöû ñ áîëüøèì÷èñëîì îáóñëîâëåííîñòè íàçûâàþòïëîõî
îáóñëîâëåííûìè ìàòðèöàìè.

Çàìå÷àíèå. ×èñëî îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû âñåãäà ïîëîæè-
òåëüíî è çàâèñèò îò çàäàííîé íîðìû ìàòðèöû.
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Ñâîéñòâà ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû.
• cond(A) = cond(A−1).
• cond(AB) 6 cond(A)cond(B).
• cond(A) > 1.

• cond(A) >
|λmax|
|λmin|

,

ãäå λmax, λmin { íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.
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