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Êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû.

Îñíîâíàÿ çàäà÷à: Òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü èíòåãðàë

F =

b∫
a

f(x)dx,

ãäå f(x) - íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ.
Òàê êàê âû÷èñëèòü èíòåãðàë â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ óäàåòñÿ íå âñåãäà,

òî ôóíêöèþ f(x) çàìåíÿþò íà àïïðîêñèìèðóþùóþ åå ôóíêöèþ ϕ(x,a).
×àùå âñåãî f(x) çàìåíÿþò èíòåðïîëÿöèîííûì ìíîãî÷ëåíîì:

f(x) =
n∑

i=0

f(xi)ϕi(x) + r(x).

Òîãäà

F =

b∫
a

(
n∑

i=0

f(xi)ϕi(x) + r(x)

)
dx =

n∑
i=0

f(xi)

b∫
a

ϕi(x)dx +

b∫
a

r(x)dx
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è

F =
n∑

i=0

cif(xi) + R, (1)

ãäå xi - óçëû èíòåðïîëÿöèè, ci - âåñà, R - îñòàòî÷íûé ÷ëåí ôîðìóëû.
Ôîðìóëà (1) íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ èëè

êâàäðàòóðíîé ôîðìóëîé.

Ôîðìóëà òðàïåöèé.
Çàìåíèì ôóíêöèþ f(x) íà îòðåçêå [a,b] ìíîãî÷ëåíîì Ëàãðàíæà 1-îé

ñòåïåíè, ïðîõîäÿùèì ÷åðåç òî÷êè x = a è x = b.

L1(x) =
x− b

a− b
f(a) +

x− a

b− a
f(b).

Òîãäà

F =

b∫
a

f(x)dx '
b∫

a

(
x− b

a− b
f(a) +

x− a

b− a
f(b)

)
dx =

f(a) + f(b)

2
(b− a).

Íàéäåì ïîãðåøíîñòü ýòîé ôîðìóëû.
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Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ f(x) ïî ôîðìóëå Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè
òî÷êè x = (a + b)/2:

f(x) = f(x) + (x−x)f ′(x) +
f ′′(x)

2!
(x−x)2 + o(x−x)2.

Òîãäà

R =

b∫
a

f(x)dx− f(a) + f(b)

2
(b− a) '− 1

12
(b− a)3f ′′(x).

Ââåäåì ðàçáèåíèå îòðåçêà [a,b].

a = x0 < x1 < x2 < .. . < xn−1 < xn = b.

Òîãäà
b∫

a

f(x)dx ' 1

2

n∑
i=1

(xi −xi−1)(fi−1 + fi) ,

è

R '− 1

12

n∑
i=1

(xi −xi−1)
3f ′′(xi)
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Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ðàçáèåíèå ðàâíîìåðíîå, òî

b∫
a

f(x)dx ' h

(
f0

2
+ f1 + f2 + · · ·+ fn−1 +

fn

2

)
,

ãäå h = xi −xi−1, ïðè i = 1,n. À îñòàòîê

R '− 1

12

n∑
i=1

h3f ′′(xi) '− 1

12
h2

b∫
a

f ′′(x)dx = O(h2).

Ò. å. ôîðìóëà òðàïåöèé èìååò âòîðîé ïîðÿäîê òî÷íîñòè. Åñëè ïðåäïîëîæèòü,
÷òî f ′′(x) - êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, òî

|R| 6 b− a

12
h2M2, где M2 = max

[a,b]
|f ′′(x)|
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Ôîðìóëà ïðÿìîóãîëüíèêîâ.
Ôîðìóëà öåíòðàëüíûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ.
Çàìåíèì ôóíêöèþ f(x) íà îòðåçêå [a,b] ìíîãî÷ëåíîì íóëåâîé ñòåïåíè,

ò.å.
f(x) ' L0(x) = f(x0), где x0 =

a + b

2
.

Òîãäà

F =

b∫
a

f(x)dx '
b∫

a

f(x0)dx = (b− a)f(x0).

Âû÷èñëèì ïîãðåøíîñòü äàííîé ôîðìóëû. Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ
f(x) ïî ôîðìóëå Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 = (a + b)/2:

f(x) = f(x0) + (x−x0)f
′(x0) +

f ′′(x0)

2!
(x−x0)

2 + o(x−x0)
2.

Òîãäà

R =

b∫
a

f(x)dx− (b− a)f(x0) '
1

24
(b− a)3f ′′(x0)
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Ââåäåì ðàçáèåíèå îòðåçêà [a,b].

a = x0 < x1 < x2 < .. . < xn−1 < xn = b.

Òîãäà
b∫

a

f(x)dx '
n∑

i=1

(xi −xi−1)f(xi−1/2), где xi−1/2 =
xi + xi−1

2
,

è

R ' 1

24

n∑
i=1

(xi −xi−1)
3f ′′(xi−1/2).

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ðàçáèåíèå ðàâíîìåðíîå, òî
b∫

a

f(x)dx ' h

n∑
i=1

f(xi−1/2),

ãäå h = xi −xi−1, ïðè i = 1,n.À îñòàòîê

R ' 1

24

n∑
i=1

h3f ′′(xi−1/2) '
1

24
h2

b∫
a

f ′′(x)dx = O(h2).
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Ò. å. ôîðìóëà öåíòðàëüíûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ èìååò âòîðîé ïîðÿäîê
òî÷íîñòè. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî f ′′(x) - êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ,
òî

|R| 6 b− a

24
h2M2, где M2 = max

[a,b]
|f ′′(x)| .

Çàìå÷àíèÿ.
• Îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ôîðìóëå öåíòðàëüíûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ïî àáñî-

ëþòíîé âåëè÷èíå, ïðèìåðíî â 2-à ðàçà ìåíüøå, ÷åì â ôîðìóëå òðàïåöèé.
Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè çíà÷åíèÿ ôóíêöèè îäèíàêîâî ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ âî
âñåõ òî÷êàõ, òî ëó÷øå âåñòè ðàñ÷åòû ïî ôîðìóëå öåíòðàëüíûõ ïðÿìîóãîëü-
íèêîâ.

• Çíàêè ãëàâíîãî ÷ëåíà ïîãðåøíîñòè ó ôîðìóëû òðàïåöèé è ó ôîðìóëû
öåíòðàëüíûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ðàçëè÷íû, ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ïðîâåñòè
ðàñ÷åòû ïî êàæäîé èç ôîðìóë, òî òî÷íîå çíà÷åíèå èíòåãðàëà áóäåò ëåæàòü
ìåæäó íèìè.
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Ôîðìóëà ëåâûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ.
Çàìåíèì ôóíêöèþ f(x) íà îòðåçêå [a,b] ìíîãî÷ëåíîì íóëåâîé ñòåïåíè,

ò.å.
f(x) ' L0(x) = f(a).

Òîãäà

F =

b∫
a

f(x)dx '
b∫

a

f(a)dx = (b− a)f(a).

Âû÷èñëèì ïîãðåøíîñòü äàííîé ôîðìóëû. Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ
f(x) ïî ôîðìóëå Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 = (a + b)/2:

f(x) = f(x0) + (x−x0)f
′(x0) + o(x−x0).

Òîãäà

R =

b∫
a

f(x)dx− (b− a)f(а) ' 1

2
(b− a)2f ′(x0)

Ââåäåì ðàçáèåíèå îòðåçêà [a,b].

a = x0 < x1 < x2 < .. . < xn−1 < xn = b.
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Òîãäà
b∫

a

f(x)dx '
n∑

i=1

(xi −xi−1)f(xi−1),

è

R ' 1

2

n∑
i=1

(xi −xi−1)
2f ′′(xi−1/2).

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ðàçáèåíèå ðàâíîìåðíîå, òî

b∫
a

f(x)dx ' h

n∑
i=1

f(xi−1),

ãäå h = xi −xi−1, ïðè i = 1,n.À îñòàòîê

R ' 1

2

n∑
i=1

h2f ′′(xi−1/2) '
1

2
h

b∫
a

f ′(x)dx = O(h).
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Ò. å. ôîðìóëà ëåâûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ èìååò ïåðâûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè.
Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî f ′(x) - êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, òî

|R| 6 b− a

2
hM1, где M1 = max

[a,b]
|f ′(x)| .

Ôîðìóëà ïðàâûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ.
Çàìåíèì ôóíêöèþ f(x) íà îòðåçêå [a,b] ìíîãî÷ëåíîì íóëåâîé ñòåïåíè,

ò.å.
f(x) ' L0(x) = f(b).

Òîãäà

F =

b∫
a

f(x)dx '
b∫

a

f(b)dx = (b− a)f(b).

Âû÷èñëèì ïîãðåøíîñòü äàííîé ôîðìóëû. Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ
f(x) ïî ôîðìóëå Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 = (a + b)/2:

f(x) = f(x0) + (x−x0)f
′(x0) + o(x−x0).
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Òîãäà

R =

b∫
a

f(x)dx− (b− a)f(b) '−1

2
(b− a)2f ′(x0).

Ââåäåì ðàçáèåíèå îòðåçêà [a,b].

a = x0 < x1 < x2 < .. . < xn−1 < xn = b.

Òîãäà
b∫

a

f(x)dx '
n∑

i=1

(xi −xi−1)f(xi),

è

R '−1

2

n∑
i=1

(xi −xi−1)
2f ′′(xi−1/2).

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ðàçáèåíèå ðàâíîìåðíîå, òî

b∫
a

f(x)dx ' h

n∑
i=1

f(xi),
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ãäå h = xi −xi−1, ïðè i = 1,n.À îñòàòîê

R '−1

2

n∑
i=1

h2f ′′(xi−1/2) '−1

2
h

b∫
a

f ′(x)dx = O(h).

Ò. å. ôîðìóëà ïðàâûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ èìååò ïåðâûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè.
Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî f ′(x) - êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, òî

|R| 6 b− a

2
hM1, где M1 = max

[a,b]
|f ′(x)| .

Çàìå÷àíèå. Â ñâÿçè ñ íåáîëüøèì ïîðÿäêîì òî÷íîñòè ôîðìóë ëåâûõ è
ïðàâûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, èõ ïðèìåíåíèå íà ïðàêòèêà áûâàåò äîñòàòî÷íî
ðåäêèì.

ÌÃÒÓ èì. Í. Ý. Áàóìàíà, ÈÓ3, âåñíà 2014. 13



Ôîðìóëà Ñèìïñîíà.
• Ðàçäåëèì îòðåçîê èíòåãðèðîâàíèÿ [a,b] íà ÷åòíîå ÷èñëî ÷àñòåé - 2n.

• Ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè, ñîîòâåòñòâóþùåé 2-ì îòðåçêàì
[x2k,x2k+1] è [x2k+1,x2k+2] è îãðàíè÷åííîé êðèâîé y = f(x), çàìåíèì
ïëîùàäüþ êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè, îãðàíè÷åííîé ìíîãî÷ëåíîì âòîðîé
ñòåïåíè, ïðîõîäÿùèì ÷åðåç òî÷êè: M2k(x2k,f2k), M2k+1(x2k+1,f2k+1) è
M2k+2(x2k+2,f2k+2).
Íàéäåì ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè, îãðàíè÷åííîé ïàðàáîëîé,

ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êèN0(−h,y0),N1(0,y1) èN2(h,y2) è ïðÿìûìè x =−h

è x = h. Ïîñòðîèì ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç äàííûå 3-è
òî÷êè.

L2(x) =
x(x−h)

2h2 y0 −
x2 −h2

h2 y1 +
x(x + h)

2h2 y2.

Òîãäà
h∫

−h

L2(x)dx =
h

3
(y0 + 4y1 + y2) .
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Ââåäåì ðàçáèåíèå îòðåçêà [a,b].

a = x0 < x1 < x2 < .. . < x2n−1 < x2n = b.

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî äàííîå ðàçáèåíèå ðàâíîìåðíîå, ò. å. h = xi − xi−1, ïðè
i = 1,2n.
Ñëåäîâàòåëüíî,

x2k∫
x2k−2

f(x)dx ' h

3
(f2k−2 + 4f2k−1 + f2k).

Òîãäà

b∫
a

f(x)dx ' h

3

n∑
k=1

(f2k−2 + 4f2k−1 + f2k) =

=
b− a

6n
(f0 + f2n + 2[f2 + f4 + · · ·+ f2n−2] + 4[f1 + f3 + · · ·+ f2n−1]).

Íàéäåì ïîãðåøíîñòü ýòîé ôîðìóëû:

ÌÃÒÓ èì. Í. Ý. Áàóìàíà, ÈÓ3, âåñíà 2014. 15



Ri =

xi+1∫
xi−1

f(x)dx− h

3
(fi−1 + 4fi + fi+1).

Äëÿ ýòîãî ïðåäcòàâèì ôóíêöèþ f(x) ïåðâûìè 5-þ ÷ëåíàìè ðàçëîæåíèÿ â
îêðåñòíîñòè òî÷êè xi ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ïåàíî.

f(x) = f(xi) + (x−xi)f
′(xi)+

(x−xi)
2

2!
f ′′(xi) +

(x−xi)
3

3!
f ′′′(xi)+

+
(x−xi)

4

4!
f IV (xi) + o(x−xi)

4.

Òîãäà

Ri =

xi+1∫
xi−1

f(x)dx− h

3
(fi−1 + 4fi + fi+1) '− 1

90
h5f IV (xi).

Äàííàÿ ïîãðåøíîñòü ïîëó÷åíà íà ÷àñòè÷íîì îòðåçêå ðàçáèåíèÿ. Íà âñåì
îòðåêå [a,b] ïîãðåøíîñòü áóäåò èìåòü âèä:

R '− 1

90

n∑
i=1

h5f IV (x2i−1) = − 1

180
h4

b∫
a

f IV (x)dx = O(h4).
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Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî f IV (x) - êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, òî

|R| 6 b− a

180
h4M4, где M4 = max

[a,b]

∣∣f IV (x)
∣∣ .

Êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû èíòåðïîëÿöèîííîãî òèïà.�

�

�




Îïðåäåëåíèå. Åñëè çàìåíèòü f(x) èíòåðïîëÿöèîííûì ìíîãî÷ëåíîì
ñðàçó íà âñåì îòðåçêå èíòåãðèðîâàíèÿ [a, b], òî ïîëó÷åííàÿ òàêèì
îáðàçîì ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ êâàäðàòóðíîé ôîðìóëîé èíòåðïîëÿöè-
îííîãî òèïà.

Ïîñòðîåííûå ôîðìóëû öåíòðàëüíûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, òðàïåöèé è Ñèì-
ïñîíà ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë èíòåðïîëÿöèîííîãî
òèïà ïðè n = 0, 1, 2.
Çàìåíèì ôóíêöèþ f(x) èíòåðïîëÿöèîííûì ìíîãî÷ëåíîì

f(x) ' Ln(x) =
n∑

k=0

ω(x)

(x−xk)ω′(xk)
f(xk).
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Òîãäà

b∫
a

Ln(x)dx =
n∑

k=0

∫ b

a

ω(x)

(x−xk)ω′(xk)
dxf(xk) =

n∑
k=0

ckf(xk).

Òàêèì îáðàçîì, êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà

b∫
a

f(x)dx '
n∑

k=0

ckf(xk)

ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòóðíîé ôîðìóëîé èíòåðïîëÿöèîíîãî òèïà òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà

ck =

∫ b

a

ω(x)

(x−xk)ω′(xk)
dx.

Îöåíêà ïîãðåøíîñòè.
Ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ ïîãðåøíîñòè êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû èíòåðïî-

ëÿöèîííîãî òèïà.
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Òàê êàê
f(x) = Ln(x) + r(x),

òî

F =
n∑

k=0

ckf(xk) + R,

ãäå

R =

b∫
a

r(x)dx =
1

(n + 1)!

b∫
a

f (n+1)(ξ)ω(x)dx.

Îòñþäà ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé îöåíêå ïîãðåøíîñòè êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû
èíòåðïîëÿöèîííîãî òèïà

|R| 6 Mn+1

(n + 1)!

b∫
a

ω(x)dx,

ãäåMn+1 = max
x∈[a,b]

|f (n+1)(x)|.
Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:
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Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà èíòåðïîëÿöèîííîãî òèïà, ïîñòðîåííàÿ ñ ïî-
ìîùüþ n + 1 óçëà: x0, x1,...,xn ãàðàíòèðîâàííî òî÷íà äëÿ ëþáîãî
ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè n.

Òåîðåìà. Åñëè êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà∫ b

a

f(x)dx '
n∑

k=0

dkf(xk)

òî÷íà äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè n, òî îíà ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòóðíîé
ôîðìóëîé èíòåïîëÿöèîííîãî òèïà.

J Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî dk = ck ïðè k = 0,n.
Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåíû

ϕk(x) =
ω(x)

(x−xk)ω′(xk)
, k = 0,n.
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Âû÷èñëè èíòåãðàëû

Ik =

b∫
a

ϕk(x)dx.

Òàê êàê êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà òî÷íà äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè n,
òî

Ik =
n∑

l=0

dlϕk(xl).

Ïîñêîëüêó

ϕk(xl) =

{
0, k 6= l,

1, k = l,

ïîëó÷àåì Ik = dk, ïðè k = 0,n. Ñ äðóãîé ñòîðîíû

Ik =

∫ b

a

ω(x)

(x−xk)ω′(xk)
dx = ck.

Òàêèì îáðàçîì, dk = ck ïðè k = 0,n. I
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Ôîðìóëà Ãàóññà.

Áûëî ïîêàçàíî. Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà

b∫
a

f(x)dx '
n∑

k=1

ckf(xk)

òî÷íà äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè n− 1.

Îñíîâíàÿ çàäà÷à. Çà ñ÷åò âûáîðà óçëîâ èíòåðïîëÿöèè ïîëó÷èòü
êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû, êîòîðûå áóäóò òî÷íû äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè
âûøå n− 1.
Ïîòðåáóåì, ÷òîáû ôîðìóëà áûëà òî÷íà äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè

m. Äàííîå òðåáîâàíèå ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ:

n∑
k=1

ckx
α
k =

b∫
a

xα dx, α = 0,1, . . .m.
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Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì ñèñòåìó èçm+1 óðàâíåíèÿ ñ 2n íåèçâåñòíûìè:

c1, c2, . . . , cn; x1,x2, . . . ,xn.

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû ÷èñëî óðàâíåíèé ðàâíÿëîñü ÷èñëó íåèçâåñòíûõ, ò. å.
m = 2n− 1.�

�

�




Îïðåäåëåíèå. Ïîëó÷åííûå òàêèì îáðàçîì êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû íà-
çûâàþòñÿ êâàäðàòóðíûìè ôîðìóëàìè íàèâûñøåé àëãåáðàè÷åñêîé
òî÷íîñòè èëè ôîðìóëàìè Ãàóññà. Ýòè ôîðìóëû òî÷íû äëÿ ëþáîãî
ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè 2n− 1.
Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí îáùåãî âèäà

ω(x) = (x−x1)(x−x2) . . .(x−xn).

Çàïèøåì êðèòåðèé òîãî, ÷òî êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà

b∫
a

f(x)dx '
n∑

k=1

ckf(xk)

ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòóðíîé ôîðìóëîé Ãàóññà.
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Òåîðåìà. Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà òî÷íà äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè m =
2n− 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû äâà óñëîâèÿ:
1. ìíîãî÷ëåí ω(x) îðòîãîíàëåí ëþáîìó ìíîãî÷ëåíó q(x) ñòåïåíè ìåíüøå n, ò. å.

b∫
a

ω(x)q(x)dx = 0;

2. êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòóðíîé ôîðìóëîé èíòåðïîëÿöèîííîãî
òèïà, ò. å.

ck =

b∫
a

ω(x)

(x−xk)ω′(xk)
dx, k = 1,2, . . .n.

J Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ôîðìóëà òî÷íà äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè
2n− 1. Ñëåäîâàòåëüíî, îíà òî÷íà äëÿ ìíîãî÷ëåíà ω(x)q(x) ñòåïåíè íå âûøå
2n− 1, ò. å.
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b∫
a

ω(x)q(x) dx =
n∑

k=1

ckω(xk)q(xk) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, òðåáîâàíèå îðòîãîíàëüíîñòè âûïîëíåíî.
Òàê êàê, ïî ïðåäïîëîæåíèþ, êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà òî÷íà äëÿ ëþáîãî

ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè 2n−1, òî îíà áóäåò òî÷íà è äëÿ ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè n−
1. Ñëåäîâàòåëüíî, îíà ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòóðíîé ôîðìóëîé èíòåðïîëÿöèîííîãî
òèïà (ñîãëàñíî ïðåäûäóùåé òåîðåìå).
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü f(x) - ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 2n− 1.

Òîãäà, ñîãëàñíî ïðàâèëó äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ

f(x) = ω(x)q(x) + r(x),

ãäå q(x) è r(x) - ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè íå âûøå n− 1. Ïðè ýòîì

b∫
a

f(x) dx =

b∫
a

ω(x)q(x) dx +

b∫
a

r(x) dx =

b∫
a

r(x) dx.
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Òàê êàê r(x) - ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå n− 1 è, ïî ïðåäïîëîæåíèþ,
êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòóðíîé ôîðìóëîé èíòåðïîëÿöèîííîãî
òèïà, òî

b∫
a

f(x) dx =
n∑

k=1

ckr(xk) =
n∑

k=1

ck (f(xk)−ω(xk)q(xk)) =
n∑

k=1

ckf(xk).

Òàêèì îáðàçîì, êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà òî÷íà äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè
2n− 1. I

Çàìå÷àíèå. Èñïîëüçîâàíèå äîêàçàííîé òåîðåìû óïðîùàåò ïîñòðîåíèå
ôîðìóë Ãàóññà. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè ïåðåïèñàòü
â âèäå

b∫
a

ω(x)xα dx = 0, α = 0,1, . . . ,n− 1.

Òàêèì îáðàçîì óçëû â ôîðìóëàõ Ãàóññà x1,x2, . . . ,xn ìîæíî íàéòè èç óñëîâèÿ
îðòîãîíàëüíîñòè.
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À êîýôôèöèåíòû ck ïî ôîðìóëå

ck =

b∫
a

ω(x)

(x−xk)ω′(xk)
dx, k = 1,2, . . .n.

Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû íàèâûñøåé
àëãåáðàè÷åñêîé òî÷íîñòè.
Ïðåäñòàâèì èñêîìûé ìíîãî÷ëåí ω(x) â âèäå

ω(x) = a0 + a1x + a2x
2 + an−1x

n−1 + xn.

Òîãäà óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

b∫
a

(
a0 + a1x + a2x

2 + an−1x
n−1 + xn

)
xα dx = 0, α = 0,1, . . . ,n− 1.

Äàííîå óñëîâèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÑËÀÓ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ
êîýôôèöåíòîâ a0,a1, . . . ,an−1.
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Ïîêàæåì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà
b∫

a

(
a0 + a1x + a2x

2 + an−1x
n−1)xα dx = 0, α = 0,1, . . . ,n− 1.

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

a0 = a1 = . . . = an−1.

Óìíîæèì ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó íà aα è ïðîñóììèðóåì ïî âñåì α.

n−1∑
α=0

aα

b∫
a

(
n−1∑
k=0

akx
k

)
xα dx =

b∫
a

(
n−1∑
α=0

n−1∑
k=0

aαakx
kxα

)
dx =

=

b∫
a

(
n−1∑
l=0

alx
l

)2

dx = 0.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âîçìîæíî ëèøü â ñëó÷àå

a0 = a1 = . . . = an−1.
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