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×èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå.
Ïðàâèëî Ðóíãå ïðàêòè÷åñêîé îöåíêè ïîãðåøíîñòè.
Ïóñòü îïðåäåëåííûé èíòåãðàë âû÷èñëåí ñ ïîìîùüþ êâàäðàòóðíîé ôîð-

ìóëû F h, òîãäà

F =

b∫
a

f(x)dx = F h + r(f).

ãäå r(f) - ïîãðåøíîñòü êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû.
Íàïðèìåð.
Äëÿ ôîðìóëû òðàïåöèé

r(f) = − 1

12
h2

b∫
a

f ′′(x)dx + O(h3).

Äëÿ ôîðìóëû öåíòðàëüíûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ

r(f) =
1

24
h2

b∫
a

f ′′(x)dx + O(h3).
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Äëÿ ôîðìóëû Ñèìïñîíà

r(f) = − 1

180
h4

b∫
a

f IV (x)dx + O(h5).

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî çàïèñàòü

F =

b∫
a

f(x)dx = F h + chp + O(hp+1).

Ïðàâèëî Ðóíãå ïîçâîëÿåò îöåíèòü ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëåí-
íîãî èíòåãðàëà íå ïðèáåãàÿ ê ôàêòè÷åñêîìó âû÷èñëåíèþ ãëàâíîãî ÷ëåíà
ïîãðåøíîñòè, à îïèðàÿñü ëèøü íà ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî ãëàâíîãî
÷ëåíà.
Îñóùåñòâèì âû÷èñëåíèå îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà ñ èñïîëüçîâàíèå êâà-

äðàòóðíîé ôîðìóëû ñ ïîñòîÿííûì øàãîì h è sh, ãäå s < 1.

F = F h + chp + O1(h
p+1), (1)

F = F sh + c(sh)p + O2(h
p+1). (2)
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Òîãäà
F h + chp + O1(h

p+1) = F sh + c(sh)p + O2(h
p+1).

Âûðàçèì îòñþäà chp.

chp =
F sh −F h

1− sp
+ O3(h

p+1).

Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå â ôîðìóëó (2). Òîãäà ïîëó÷èì ïðàâèëî
Ðóíãå îöåíêè ïîãðåøíîñòè:

F = F sh +
sp

1− sp

(
F sh −F h

)
+ O(hp+1). (3)

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó òðàïåöèé. Ïîðÿäîê
òî÷íîñòè äàííîé ôîðìóëû p = 2.
Ïîïðîáóåì ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà Ðóíãå ïîëó÷èòü ôîðìóëó áîëåå âûñîêîãî

ïîðÿäêà ïðèáëèæåíèÿ ê F - òî÷íîìó çíà÷åíèþ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.
Îñóùåñòâèì âû÷èñëåíèå îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà ñ èñïîëüçîâàíèå ôîð-

ìóëû òðàïåöèé ñ ïîñòîÿííûì øàãîì h è h/2 (s = 1/2).
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F1 =
h

2
(fi−1 + fi) + O1(h

2),

F1/2 =
h

4
(fi−1 + fi−1/2) +

h

4
(fi−1/2 + fi) + O2(h

2).

Òîãäà, ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû (3) ïîëó÷àåì

F = F1/2 +
1

3

(
F1/2 −F1

)
+ O(h3) =

h

6

(
fi−1 + 4fi−1/2 + fi

)
.
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