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Èíòåðïîëÿöèÿ ôóíêöèè îäíîãî ïåðåìåííîãî
ñ ïîìîùüþ êóáè÷åñêèõ ñïëàéíîâ.

Çàäà÷è, ïðèâîäÿùèå ê çàäà÷å ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé.
• Ôóíêöèÿ y = f(x) çàäàíà òàáëèöåé ñâîèõ çíà÷åíèé:
x1 x2 x3 · · · xk · · ·
y1 y2 y3 · · · yk · · ·

à âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ â òî÷êàõ, íå ñîâïàäàþùèõ ñ òàáëè÷íûìè.
• Âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè y = f(x) ñâÿçàíî ñî çíà÷èòåëüíûìè

òðóäíîñòÿìè è ïðèâîäèò ê áîëüøèì çàòðàòàì ìàøèííîãî âðåìåíè.

Ðåøåíèå ïðîáëåìû: Ôóíêöèþ f(x) ïðèáëèæåííî çàìåíÿþò ôóíêöèåé g(x),
çíà÷åíèå êîòîðîé â òî÷êàõ xk ïðèíèìàþò çà ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå ôóíêöèè
f(x).

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è èíòåðïîëÿöèè. Ïóñòü â òî÷êàõ xk ∈ [a,b], k = 1,n
ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ çàäàíà òàáëèöà çíà÷åíèé ôóíêöèè f(x).
Çàäà÷à èíòåðïîëÿöèè - çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè g(x), óäîâëåòâîðÿþ-

ùåé óñëîâèþ
g(xk) = yk, k = 1,n,

ãäå xk - óçëû èíòåðïîëÿöèè.
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Èíòåðïîëèðîâàíèå ñïëàéíàìè.
Äëÿ èçáåæàíèÿ áîëüøèõ ïîãðåøíîñòåé, âåñü îòðåçîê [a,b] ðàçáèâàþò

íà ÷àñòè÷íûå îòðåçêè, íà êàæäîì èç êîòîðûõ ïðèáëèæåííî çàìåíÿþò
ôóíêöèþ f(x)ìíîãî÷ëåíîì íåâûñîêîé ñòåïåíè - êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíàÿ
èíòåðïîëÿöèÿ.

�
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Îïðåäåëåíèå. Ñïëàéíîì èëè ñïëàéí-ôóíêöèåé íàçûâàþò êóñî÷íî-
ïîëèíîìèàëüíóþ ôóíêöèþ, îïðåäåëåííóþ íà îòðåçêå [a,b] è èìåþùóþ íà
ýòîì îòðåçêå íåêîòîðîå ÷èñëî íåïðåðûâíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà ñïëàéí îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ
ìíîãî÷ëåíà òðåòüåé ñòåïåíè - êóáè÷åñêèé ñïëàéí.

Ïîñòðîåíèåêóáè÷åñêîãî ñïëàéíà. (I ñïîñîá.) Ââåäåìðàçáèåíèå îòðåçêà
[a,b]:

a = x0 < x1 < .. . < xn−1 < xn = b.

Ñïëàéíîì, ñîîòâåòñòâóþùèì ôóíêöèè f(x) è óçëàì xk, k = 0,n íàçûâàåòñÿ
ôóíêöèÿ g(x), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì:
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à. Íà êàæäîì ñåãìåíòå [xi−1,xi], i = 0,n ôóíêöèÿ g(x) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî-
÷ëåíîì òðåòüåé ñòåïåíè, ò. å. íà êàæäîì îòðåçêå [xi−1,xi] áóäåì èñêàòü
g(x) = gi(x) â âèäå

gi(x) = ai + bi(x−xi−1)+ci(x−xi−1)
2 + di(x−xi−1)

3,

xi−1 6 x 6 xi, i = 1,n.
(1)

á. Ôóíêöèÿ g(x), à òàêæå åå ïåðâàÿ è âòîðàÿ ïðîèçâîäíûå (g′(x) è g′′(x))
íåïðåðûâíû íà îòðåçêå [a,b].
â. g(xi) = f(xi), i = 1,n.
Èç óñëîâèÿ èíòåðïîëèðîâàíèÿ gi(xi) = f(xi) ïîëó÷àåì, ÷òî

gi(xi−1) = ai = f(xi−1), i = 1,n. (2)

Èç òðåáîâàíèÿ íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè g(x) è óñëîâèÿ èíòåðïîëÿöèè
ïðèõîäèì ê óñëîâèÿì

gi(xi) = gi+1(xi), i = 1,n− 1 и gn(xn) = f(xn).

Îòñþäà, ñ ó÷åòîì (2) ïîëó÷àåì

fi−1 + bihi + cih
2
i + dih

3
i = fi, i = 1,n, (3)

ãäå fi = f(xi) è hi = xi −xi−1.
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Èç ðàâåíñòâà (1) ïîëó÷àåì

g′
i(x) = bi + 2ci(x−xi−1) + 3di(x−xi−1)

2.

g′
i+1(x) = bi+1 + 2ci+1(x−xi) + 3di+1(x−xi)

2.

Òîãäà, îïèðàÿñü íà óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè ïåðâîé ïðîèçâîäíîé

g′
i(xi) = g′

i+1(xi), i = 1,n− 1,

ïðèõîäèì ê óðàâíåíèÿì

bi + 2cihi + 3dih
2
i = bi+1, i = 1,n− 1. (4)

Èç óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè âòîðîé ïðîèçâîäíîé

g′′
i (xi) = g′′

i+1(xi), i = 1,n− 1,

ãäå

g′′
i (x) = 2ci + 6di(x−xi−1).

g′′
i+1(x) = 2ci+1 + 6di+1(x−xi).

ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ

ci + 3dihi = ci+1, i = 1,n− 1. (5)
ÌÃÒÓ èì. Í. Ý. Áàóìàíà, ÈÓ3, âåñíà 2019. 5



Îáúåäèíÿÿ (3)-(5) ïîëó÷àåì ñèñòåìó èç 3n− 2 óðàâíåíèé ñ 3n íåèçâåñò-
íûìè bi, ci è di, i = 1,n.
Äâà íåäîñòàþùèõ óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì çàäàâàÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ

g(x).
Ïîëàãàÿ f ′′(a) = f ′′(b) = 0 (íåçàâèñèìî îò òîãî, âûïîëíåíû ëè ýòè óñëîâèÿ

äëÿ èíòåðïîëèðóåìîé ôóíêöèè) ïîëó÷àåì

g′′
1(x0) = g′′

n(xn) = 0,

Ò. å.
c1 = 0, и cn + 3dnhn = 0. (6)

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå cn + 3dnhn = 0 ñîâïàäàåò ñ óñëîâèåì (5) ïðè i = n,
ïîëîæèâ cn+1 = 0.
Ðåøèì ñèñòåìó (3)-(5).

Âûðàçèì di èç óðàâíåíèÿ (5)

di =
ci+1 − ci

3hi

è ïîäñòàâèì â óðàâíåíèÿ (3) è (4). Ïîëó÷èì
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1.
bihi + cih

2
i +

(ci+1 − ci)h
2
i

3
= fi − fi−1, i = 1,n− 1,

Îòêóäà

bi =
fi − fi−1

hi
− hi

3
(2ci + ci+1) , i = 1,n− 1. (7)

2.
bi + cihi + ci+1hi = bi+1, i = 1,n− 1. (8)

Ñ ó÷åòîì óñëîâèé (7) è (8) ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

fi − fi−1

hi
− hi

3
(2ci + ci+1) + cihi + ci+1hi =

fi+1 − fi

hi+1
− hi+1

3
(2ci+1 + ci+2) .

Ãðóïïèðóÿ ïîäîáíûå ñëàãàåìûå ïðèõîäèì ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé

hi−1ci−1 + 2ci(hi−1 + hi) + hici+1 =

= 3

(
fi − fi−1

hi
− fi−1 − fi−2

hi−1

)
, i = 2,n;

c1 = cn+1 = 0.

(9)
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Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Ñëåäîâàòåëüíî,
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé êóáè÷åñêèé ñïëàéí, îïðåäåëÿåìûé óðàâíåíèåì
(1), óñëîâèÿìè (à)-(â) è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè g′′

1(a) = g′′
n(b) = 0.

Ìàòðèöà ïîëó÷åííîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ òðåõäèàãîíàëüíîé ñî ñòðîãèì
äèàãîíàëüíûì ïðåîáëàäàíèåì, ïîýòîìó ðåøèòü äàííóþ ñèñòåìó ìîæíî,
íàïðèìåð, ìåòîäîì ïðîãîíêè.
Åñëè ïîëîæèòü, ÷òî ðàçáèåíèå îòðåçêà [a,b] ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíûì, ò. å.

hi = h = const, i = 1,n òî ñèñòåìà (9) ïðèíèìàå âèä:

ci−1 + 4ci + ci+1 =
3

h2 (fi − 2fi−1 + fi−2) , i = 2,n;

c1 = cn+1 = 0.
(10)

Ïîñòðîåíèå êóáè÷åñêîãî ñïëàéíà. (II ñïîñîá.)
Çàäà÷ó êóñî÷íî-êóáè÷åñêîé èíòåðïîëÿöèè ïîñòàâèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

íà îòðåçêå [a,b] íåîáõîäèìî íàéòè ôóíêöèþ g(x), óäîâëåòâîðÿþùóþ
ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì.

ÌÃÒÓ èì. Í. Ý. Áàóìàíà, ÈÓ3, âåñíà 2019. 8



à. Ôóíêöèÿ g(x), à òàêæå åå ïåðâàÿ è âòîðàÿ ïðîèçâîäíûå (g′(x) è g′′(x))
íåïðåðûâíû íà îòðåçêå [a,b].
á. Íà êàæäîì îòðåçêå [xi−1,xi] g(x) ÿâëÿåòñÿ êóáè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì

âèäà

gi(x) =
3∑

k=0

ai
k(xi −x)k, k = 1,n.

â. Â óçëàõ ðàçáèåíèÿ xi, i = 1,n âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

g(xi) = f(xi) = fi, k = 1,n.

ã. g′′(x) óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì g′′(a) = g′′(b) = 0.
Òàê êàê âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f(x) íåïðåðûâíà è ëèíåéíà íà

êàæäîì ÷àñòè÷íîì îòðåçêå ðàçáèåíèÿ [xi−1,xi], ìîæíî çàïèñàòü

g′′(x) = mi−1
xi −x

hi
+ mi

x−xi−1

hi
, xi−1 6 x 6 xi, (11)

ãäå hi = xi −xi−1 èmi = g′′(xi)
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Ïðîèíòåãðèðîâàâ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (11) äâàæäû ïîëó÷èì

g(x) = mi−1
(xi −x)3

6hi
+ mi

(x−xi−1)
3

6hi
+ Ai

xi −x

hi
+ Bi

x−xi−1

hi
,

xi−1 6 x 6 xi,

(12)

ãäå Ai è Bi êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ.
Ïîäñòàâëÿÿ x = xi è x = xi−1 â (12), ïîëó÷èì

mi
h2

i

6
+ Bi = fi,

mi−1
h2

i

6
+ Ai = fi−1,

Îêîí÷àòåëüíî èìååì

g(x) = mi−1
(xi −x)3

6hi
+ mi

(x−xi−1)
3

6hi
+

+

(
fi−1 −mi−1

h2
i

6

)
xi −x

hi
+

(
fi −mi

h2
i

6

)
x−xi−1

hi
,

(13)

g′(x) = −mi−1
(xi −x)2

2hi
+ mi

(x−xi−1)
2

2hi
+

fi − fi−1

hi
+

mi−1 −mi

6
hi. (14)
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Èç (14) íàõîäèì îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû ïðîèçâîäíîé â òî÷êàõ xi, i =
1,n− 1:

g′(xi − 0) = mi−1
hi

6
+ mi

hi

3
+

fi − fi−1

hi
,

g′(xi + 0) = −mi
hi+1

3
−mi+1

hi+1

6
+

fi+1 − fi

hi+1
.

Òàê êàê ôóíêöèè g′(x) è g′′(x) íåïðåðûâíû íà [a,b], òî ïîëó÷èì ñèñòåìó

mi−1
hi

6
+ mi

hi+1 + hi

3
+mi+1

hi+1

6
=

=
fi+1 − fi

hi+1
− fi − fi−1

hi
, i = 1,n− 1.

(15)

Äîïîëíÿÿ ýòè óðàâíåíèÿ ðàâåíñòâàìè m0 = mn = 0 ïîëó÷àåì ëèíåéíóþ
àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó äëÿ íàõîæäåíèÿ íåèçâåñòíûõ mi, i = 1,n− 1,
ìàòðèöà êîòîðîé âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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

h1 + h2

3

h2

6
0 . . . 0 0

h2

6

h2 + h3

3

h3

6
. . . 0 0

0
h3

6

h3 + h4

3
. . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . .
hn−1

6

hn + hn−1

3


Ìàòðèöà ïîëó÷åííîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ òðåõäèàãîíàëüíîé ñèììåòðè÷íîé

ñî ñòðîãèì äèàãîíàëüíûì ïðåîáëàäàíèåì, ïîýòîìó ðåøèòü äàííóþ ñèñòåìó
ìîæíî, íàïðèìåð, ìåòîäîì ïðîãîíêè.
Ñëåäîâàòåëüíî, êîýôôèöèåíòû mi, i = 1,n− 1 îïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåìû

(15) îäíîçíà÷íî è çàäà÷è î íàõîæäåíèè êóñî÷íî-êóáè÷åñêîé ôóíêöèè g(x)
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
Êóáè÷åñêèå ñïëàéí-ôóíêöèè îáëàäàþò î÷åíü âàæíûì ñâîéñòâîì, êîòîðîå

îáóñëàâëèâàåò âûñîêóþ ýôôåêòèâíîñòü ñïëàéí-èíòåðïîëÿöèè.
Ðàññìîòðèì íà [a,b] êëàññ ôóíêöèé, èìåþùèõ èíòåãðèðóåìûå ñ êâàäðàòîì

âòîðûå ïðîèçâîäíûåW 2
2 [a,b].
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è: îòûñêàòü èíòåïîëÿöèîííóþ ôóíêöèþ

u ∈ W 2
2 [a,b], u(xk) = fk, k = 0,n, (16)

êîòîðàÿ ìèíèìèçèðóåò ôóíêöèîíàë

Φ(u) =

b∫
a

[u′′(x)]2dx (17)

íà êëàññåW 2
2 [a,b].

Ïîêàæåì, ÷òî ìèíèìóì òàêîãî ôóíêöèîíàëà äîñòèãàåòñÿ íà êóñî÷íî-
êóáè÷åñêîé ñïëàéí ôóíêöèè g(x), êîòîðàÿ áûëà ïîñòðîåíà.

Φ(u− g) =

b∫
a

[u′′(x)− g′′(x)]2dx. (18)

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ôóíêöèé g(x) è u(x), ïîëó÷èì
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Φ(u− g) =

b∫
a

[u′′(x)− g′′(x)]2dx =

=

b∫
a

[
[u′′(x)]2 − [g′′(x)]2 + 2[g′′(x)]2 − 2u′′(x)g′′(x)

]
dx =

= Φ(u)−Φ(g) + 2

b∫
a

[g′′(x)−u′′(x)]g′′(x)dx =

= Φ(u)−Φ(g) + 2 (g′(x)−u′(x))g′′(x)|x=b
x=a − 2

b∫
a

[g′(x)−u′(x)]g′′′(x)dx =

= Φ(u)−Φ(g)− 2
n∑

k=1

xk∫
xk−1

[g′(x)−u′(x)]g′′′(x)dx
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Íî g′′′(x) = ck = const íà îòðåçêå [xk−1,xk], ïîýòîìó

Φ(u− g) = Φ(u)−Φ(g)− 2
n∑

k=1

ck (g(x)−u(x))|x=xk

x=xk−1
=

= Φ(u)−Φ(g).

îòñþäà è èç (18) âûòåêàåò, ÷òî

Φ(g) = Φ(u)−Φ(u− g) 6 Φ(u), (19)

äëÿ ëþáîé ôóíêöèè

u ∈ W 2
2 [a,b], u(xk) = fk, k = 0,n.

Òàêèì îáðàçîì íà êóñî÷íî-êóáè÷åñêîé ôóíêöèè ðåàëèçóåòñÿ ìèíèìóì
ôóíêöèîíàëà (17) è äðóãèõ òî÷åê ìèíèìóìà ó ôóíêöèîíàëà íåò.
Âòîðîå îïðåäåëåíèå êóñî÷íî-êóáè÷åñêîé ñïëàéí-ôóíêöèè.�
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Îïðåäåëåíèå. Ñïëàéíîì èëè ñïëàéí-ôóíêöèåé íàçûâàþò òàêóþ ôóêíöèþ
èç êëàññà W 2

2 [a,b], êîòîðàÿ ïðèíèìàåò â óçëàõ ñåòêè çàäàííûå çíà÷åíèÿ è
ìèíèìèçèðóåò ôóíêöèîíàë (17).
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