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1. ÃÈÏÅÐÁÎËÈ×ÅÑÊÈÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß
Ê ãèïåðáîëè÷åñêèì óðàâíåíèÿì ïðèâîäÿò çàäà÷è êîëåáàíèÿ ñòðóíû, ðàñïðîñòðàíåíèå

âîçìóùåíèé ýëåêòðîìàãíèòíûõïîëåé, äâèæåíèå ñæèìàåìîãî ãàçà èìíîãèå äðóãèå çàäà÷è.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìàëûõ êîëåáàíèé îäíîðîäíîé ñòðóíû äëèíû l, äëÿ êîòîðîé çàäàíû

íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå è íà÷àëüíûå ñêîðîñòè, à òàêæå çàêîíû äâèæåíèÿ êîíöîâ ñòðóíû. Â
ðàìêàõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè òàêàÿ çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

utt = a2uxx, 0< x < l, t > 0;

u
∣∣
t=0

= ϕ(x), ut

∣∣
t=0

= ψ(x),

u
∣∣
t=0

= µ(t), u
∣∣
x=l

= ν(t).

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ñåòî÷íûì ìåòîäîì âûáåðåì ðàâíîìåðíóþ ïðÿìîóãîëüíóþ
ñåòêó ñ óçëàìè (xn; tm), n = 0,N , m = 0,M , ãäå xn = nh, tm = mτ , h = l

N
, τ = T

M
.

×àñòíûå ïðîèçâîäíûå çàìåíèì ñîîòâåòñòâóþùèìè êîíå÷íûìè ðàçíîñòÿìè. Â ðåçóëüòàòå
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå çàìåíèòñÿ ðàçíîñòíûì óðàâíåíèåì

um+1
n − 2um

n +um−1
n

τ 2
= a2u

m
n−1− 2um

n +um
n+1

h2
, n= 1,N − 1, m= 1,M − 1,

à íà÷àëüíîå óñëîâèå ut

∣∣
t=0

= ψ(x)| ðàçíîñòíûì ñîîòíîøåíèåì

u1
n−u0

n

τ
= ψn, n= 1,N − 1.
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Äðóãîå íà÷àëüíîå óñëîâèå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â ðàçíîñòíîé çàäà÷å ðåàëèçóþòñÿ òî÷íî:

u0
n = ϕn, i= 0, N ; un

0 = µm, m= 0,M.

Ïîëó÷åíà ïîëíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé, ñâÿçûâàþùàÿ çíà÷åíèÿ ñåòî÷íîé ôóíêöèè um
n â

óçëàõ âûáðàííîé ñåòêè. Ýòà ñèñòåìà, êàê è â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ìîæåò
ðåøàòüñÿ ïîñëîéíî. Ïî íà÷àëüíîìó ïîëîæåíèþ ñòðóíû îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ñåòî÷íîé
ôóíêöèè íà íóëåâîì ñëîå, ò.å. ïðè m = 0. Ïî íà÷àëüíûì ñêîðîñòÿì îïðåäåëÿþòñÿ
çíà÷åíèÿ ñåòî÷íîé ôóíêöèè íà ïåðâîì ñëîå. Íàêîíåö, ïî ðàçíîñòíîìó óðàâíåíèþ ìîæíî
âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ ñåòî÷íîé ôóíêöèè âî âíóòðåííèõ óçëàõ (m+ 1)-ãî ñëîÿ ïî óæå
èçâåñòíûì çíà÷åíèÿì äâóõ ïðåäûäóùèõ ñëîåâ. Çíà÷åíèÿ â ãðàíè÷íûõ óçëàõ (m+ 1)-
ãî ñëîÿ íàõîäÿòñÿ èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.

Ó÷èòûâàÿ âèä ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ, çàêëþ÷àåì, ÷òî
ïîëó÷åííàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà ÿâíàÿ. Ðàçíîñòíîå óðàâ-
íåíèå ñâÿçûâàåò ïÿòü óçëîâ ñåòêè: óçåë (xn, tm) è ÷åòûðå
ïðèëåãàþùèõ óçëà. Ñîîòâåòñòâóþùèé øàáëîí íàçû-
âàåòñÿ <êðåñò>. Êàê è â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ òåïëîïðî-
âîäíîñòè, ÿâíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà îêàçûâàåòñÿ óñëîâíî
óñòîé÷èâîé, ò.å. îíà óñòîé÷èâà òîëüêî ïðè îïðåäåëåí-
íûõ ñîîòíîøåíèÿõ øàãîâ h è τ ñåòêè.
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1.1. Àïïðîêñèìàöèÿ
Ðàçëîæèì òî÷íîå ðåøåíèå ïî ôîðìóëå Òåéëîðà â òî÷êå (xn; tm)

um
n±1 = u±hux +

h2

2
uxx±

h3

6
uxxx +

h4

24
uxxxx + o(x4);

um±1
n = u± τut +

τ 2

2
utt±

τ 3

6
uttt +

τ 4

24
utttt + o(t4).

Âû÷èñëèì íåâÿçêó ñèñòåìû (âû÷èñëèòü ñàìîñòîÿòåëüíî)

ψ = utt− a2uxx−
1

τ 2

(
um+1

n − 2um
n +um−1

n

)
+
a2

h2

(
um

n−1− 2um
n +um

n+1

)
=O(τ 2 +h2).

Òàêèì îáðàçîì, àïïðîêñèìàöèÿ ïðîèçâîäíûõ êîíå÷íûìè ðàçíîñòÿìè äàåò ïîðÿäîê
àïïðîêñèìàöèè O(h2 + τ 2) äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ è O(h2 + τ) äëÿ âòîðîãî
íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ (íà÷àëüíûõ ñêîðîñòåé). ×òîáû ïîâûñèòü ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè
íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ äî òàêîãî æå, êàê è ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ, ìîæíî èñïîëüçîâàòü äâà ïðèìûêàþùèõ óçëà ñåòêè. Â ñîîòâåòñòâèè ñ
ôîðìóëîé Òåéëîðà

u1
n−u0

n

τ
= ψn +

τ

2
utt(xn, tm) +O(τ 2).

Çàìåíèâ íåèçâåñòíîå çíà÷åíèå utt ñ ïîìîùüþ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íà a2uxx, à
çàòåì ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî x | âòîðîé êîíå÷íîé ðàçíîñòüþ, ïîëó÷èì ñëåäóþùèé
âàðèàíò àïïðîêñèìàöèè âòîðîãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ñ ïîðÿäêîì O(h2 + τ 2):

u1
n−u0

n

τ
= ψn +

τ

2

u0
n−1− 2u0

n +u0
n+1

h2
.
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1.2. Óñòîé÷èâîñòü ðàçíîñòíîé ñõåìû <êðåñò>
Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîëó÷åííîé ðàçíîñòíîé ñõåìû ìîäèôèöèðóåì åå òàê, ÷òîáû

ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ áûëè îäíîðîäíûìè. Ýòî ðàâíîñèëüíî çàìåíå â ðàçíîñòíîì óðàâíåíèè
ãðàíè÷íûõ óçëîâ èçâåñòíûìè çíà÷åíèÿìè. Ïîñëå ýòîãî â ðàçíîñòíîì óðàâíåíèè
ãðàíè÷íûå óçëû áóäóò îòñóòñòâîâàòü, ÷òî ðàâíîñèëüíî íóëåâûì çíà÷åíèÿì ñåòî÷íîé
ôóíêöèè â íèõ. Íî ïðè ýòîì ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå ñòàíåò íåîäíîðîäíûì:

um+1
n − 2um

n +um−1
n

τ 2
= a2u

m
n−1− 2um

n +um
n+1

h2
+ fm

n , i= 1, N−1, j = 1, M−1,

ãäå

fm
n =


a2µm

h2 , n= 1;
0, 1< n <N − 1;

a2νm

h2 , n=N − 1.

Äàëåå, ââåäåì îáîçíà÷åíèå um äëÿm-ãî âðåìåííîãî ñëîÿ. Òîãäà ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå
ïðèìåò âèä

um+1− 2um +um−1

τ 2
=
a2

h2
Λum + fm,

ãäå (Λu)n = un−1− 2un +un+1, à fm | âðåìåííîé ñëîé ñåòî÷íîé ôóíêöèè fm
n .

Ïîñêîëüêó ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå ëèíåéíîå, çàäà÷à îöåíêè ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ
ðàçíîñòíîé çàäà÷è ðàñïàäàåòñÿ íà äâå: çàäà÷ó ó÷åòà ïîãðåøíîñòè íà÷àëüíûõ óñëîâèé,
êîòîðûå ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê îøèáêè δu0 è δu1 íà ïåðâûõ äâóõ ñëîÿõ, âû÷èñëÿåìûõ
ñ ïîìîùüþ íà÷àëüíûõ óñëîâèé, è çàäà÷ó ó÷åòà îøèáîê δfm ñåòî÷íîé ôóíêöèè fm,
âûòåêàþùèõ èç îøèáîê ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ðàññìîòðèì ïåðâóþ èç ýòèõ çàäà÷. Ñ÷èòàåì,
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÷òî ñåòî÷íàÿ ôóíêöèÿ çàäàíà òî÷íî, à íà÷àëüíûå óñëîâèÿ èìåþò îøèáêè δu0 è δu1. Òîãäà
îøèáêè δum ñâÿçàíû îäíîðîäíûì ðàçíîñòíûì óðàâíåíèåì

δum+1− 2δum + δum−1

τ 2
=
a2

h2
Λδum, j = 1, M−1. (1.1)

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è âûáåðåì òàêîé áàçèñ ei â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå
ñåòî÷íûõ ôóíêöèé um ñ íóëåâûìè çíà÷åíèÿìè â ãðàíè÷íûõ óçëàõ, â êîòîðîì îïåðàòîð Λ
èìååò äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó. Åñëè ââåñòè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

(u, v)h =
N−1∑
i=1

uivih,

òî îïåðàòîð Λ áóäåò ñàìîñîïðÿæåííûì, à âûáðàííûé áàçèñ ei | îðòîãîíàëüíûì. Ïðè
îáñóæäåíèè óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè áûëî ïîêàçàíî, êàê íàéòè ñîáñòâåííûå âåêòîðû
ek. Â äàííîì ñëó÷àå ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî

(ek)j = sin
kπj

N
, j = 1, N−1, k = 1, N−1.

Íåïîñðåäñòâåííûé ïîäñ÷åò ïîêàçûâàåò, ÷òî

|ek|2 = h
N−1∑
j=1

sin2 kπj

N
=
Nh

2
=
l

2
,
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ãäå l | äëèíà ñòðóíû. Ïðè ýòîì âåêòîðàì ek, k = 1, N−1, ñîîòâåòñòâóþò ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ λk =−4sin2 kπ

2N
.

Ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå â ñèëó äèàãîíàëüíîñòè ìàòðèöû îïåðàòîðà Λ ðàñïàäàåòñÿ íà
íåçàâèñèìûå îäíîìåðíûå óðàâíåíèÿ

v
(m+1)
i − 2v

(m)
i + v

(m−1)
i

τ 2
=
a2

h2
λnv

(m)
n , n= 1, N−1, (1.2)

â êîòîðûõ v(m)
n , n = 1, N−1, | êîîðäèíàòû ñåòî÷íîé ôóíêöèè δum â áàçèñå ei. Ðåøåíèå

îäíîìåðíîãî ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ (1.2) èùåì â âèäå ñåòî÷íîé ôóíêöèè qm (ñòåïåííàÿ
ôóíêöèÿ | ïî àíàëîãèè ñ ëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì âòîðîãî ïîðÿäêà).
Ïîäñòàâèâ qm âìåñòî v(m)

n , ïîëó÷èì

qm+1− 2qm + qm−1

τ 2
=
a2

h2
λnq

m,

èëè ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà qm−1

q2−
(
2 +

a2τ 2

h2
λn

)
q+ 1 = 0. (1.3)

Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå èìååò äâà êîðíÿ, äàþùåå äâà íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîãî
óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà. Îáùåå ðåøåíèå ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ â âèäå
ëèíåéíîé êîìáèíàöèè C1q

m
1 + C2q

m
2 , ãäå q1, q2 | êîðíè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ (1.3).

Ïîñòîÿííûå C1 è C2 îïðåäåëÿþòñÿ ïî ïåðâûì äâóì èçâåñòíûì çíà÷åíèÿì ôóíêöèè v
(m)
n
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(ò.å. ïðè m = 0 è m = 1). Ïîñêîëüêó v(m)
n | êîîðäèíàòû ñåòî÷íîé ôóíêöèè m-ãî ñëîÿ â

îðòîãîíàëüíîì áàçèñå, íîðìà ñåòî÷íîé ôóíêöèè δum îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

||δum||2 =
N−1∑
n=1

|vm
n |2|en|2 =

l

2

N−1∑
n=1

|vm
n |2.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ||δum|| îñòàåòñÿ îãðàíè÷åííîé ïðè âîçðà-
ñòàíèè m â òîì è ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà è qn1, è qn2 äëÿ ëþáîãî n ïî ìîäóëþ íå
ïðåâûøàþò åäèíèöû. Îäíàêî èç êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ (1.3) âûòåêàåò, ÷òî q1q2 = 1. Îáà
óñëîâèÿ áóäóò âûïîëíÿòüñÿ òîãäà, êîãäà êîðíè qn1 è qn2 ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíûìè, ò.å. ïðè

−2 6 2 + a2 τ
2

h2
λn 6 2.

Ïðàâîå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ, ïîñêîëüêó ëèíåéíûé îïåðàòîð Λ èìååò òîëüêî
îòðèöàòåëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. À ëåâîå íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî

a2τ 2

h2
6

4

|λn|

äëÿ êàæäîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λn îïåðàòîðà Λ. ×òîáû ýòî èìåëî ìåñòî, íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà

a2τ 2

h2
6

4

|λmax|
,
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ãäå λmax|ìàêñèìàëüíîå ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðàΛ. Èç àíàëèçà ýòîãî
îïåðàòîðà, ñëåäóåò, ÷òî |λmax|= 4cos2 π

2N
áëèçêî ê 4 è ïðè ðîñòåN ñòðåìèòñÿ ê 4. Ïîýòîìó

ðàññìàòðèâàåìàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà óñòîé÷èâà, åñëè

a2τ 2

h2
6 1.

Íàéäåííîå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λn îáà êîðíÿ qn1

qn2 ïî ìîäóëþ íå ïðåâûøàþò åäèíèöû. Ýòî íåîáõîäèìîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè: åñëè
îíî íå âûïîëíÿåòñÿ, òî íåêîòîðûå êîîðäèíàòû, à ñëåäîâàòåëüíî, è íîðìà, íåîãðàíè÷åííî
âîçðàñòàþò îò ñëîÿ ê ñëîþ. Óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî ýòî óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ è äîñòàòî÷íûì.
Èñïîëüçóÿ ðåøåíèÿ qn1 è qn2 óðàâíåíèÿ (1.3), çàêëþ÷àåì, ÷òî

vm
n = Cn1q

m
n1 +Cn2q

m
n2,

ãäå ïîñòîÿííûå Cn1 è Cn2 îïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé{
Cn1 +Cn2 = v0

n,
Cn1qn1 +Cn2qn2 = v1

n.

Èç ýòîé ñèñòåìû íàõîäèì

Cn1 =
qn2v

(0)
n − v(1)

n

qn2− qn1

, Cn2 =−qn1v
(0)
n − v(1)

n

qn2− qn1

.

Ñëåäîâàòåëüíî,

v(m)
n = v(1) q

m
n2− qm

n1

qn2− qn1

− v(0) q
m−1
n2 − qm−1

n1

qn2− qn1

.
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Ïðè áîëüøîì êîëè÷åñòâå âðåìåííûõ ñëîåâ âåëè÷èíû |qm
n2 − qm

n1| è |qm−1
n2 − qm−1

n1 | ìîãóò
ïðèíèìàòü ïðàêòè÷åñêè ëþáîå çíà÷åíèå îò 0 äî 2. Íàèëó÷øåé îöåíêîé â äàííîì ñëó÷àå
ÿâëÿåòñÿ

|v(m)
n |6 2

|v(1)
n |+ |v(0)

n |
|qn2− qn1|

=
|v(1)

n |+ |v(0)
n |

2aτ
h

sin nπ
2N

√
1− a2τ2

h2 sin2 nπ

2N

6
|v(1)

n |+ |v(0)
n |

2aτ
h

sin nπ
2N

√
1− sin2 nπ

2N

6
|v(1)

n |+ |v(0)
n |

aτ
h

sin π
N

.

Ñóììèðóÿ ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà (x+ y)2 6 2x2 + 2y2, çàêëþ÷àåì, ÷òî

||δum||2 6
2h2

(
||δu0||2 + ||δu1||2

)
a2τ 2 sin2 π

N

.

Åñëè ||δu0||< ε è ||δu1||< ε, òî

||δum‖6
2hε

aτ sin π
N

.

Ìû âèäèì, ÷òî ñ óìåíüøåíèåì øàãà ñåòêè (óâåëè÷åíèåì N ) ïîãðåøíîñòü, ñâÿçàííàÿ
ñ ïîãðåøíîñòÿìè íà÷àëüíûõ äàííûõ ðàñòåò, õîòÿ è íå òàê áûñòðî, êàê ãåîìåòðè÷åñêàÿ
ïðîãðåññèÿ: ðîñò ñîñòàâëÿåò ïîðÿäêà N , èëè ïîðÿäêà 1/h. Ñ ó÷åòîì ïîðÿäêà íåâÿçêè
O(h2 + τ 2) ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ñ èçìåëü÷åíèåì ñåòêè ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåííîãî
ðåøåíèÿ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî çàíèæåíèå âåëè÷èíû aτ

h
ïðèâîäèò ê

óâåëè÷åíèþ ïîãðåøíîñòè. Îïòèìàëüíûé âàðèàíò | çíà÷åíèå, ðàâíîå åäèíèöå èëè ÷óòü
ìåíüøå åäèíèöû. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ïðèáëèæåííîé ôîðìóëîé

||δum|| ≈ 2ε

sin π
N

≈ 2lε

πh
.
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Òåïåðü ïîìèìî ïîãðåøíîñòåé íà÷àëüíûõ óñëîâèé ó÷òåì ïîãðåøíîñòè â ãðàíè÷íûõ
óñëîâèÿõ. Óðàâíåíèå íà ïîãðåøíîñòè áóäåò èìåòü âèä

δum+1− 2δum + δum−1

τ 2
=
a2

h2
Λδum + δfm.

Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèì

δum+1 =
(
2E+

τ 2a2

h2
Λ

)
δum− δum−1 + τ 2δfm.

Ýòî óðàâíåíèå îòëè÷àåòñÿ îò (1.1) ëèøü äîïîëíèòåëüíûì ñëàãàåìûì, êîòîðîå ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê ÷àñòü îøèáêè, èìåþùåéñÿ â ñåòî÷íîé ôóíêöèè íà (m− 1)-ì ñëîå.
Èñïîëüçóÿ ñåòî÷íûåôóíêöèè δum è δum−1 +τ 2δfm êàê íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ðàçíîñòíîé
çàäà÷è, çàêëþ÷àåì, ÷òî íà k-ì ñëîå ïîãðåøíîñòü τ 2δfm ïðèâåäåò ê äîïîëíèòåëüíîé
ïîãðåøíîñòè ïîðÿäêà hτ ||δfm||

asin(π/N)
≈ τ

π
||δfm||. Íà ýòîì ñëîå ñêëàäûâàþòñÿ ïîãðåøíîñòè,

âîçíèêàþùèå íà âñåõ ïðåäûäóùèõ ñëîÿõ, ÷òî (ïðè óñëîâèè ||δfm|| < ε) ïðèâîäèò ê
äîïîëíèòåëüíîé ñóììàðíîé ïîãðåøíîñòè ïîðÿäêà T

π
ε (T |ïåðèîä âåðåìåíè, íà êîòîðîì

ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ).
Âñå ïðîâåäåííûå ïîäñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî, íåñìîòðÿ íà ôàêòè÷åñêîå îòñóòñòâèå

óñòîé÷èâîñòè ðàçíîñòíîé ñõåìû, ïðè N → ∞ ðåøåíèå ðàçíîñòíîé çàäà÷è â óçëàõ
ñåòêè ñòðåìèòñÿ ê ðåøåíèþ êðàåâîé çàäà÷è, ò.å. ðàçíîñòíàÿ ñõåìà îáëàäàåò ñâîéñòâîì
ñõîäèìîñòè.

ÌÃÒÓ èì. Í. Ý. Áàóìàíà, ÔÍ12, âåñíà 2020. 11



2. ÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß
Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó

∂2u

x2
+
∂2u

y2
+ f(x,y) = 0, 0< x < a, 0< y < b,

u
∣∣
x=0

= µ(y), u
∣∣
x=a

= ν(y),

u
∣∣
y=0

= ϕ(x), u
∣∣
y=b

= ψ(x).

Âûáåðåì ñåòêó (xi;yj), ãäå xn = ihx, i = 0, N , ym = jhy, j = 0, N . Ðàçíîñòíóþ ñõåìó
ïîñòðîèì, àïïðîêñèìèðóÿ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå 2-ãî ïîðÿäêà âòîðûìèðàçíîñòÿìè. Ïóñòü
uij = u(xi,yj), fij = f(xi,yj). Òîãäà

ui−1,j − 2uij +ui+1,j

h2
x

+
ui,j−1− 2uij +ui,j+1

h2
y

+ fij = 0,

u0j = µj, uNj = νj, ui0 = ϕi, uiN = ψi.

Çäåñü íåèçâåñòíûìè ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ñåòî÷íîé ôóíêöèè âî âíóòðåííèõ óçëàõ,
ò.å. ïðè i, j = 1, N−1, ïîñêîëüêó â ãðàíè÷íûõ óçëàõ çíà÷åíèÿ ñåòî÷íîé ôóíêöèè äàíû.
Ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè â äàííîì ñëó÷àå ðàâåí O(h2

x +h2
y).
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Êàæäîå èç óðàâíåíèé ðàçíîñòíîé çàäà÷è ñâÿçûâàåò òå-
êóùèé óçåë (i, j) ñåòêè ñ ÷åòûðüìÿ áëèæàéøèìè óçëàìè.
Øàáëîí ðàçíîñòíîé ñõåìû, íàçûâàåìîé ðàçíîñòíîé
ñõåìîé <êðåñò>, ïîêàçàí íà ðèñóíêå.
Ýòîò øàáëîí ñîâïàäàåò ñ øàáëîíîì ðàçíîñòíîé ñõå-
ìû äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ, íî ýòè ðàçíîñòíûå ñõåìû
ðàçëè÷àþòñÿ ïðèíöèïèàëüíî: â ñëó÷àå âîëíîâîãî óðàâ-
íåíèÿ ðåøåíèå ìîæíî áûëî ïðîâîäèòü ïîñëîéíî, â òî
âðåìÿ êàê â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà ýòî íåâîçìîæíî.

2.1. Àíàëèç ðàçíîñòíîé ñõåìû
Êàê è â äðóãèõ ñëó÷àÿõ, ïðîâåäåì àíàëèç ðàçíîñòíîé ñõåìû íà óñòîé÷èâîñòü. Çà-

êëþ÷åíèå î ñõîäèìîñòè ðàçíîñòíîé ñõåìû ìîæíî áóäåò ñäåëàòü èñõîäÿ è åå óñòîé÷èâîñòè
è ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè.
Òàê êàê àïïðîêñèìàöèÿ ïðèâåëà ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, òî àíàëèç íà

óñòîé÷èâîñòü ñâîäèòñÿ ê àíàëèçó ñâîéñòâ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà L= Λx + Λy, ãäå

(Λxu)ij =
ui−1,j − 2uij +ui+1,j

h2
x

, (Λyu)ij =
ui,j−1− 2uij +ui,j+1

h2
y

.

Èç ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé óäàëèì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ïîäñòàâèâ èõ íåïîñðåä-
ñòâåííî â óðàâíåíèÿ äëÿ ïðèãðàíè÷íûõ óçëîâ (ò.å. êîãäà îäèí èç èíäåêñîâ 1 èëè N − 1).
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé, ñîîòâåòñòâóþùóþ îäíîðîäíîé ðàçíîñòíîé çà-
äà÷å. Â ýòîì ñëó÷àå èùåòñÿ ñåòî÷íàÿ ôóíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ â ãðàíè÷íûõ óçëàõ íóëåâûå
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çíà÷åíèÿ. Ìíîæåñòâî òàêèõ ôóíêöèé åñòü ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè (N − 1)2.
Íà ýòîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå ââåäåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïî ôîðìóëå

(u, v) =
N−1∑
i=1

N−1∑
j=1

uijvijhxhy.

Â ýòîì ñëó÷àå ñòàíäàðòíûé áàçèñ (ò.å. ñèñòåìà ñåòî÷íûõ ôóíêöèé, êîòîðûå â îäíîì óçëå
èìåþò çíà÷åíèå 1, à â îñòàëüíûõ 0). áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé îðòîãîíàëüíûé áàçèñ,
ïðè÷åì êâàäðàò íîðìû ëþáîé áàçèñíîé ôóíêöèè áóäåò ðàâåí hxhy.
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì åâêëèäîâîìïðîñòðàíñòâå ëèíåéíûé îïåðàòîð

L ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì, íåïîñðåäñòâåííî èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ñàìîñîïðÿæåí-
íîãî îïåðàòîðà. Ïðîùå îäíàêî çàïèñàòü ìàòðèöó ýòîãî îïåðàòîðà â ñòàíäàðòíîì áàçèñå,
óñòàíîâèâ ïîðÿäîê ñðåäè âåêòîðîâ áàçèñà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç eij áàçèñíóþ ôóíêöèþ, ïðè-
íèìàþùóþ çíà÷åíèå 1 â óçëå (i, j). Óñòàíîâèì ñëåäóþùèé ïîðÿäîê áàçèñíûõ ôóíêöèé:

e11, e12, , . . . , e1,N−1, ,e21, . . . , eN−1,N−1.

Â ìàòðèöå îïåðàòîðà â ñòðîêå, ñîîòâåòñòâóþùåé óçëó (i, j), ò.å. â ñòðîêå ñ íîìåðîì
(i− 1)(N − 1) + j äèàãîíàëüíûì ýëåìåíòîì áóäåò êîýôôèöèåíò, êîòîðûé â óðàâíåíèè
(2) ñîîòâåòñòâóåò óçëîâîìó çíà÷åíèþ uij , êîýôôèöèåíòû ïðè ui,j−1 è ui,j+1 áóäóò
ðàñïîëîæåíû ðÿäîì ñ äèàãîíàëüíûì ëåâåå è ïðàâåå, à êîýôôèöèåíòû ïðè ui−1,j è ui+1,j

áóäóò îòñòîÿòü îò äèàãîíàëüíîãî âëåâî è âïðàâî íà N − 1 ìåñò. Òàêóþ ìàòðèöó óäîáíî
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çàïèñàòü êàê áëî÷íî-òðåõäèàãîíàëüíóþ, ñîñòîÿùóþ èç êâàäðàòíûõ áëîêîâ ïîðÿäêàN −1:

[L] =


A 1

h2
x
E 0 . . . 0

1
h2

x
E A 1

h2
x
E .. . 0

0 1
h2

x
E A .. . 0

. . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . A

 ,

ãäå

A=



− 2
h2

x

− 2
h2

y

1
h2

y

0 . . . 0

1
h2

y

− 2
h2

x

− 2
h2

y

1
h2

y

. . . 0

0
1
h2

y

− 2
h2

x

− 2
h2

y

. . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . − 2
h2

x

− 2
h2

y


,

à E | åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà N − 1.
Ïîñêîëüêó ïîëó÷åííàÿ ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà â îðòîãîíàëüíîì áàçèñå ñèììå-

òðè÷íà, ýòîò îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì
Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ðàññìàòðèâàåìîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ìîæíî íàéòè, ïðîâåäÿ

àíàëîãèþ ñ íåïðåðûâíûì ñëó÷àåì. Â äàííîì ñëó÷àå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ìîæíî èñêàòü
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â âèäå gij = sinωxi sinωyj. Ó÷åò îäíîðîäíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïîçâîëÿåò íàéòè ÷àñòîòû
ωx è ωy. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñèñòåìó ôóíêöèé gkl, k, l = 1, N−1, ñî çíà÷åíèÿìè

gkl
ij = sin

kπi

N
sin

lπj

N
.

Âñå ýòè ôóíêöèè ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû, êàê ñîáñòâåííûå ôóíêöèè, îòâå÷àþùèå
ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì. Îíè èìåþò îäèíàêîâûå íîðìû:

||gkl||2 =hxhy

N−1∑
i=1

N−1∑
j=1

sin2 kπi

N
sin2 lπj

N
=hxhy

(N−1∑
i=1

sin2 kπi

N

)(N−1∑
j=1

sin2 lπj

N

)
=
N2

4
hxhy =

ab

4
.

Ñîáñòâåííîé ôóíêöèè gkl îòâå÷àåò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå

λkl =− 4

h2
x

sin2 kπ

2N
− 4

h2
y

sin2 lπ

2N
.

Îòìåòèì ìèíèìàëüíîå λmin è ìàêñèìàëüíîå λmax ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ:

λmin =−
(

4

h2
x

+
4

h2
x

)
sin2 π

2N
, λmax =−

(
4

h2
x

+
4

h2
x

)
cos2 π

2N
.

Ðàññìàòðèâàåìóþ ðàçíîñòíóþ çàäà÷ó ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê îïåðàòîðíîå
óðàâíåíèå Lu + f = 0. Äëÿ îöåíêè óñòîé÷èâîñòè ðàçíîñòíîé ñõåìû íóæíî îöåíèòü
íîðìó îïåðàòîðà L−1, ïîñêîëüêó îøèáêà ïðàâîé ÷àñòè δf è îøèáêà ðåøåíèÿ δu ñâÿçàíû
ñîîòíîøåíèåì δu =−L−1δf , à èõ íîðìû | íåðàâåíñòâîì ||δu||6 ||L−1|| ||δf ||.
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Èçâåñòíî, ÷òî íîðìà ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðàL ñîâïàäàåò ñ ìàêñèìóìîì ìîäóëåé
åãî ñîáñòâåííûõ÷èñåë, ò.å. ||L||=λmax. ËèíåéíûéîïåðàòîðL−1 òàêæå ñàìîñîïðÿæåííûé,
à åãî ìàêñèìàëüíîå ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííîå ÷èñëî åñòü 1/λmin. Òàêèì îáðàçîì,

||L−1||= 1/λmin =
h2

xh
2
y

4(h2
x +h2

y)sin2 π
2N

=
a2b2

a2 + b2
1

4N2 sin2 π
2N

≈ a2b2

π2(a2 + b2)
.

Âèäíî, ÷òî ñ ðîñòîì N íîðìà îïåðàòîðà L−1 îñòàåòñÿ îãðàíè÷åííîé. Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî
ïîñòðîåííàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé. Ïîñêîëüêó ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè
ðàâåí O(1/N2), çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðè N →∞ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà ñõîäèòñÿ ñî âòîðûì
ïîðÿäêîì.

Çàìå÷àíèå 2.1. Îäíàêî íå âñå òàê õîðîøî, êàê êàæåòñÿ ñ ïåðâîãî âçãëÿäà. Ñõåìà
àáñîëþòíî óñòîé÷èâà. Íî ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé Lu + f = 0.
Êà÷åñòâî ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (åå ÷óâñòâèòåëüíîñòü ê îøèáêàì ïðàâûõ ÷àñòåé)
îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì îáóñëîâëåííîñòè condL, ðàâíûì ||L|| ||L−1||. Óâåëè÷åíèå ÷èñëà
îáóñëîâëåííîñòè âåäåò ê óñèëåíèþ âëèÿíèÿ íà ðåçóëüòàò îøèáîê îêðóãëåíèÿ, à â
èòåðàöèîííîì ïðîöåññå | ê óâåëè÷åíèþ ÷èñëà èòåðàöèé. Â äàííîì ñëó÷àå

condL=
|λmax|
|λmin|

= ctg2 π

2N
≈ 4N2

π2
.
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