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1. ÏÀÐÀÁÎËÈ×ÅÑÊÈÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß
Ê ïàðàáîëè÷åñêèì óðàâíåíèÿì îòíîñÿòñÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè, äèôôóçèè

è ò.ä. Òèïè÷íîé ïîñòàíîâêîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à òåïëîïðîäíîñòè ñ ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè ïåðâîãî ðîäà.

ut(x,t) = a2uxx(x,t) + f(x,t), 0< x < l, t > 0

u(x,0) = µ(x), 0 6 x6 l;

u(0, t) = µ1(t), u(l, t) = µ2(t), 0 6 t6 T.

Â äàííîì ñëó÷àå ìîæíî ðàññìîòðåòü ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî äâàæäû íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé u(x,t) è â íåì ëèíåéíûé îïåðàòîð L, êîòîðûé êàæäîé
ôóíêöèè u(x,t) ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå óïîðÿäî÷åííûé íàáîð

L(u) =
(
ut − a2uxx;u(x,0);u(0, t);u(l, t)

)
,

ÿâëÿþùèéñÿ ýëåìåíòîì ñîîòâåòñòâóþùåãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà. Òîãäà êðàåâóþ
çàäà÷ó ìîæíî çàïèñàòü â âèäå Lu= g, ãäå f | ýòî óïîðÿäî÷åííûé íàáîð

g = (f(x,t);µ(x);µ1(t);µ2(t)) .

Ðàññìàòðèâàåìûå ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà áåñêîíå÷íîìåðíû. Ïðè äèñêðåòèçàöèè
îïåðàòîðíîå óðàâíåíèåLu= g çàìåíÿåòñÿ ñåðèåé óðàâíåíèé L̂N ûN = ĝN , â êîòîðîì ûN |
ñåòî÷íàÿ ôóíêöèÿ, ò.å. íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ â óçëàõ ñåòêè ωh + γh, L̂N |
âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ ëåâûå ÷àñòè ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé, à ĝN | âåêòîð,
îïèñûâàþùèé ïðàâûå ÷àñòè ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé.
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1.1. Ñåìåéñòâî íåÿâíûõ ñõåì
Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèå ðàçíîñòíûå ñõåìû äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Ïåðå-

ïèøåì óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ:
ut(x,t) = kuxx(x,t) + f(x,t), 0< x < a, 0< t6 T

Âîçüìåì â îáëàñòè G = {0, a} × {0, T} ïðÿìîóãîëüíóþ ñåòêó. Ïóñòü ðàññìàòðèâàåìàÿ
ñåòêà áóäåò ðàâíîìåðíîé ñøàãàìèhè τ . Âûáåðåìøåñòèòî÷å÷íûéøàáëîí, èçîáðàæåííûé
íà ðèñóíêå.

Ñîñòàâèì äëÿ äàííîãî øàáëîíà äâóñëîéíóþ ñõåìó
(äàííàÿ ñõåìà áûëà çàäàíà íà äîì).

1

τ
(ŷn − yn) =

kσ

h2
(ŷn−1− 2ŷn + ŷn+1) +

k(1−σ)

h2
(yn−1− 2yn + yn+1) +ϕn, 1 6 n6N − 1.

(1.1)
Êðàåâûå óñëîâèÿ â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å àïïðîêñèìèðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

ŷ0 = µ1 (tm+1) , ŷN = µ2 (tm+1)

Çàìå÷àíèå 1.1. Êàê ïðàâèëî, çíà÷åíèå ϕn âû÷èñëÿþò êàê f(xn, t+ τ/2).
Ïåðåãðóïïèðîâàâ ñëàãàåìûå ïîëó÷èì:

ŷn−1 +

(
2 +

h2

kτσ

)
ŷn + ŷn+1 =

(
− h2

kτσ
+

2(1−σ)

σ

)
yn −

(1−σ)

σ
(yn−1 + yn+1)−

h2

kσ
ϕn;

ŷ0 = µ1 (t+ τ) , ŷN = µ2 (t+ τ) .
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Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà èìååò òðåõäèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó è ìîæåò áûòü ðåøåíà ìåòîäîì
ïðîãîíêè. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðåàëèçóåìîñòè ìåòîäà ïðîãîíêè âûïîëíåíû, òàê êàê
ìàòðèöà ñèñòåìû èìååò ñòðîãîå äèàãîíàëüíîå ïðåîáëàäàíèå.

Çàìå÷àíèå 1.2.

X Åñëè σ = 0, òî íåÿâíàÿ ðàññìàòðèâàåìàÿ ñõåìà (1.1) ñòàíîâèòñÿ ÿâíîé. Ñõåìà
èñïîëüçóåò òîëüêî ÷åòûðå òî÷êè øàáëîíà. Ðàçíîñòíîå ðåøåíèå â ýòîì ñëó÷àå ëåãêî
âû÷èñëÿåòñÿ. Åãî ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü î÷åâèäíû.

X Ïðè σ = 1 ñõåìà íàçûâàåòñÿ ÷èñòî íåÿâíîé è òàêæå èñïîëüçóåò òîëüêî ÷åòûðå òî÷êè
øàáëîíà.

X Ïðè σ = 1/2 ñõåìó íàçûâàþò ñõåìîé ñ ïîëóñóììîé èëè ñèììåòðè÷íîé.

1.1.1. Àïïðîêñèìàöèÿ

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè ðàçëîæèì ðåøåíèå â óçëàõ øàáëîíà ïî
ôîðìóëå Òåéëîðà â òî÷êå (xn, t+ τ/2).

Çàäà÷à 1 Ïîêàçàòü, ÷òî ïðè σ 6= 1/2 ñõåìà èìåå àïïðîêñèìàöèþO(τ +h2). Åñëè σ= 1/2,
òî ñõåìà èìååò àïïðîêñèìàöèþ O(τ 2 +h2)

Решить данную задачу самостоятельно. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü íåâÿçêó.
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Çàäà÷à 2 Ïðè k = const ïîñòðîèòü ñõåìó ïîâûøåííîé òî÷íîñòè.

Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî äâàæäû ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè ïî
ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé:

utxx = kuxxxx + fxx.

Ïðåîáðàçîâàòü íåâÿçêó, çàïèñàâ â ðàçëîæåíèè ïî ôîðìóëå Òåéëîðà áîëüøåå ÷èñëî ÷ëåíîâ
è ïîäñòàâèâ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå äëÿ utxx. Ïîñëå ýòîãî, ïîëîæèâ

σ =
1

2
− h2

12kτ
, ϕn =

(
f +

h2

12
fxx

)
xn,t+τ/2

Решить данную задачу самостоятельно.

1.1.2. Óñòîé÷èâîñòü

Èññëåäóåì ðàññìàòðèâàåìóþ ñõåìó íà óñòîé÷èâîñòü. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðè åùå îäèí
ðàíåå íå îïèñàííûé ñïîñîá, à èìåííî:
Ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ.
Äëÿ ïîñòàâëåííîé íàìè çàäà÷è òðåáîâàíèå óñòîé÷èâîñòè íàëàãàåò îãðàíè÷åíèå íà

ïàðàìåòðû ñåòêè h è τ . Ðàññìîòðèì ñìåøàííóþ ðàçíîñòíóþ ñõåìó, ðàññìàòðèâàÿ ÿâíóþ
è íåÿâíóþ ñõåìû êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ñìåøàííîé. Îñíîâíîé âûâîä çäåñü ñîñòîèò â òîì,
÷òî ñìåøàííàÿ ñõåìà, îïðåäåëÿåìàÿ ïàðàìåòðîì σ, ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé, åñëè(1

2
−σ

)
max
x∈[0,l]

K(u(x))
4τ

h2
6 1.
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Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ñìåøàííàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà ïðè α > 1/2, â òîì
÷èñëå íåÿâíàÿ ñõåìà, óñòîé÷èâû ïðè ëþáûõ ñîîòíîøåíèÿõ h è τ . Ñìåøàííàÿ ðàçíîñòíàÿ
ñõåìà ïðè α < 1/2, â òîì ÷èñëå ÿâíàÿ ñõåìà, óñòîé÷èâû ëèøü ïðè îïðåäåëåííûõ
ñî÷åòàíèÿõ ïàðàìåòðîâ h è τ .
Â çàïèñàííîì íåðàâåíñòâå êîýôôèöèåíò k íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííûì, ò.å. â îáùåì

ñëó÷àå çàäà÷à âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

cρ
∂u

∂t
=

∂

∂x

(
K(u(x))

∂u

∂x

)
+ f(x,t), x ∈ (0, l), t > 0;

u(x,0) = ψ(x);

u(0, t) = µ(t);

K(u)
∂u

∂x

∣∣∣
x=l

=W (t).

×òîáû óïðîñòèòü âûêëàäêè, ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé êðàåâîé çàäà÷è, êîãäà êîýôôè-
öèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè íå çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû, ò.å.K(u)≡K. Â ýòîì ñëó÷àå ââåäåì
îïåðàòîð

(Λg)n =
K

h2

(
gn−1− 2gn + gn+1

)
, n= 1, N − 1.

È ðàçíîñòíàÿ ñõåìà â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ îïåðàòîðíûì óðàâíåíèåì
ŷn − yn

τ
= σΛŷn + (1−σ)Λyn +ϕn, (1.2)

ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

ym
0 = µm, K

ym
N − ym

N−1

h
=Wm, m= 1, M, (1.3)
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è íà÷àëüíûì óñëîâèåì
y0

n = ψn, 0 6 n6N.

Ýòó çàäà÷ó óäîáíî ñâåñòè ê ñëó÷àþ îäíîðîäíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Òàêîå ïðåîáðàçîâà-
íèå àíàëîãè÷íî ïðåîáðàçîâàíèþ íåïðåðûâíîé çàäà÷è: äîñòàòî÷íî ïðèäóìàòü ôóíêöèþ
y0, óäîâëåòâîðÿþùóþ ïîñòàâëåííûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì è ïðîâåñòè çàìåíó y = v+ y0.
Òîãäà ôóíêöèÿ v áóäåò óäîâëåòâîðÿòü îäíîðîäíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì, à â îïåðàòîðíîì
óðàâíåíèè ïîÿâèòñÿ äîïîëíèòåëüíîå ñëàãàåìîå, ñîîòâåòñòâóþùåå ôóíêöèè y0. Â íàøåì
ñëó÷àå ïóñòü z óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (1.3). Â îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå ïîä-
ñòàâèì y = v+ z. Òîãäà

v̂n − vn

τ
= σΛv̂n + (1−σ)Λvn +gn,

ãäå
gn = σΛẑn + (1−σ)Λzn −

ẑn − zn

τ
+ϕn.

Ôóíêöèþ z ëåãêî âûáðàòü. Íàïðèìåð, ìîæíî ïîëîæèòü zm
n = 0 ïðè 1 6 n 6 N − 1,

zm
0 = µm è zm

N = hWm/K. Ìíîæåñòâî îäíîìåðíûõ ñåòî÷íûõ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ
îäíîðîäíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì, ò.å. ôóíêöèé g ∈ Ωh, äëÿ êîòîðûõ g0 = 0 è gN−1 = gN ,
åñòü ïîäïðîñòðàíñòâî â Ωh. Ïîñêîëüêó òàêèå ôóíêöèè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ñâîèìè
çíà÷åíèÿìè âî âíóòðåííèõ óçëàõ, ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ Ω0

h, ãäå
Ωh | ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî îäíîìåðíûõ ñåòî÷íûõ ôóíêöèé, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ
â òî÷êàõ xn, n = 0, N . Ω0

h | ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñåòî÷íûõ ôóíêöèé, êîòîðûå
îïðåäåëåíû âî âíóòðåííèõ óçëàõ ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè xn, n= 1, N − 1.
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Äëÿ îöåíêè áëèçîñòè ñåòî÷íûõ ôóíêöèé â Ω0
h íåîáõîäèìî â ýòîì ëèíåéíîì ïðî-

ñòðàíñòâå ââåñòè íîðìó. Ïîñêîëüêó îíî êîíå÷íîìåðíîå, âûáîð íîðìû íå ÿâëÿåòñÿ
ñóùåñòâåííûì è ìîæåò ïðîâîäèòüñÿ èç ñîîáðàæåíèé óäîáñòâà. Â Ω0

h ìîæíî ââåñòè ñêà-
ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

(u,v)=
N−1∑
i=1

uivih

è íîðìó ||u|| =
√
u, èíäóöèðîâàííóþ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì. Ìû òàêæå áóäåì

îïåðèðîâàòü íîðìîé
||u||c = max{|u1|; |u2|; . . . ; |uN−1|}.

Îøèáêà, ïîëó÷àåìàÿ ïðè âû÷èñëåíèè (m + 1)-ãî ñëîÿ ôîðìèðóåòñÿ îøèáêàìè,
âõîäÿùèìè â çíà÷åíèÿ ôóíêöèé vn è gn. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòè ôóíêöèè èìåþò âèä
vn + δvn è gn + δgn, ãäå ñèìâîë δ óêàçûâàåò íà ïîãðåøíîñòü ôóíêöèè. Òîãäà îñíîâíîå
óðàâíåíèå áóäåò èìåòü âèä

(v̂n + δv̂n)− (vn + δvn)

τ
= σΛ(v̂n + δv̂n) + (1−σ)Λ(vn + δvn) +gn + δgn.

Ñ÷èòàÿ, ÷òî "èñòèííûå" ôóíêöèè vn, v̂n è gn òàêæå ñâÿçàíû îïåðàòîðíûì óðàâíåíèåì,
çàêëþ÷àåì, ÷òî

δv̂n − δvn

τ
= σΛ(δv̂n) + (1−σ)Λ(δvn) + δgn,

ò.å. ïîãðåøíîñòè ñâÿçàíû òåì æå óðàâíåíèåì. Èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ íàõîäèì

δv̂n − τσΛ(δv̂n) = δvn + τ(1−σ)Λ(δvn) + τδgn,
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èëè
(E− τσΛ)δv̂n = (E+ τ(1−σ)Λ)δvn + τδgn.

Åñëè îïåðàòîð E− τσΛ èìååò îáðàòíûé, òî

δv̂n = (E− τσΛ)−1(E+ τ(1−σ)Λ)δvn + τ(E− τσΛ)−1δgn. (1.4)

Êàê ìû âèäèì, â ïîãðåøíîñòü δv̂n âõîäÿò äâå êîìïîíåíòû. Ïåðâàÿ ñâÿçàíà ñ îøèáêîé
ïðåäûäóùåãî ñëîÿ, à âòîðàÿ| ñ îøèáêàìè â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ. Îòìåòèì, ÷òî îïåðàòîð
Λ ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì, òàê êàê â ñòàíäàðòíîì áàçèñå (ò.å. áàçèñå èç ñåòî÷íûõ
ôóíêöèé ek, äëÿ êîòîðûõ ek

i = δk
i , i, k = 1, N−1, ãäå δk

i | ñèìâîë Êðîíåêåðà) ìàòðèöà
ýòîãî îïåðàòîðà ñèììåòðè÷åñêàÿ:

[Λ]e =
K

h2


−2 1 0 . . . 0 0
1 −2 1 . . . 0 0
0 1 −2 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1 −1


Òàêîé îïåðàòîð ïðèâîäèòñÿ ê äèàãîíàëüíîìó âèäó, ïðè÷åì ýëåìåíòû ñîîòâåòñòâóþùåé

ìàòðèöû| ñîáñòâåííûå ÷èñëà| ìîãóò áûòü íàéäåíû êàê ðåøåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ det(Λ−µE) = 0. Îïåðàòîðû

L= (E− τσΛ)−1(E+ τ(1−σ)Λ), F = (E− τσΛ)−1

òàêæå ÿâëÿþòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûìè.
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Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ L èìååò âèä

det(L−µE) = det
(
(E− τσΛ)−1(E+ τ(1−σ)Λ)−µE

)
=

= det(E− τσΛ)−1 · det
(
(E+ τ(1−σ)Λ)−µ(E− τσΛ)

)
=

= det(E− τσΛ)−1 · det
(
τ(1−σ+σµ)Λ− (µ− 1)E

)
= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè îïåðàòîð E − τσΛ îáðàòèì, òî óðàâíåíèå det(L− µE) = 0 ðàâíî-
ñèëüíî óðàâíåíèþ

det

(
Λ− µ− 1

τ(1−σ+σµ)
E

)
= 0.

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà µi îïåðàòîðà L ñâÿçàíû ñ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè
λi îïåðàòîðà Λ ñîîòíîøåíèÿìè

µi − 1

τ(1−σ+σµi)
= λi.

èëè
µi = 1 +

τλi

1−στλi

.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ îïåðàòîðà F èìååò âèä

det(F − νE) = det
(
(E− τσΛ)−1− νE

)
= det(E− τσΛ)−1 · det(τσνΛ− (ν− 1)E) = 0,

îòêóäà
det

(
Λ− ν− 1

τσν
E

)
= 0.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ñîáñòâåííûå ÷èñëà νi îïåðàòîðà F ìîæíî íàéòè ÷åðåç ñîáñòâåííûå
÷èñëà λi îïåðàòîðà Λ ïî ôîðìóëàì

νi =
1

1− τσλi

.

Íàéäåì ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà Λ. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî íàéòè âñå íåòðèâèàëüíûå
ñåòî÷íûå ôóíêöèè v èç ïðîñòðàíñòâà Ω0

h, óäîâëåòâîðÿþùèå îïåðàòîðíîìó óðàâíåíèþ

Λv = λv. Îïåðàòîð Λ íà ñåòî÷íûõ ôóíêöèÿõ ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì îïåðàòîðà
d2

dx2
íà

íåïðåðûâíûõ ôóíêöèÿõ. Ïîýòîìó è ðåøåíèÿ îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî íàéòè ïî
àíàëîãèè. Èùåì ðåøåíèÿ óêàçàííîãî îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ â âèäå

vn = Asinωn+B cosωn, n= 1, N−1.

Èñïîëüçóÿ âèä îïåðàòîðà Λ, íàõîäèì

(Λv)n =
K

h2
(vn−1− 2vn + vn+1) =

K

h2
(2cosω− 2)(Asinωn+B cosωn).

самостоятельно подставить vn и получить правую часть равенства
Íàìîñòàåòñÿ íàéòè ñðåäè ýòèõôóíêöèé òå, êîòîðûå ïîïàäàþò âΩ0

h, ò.å. óäîâëåòâîðÿþò
îäíîðîäíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì v0 = 0 è vN = vN−1. Èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî
B = 0, à èç âòîðîãî çàêëþ÷àåì, ÷òî sinωN = sinω(N − 1), èëè 2sin

ω

2
cosω

(
N − 1

2

)
= 0.

Ðåøåíèÿìè ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ áóäåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ωk =
(2k− 1)π

2N − 1
, k ∈ Z.
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Îíè îïðåäåëÿþòN −1 íåçàâèñèìûõ ñåòî÷íûõ ôóíêöèé vn â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé

vnk = sin
(2k− 1)πn

2N − 1
, n, k = 1, N−1.

Ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè íàéäåííûõ ñîáñòâåííûõ ôóêíöèé áóäóò ÷èñëà

λk =
K

h2

(
2cos

(2k− 1)π

2N − 1
− 2

)
=−4K

h2
sin2 (2k− 1)π

2(2N − 1)
, k = 1, N−1

Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷àåì −4K/h2 6 λk 6 0, à ìàêñèìàëüíîå ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííîå
÷èñëî ðàâíî

λmax =−4K

h2
cos2 π

2N − 1
.

Îïåðàòîð E− τσΛ îáðàòèì, òàê êàê óðàâíåíèå (E− τσΛ)v = 0 èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå
ðåøåíèå. Äåéñòâèòåëüíî, ýòî óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ Λv = (τσ)−1v, íî
ëèíåéíûé îïåðàòîð Λ íå èìååò ïîëîæèòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë, à çíà÷èò, è (τσ)−1

íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ÷èñëîì Λ.
Ïîñêîëüêó îïåðàòîð E− τσΛ îáðàòèì, âñå ðàíåå âûïèñàííûå ðàâåíñòâà, áàçèðóþùè-

åñÿ íà ïðåäïîëîæåíèè îáðàòèìîñòè ýòîãî îïåðàòîðà, êîððåêòíû.
Ïåðåéäåì ê îöåíêå îøèáêè v̂n. Èç ðàâåíñòâà (1.4) ïîëó÷àåì

|δv̂n|6 |L(δvn)|+ τ |F (δgn)|6 ||L|| |δvn|+ τ ||F || |δgn|. (1.5)
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Åâêëèäîâû íîðìû îïåðàòîðîâ L è F ëåãêî íàõîäÿòñÿ ÷åðåç èõ ñîáñòâåííûå ÷èñëà
(ñîáñòâåííî , èìåííî äëÿ ýòîãî è îïðåäåëÿëñÿ èõ ñïåêòð):

||L||= max |µi|= max

1−

4Kτ

h2
sin2 π

2(2N − 1)

1 +σ
4Kτ

h2
sin2 π

2(2N − 1)

;

∣∣∣∣∣∣∣1−
4Kτ

h2
cos2 π

2N − 1

1 +σ
4Kτ

h2
cos2

π

2N − 1

∣∣∣∣∣∣∣
 ,

||F ||= max |νi|= max
1

1− τσλi

=
1

1 +σ
4Kτ

h2
sin2 π

2(2N − 1)

6 1.

Äâà ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (1.5) èìåþò ðàçíûé õàðàêòåð. Ïåðâîå
ÿâëÿåòñÿ èòåðàöèîííûì è â ïðîñòåéøåé ñèòóàöèè gn = 0 ïîëó÷àåì

|δvm
n |6 ||L||n |δv0

n|

×òîáû ïîãðåøíîñòü îñòàâàëàñü îãðàíè÷åííîé, íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ ||L||6 1.
Íî ýòî âûïîëíÿåòñÿ, åñëè

4Kτ

h2

1 +σ
4Kτ

h2

6 2.

÷òî ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó (1

2
−σ

)4Kτ

h2
6 1. (1.6)
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Ïðè ýòîì óñëîâèè, ïðèìåíÿÿ èòåðàöèîííî íåðàâåíñòâî (1.5) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ||F ||6 1,
ïîëó÷àåì

|vm
n |6 |v0

n|+ τ
m−1∑
k=0

|δgk
n|6 |v0

n|+ τm max
k=0, j−1

|δgk
n|6 |v0

n|+T max
k=0,M−1

|δgk
n|,

÷òî è îçíà÷àåò óñòîé÷èâîñòü ðàçíîñòíîé ñõåìû.
Â îáùåì ñëó÷àå (K =K(u)) àíàëèç ðàçíîñòíîé ñõåìû íà óñòîé÷èâîñòü óñëîæíÿåòñÿ,

òàê êàê îïåðàòîðΛ óæå íå áóäóò ëèíåéíûì. Íî â êîíå÷íîì ñ÷åòå âñå ñâîäèòñÿ ê ïîëó÷åíèþ
îöåíîê òèïà óñëîâèÿ Ëèïøèöà |f(x)− f(y)| 6 C|x− y|. Ïðè÷åì òàêèå îöåíêè ìîæíî
ñïåðâà ïîëó÷àòü â ìàëîì, êîãäàK ìîæíî ñ÷èòàòü ïîñòîÿííûì, à çàòåì îáúåäèíÿòü îöåíêè
ïî âñåé îáëàñòè. Â êîíå÷íîì ñ÷åòå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ðàçíîñòíîé ñõåìû â íåëèíåéíîì
ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:(1

2
−σ

)4Kmaxτ

h2
6 1, (1.7)

ãäå Kmax | ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè â îáëàñòè [0, l]×
[0, T ].
Âìåñòî çíà÷åíèÿ Kmax, êîòîðîå ìîæíî îïðåäåëèòü ëèøü, çíàÿ èñêîìóþ ôóíêöèþ

u(x,t), ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êàêóþ-ëèáî îöåíêó ñâåðõó ýòîé âåëè÷èíû. Îòìåòèì, ÷òî â
ñèëó ïîñëîéíîãî õàðàêòåðà ðàçíîñòíîé ñõåìûâ óñëîâèè óñòîé÷èâîñòèìîæíî âìåñòîKmax

èñïîëüçîâàòü íà êàæäîìm-ì øàãå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèåK â îáëàñòè tm 6 t6 tm+1. Ýòî
çíà÷åíèå áëèçêî ìàêñèìàëüíîìó çíà÷åíèþ Km

max íà ïðÿìîé t= tm.
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Ó÷èòûâàÿ ýòî, ìîæíî èñïîëüçîâàòü, íàïðèìåð, ÿâíóþ ñõåìó ñ ïåðåìåííûì øàãîì ïî
âðåìåíè, êîòîðûé ïîäáèðàåòñÿ òàê, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè(1

2
−σ

)4Km
maxτ

h2
6 1.

Ýòî îáåñïå÷èâàåò óñòîé÷èâîñòü ðàçíîñòíîé ñõåìû, ïîñêîëüêó ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèé
ïðè ïåðåõîäå íà î÷åðåäíîé ñëîé íå âîçðàñòàåò.
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