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1. ÌÅÒÎÄ ÑÎÑÒÀÂËÅÍÈß
ÐÀÇÍÎÑÒÍÛÕ ÑÕÅÌ.

Íà ïðåäûäóùèõ çàíÿòèÿõ ìû ðàññìîòðåëè ìåòîäû ñîñòàâëåíèÿ
ðàçíîñòíûõ ñõåì

• Ìåòîä ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè.

• Èíòåãðî-èíòåðïîëÿöèîííûé ìåòîä.

• Ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàïèñü ðàçíîñòíîé ñõåìû â íåðåãóëÿðíûõ
óçëàõ, ò. å. íà ãðàíèöå è, áûòü ìîæåò, âáëèçè íåå.
Íàïðèìåð, â ðàçíîñòíûõ ñõåìàõ äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíî-
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íåðåãóëÿðíûìè ÿâëÿþòñÿ ãðàíè÷íûå óçëû ïðè n= 0 èëè n=N .
Åñëè çàäàíû êðàåâûå óñëîâèÿ 1-ãî ðîäà, ò.å.

u(0, t) = µ1(t), u(a,t) = µ2(t).

Â ýòèõ óçëàõ ìîæíî çàïèñàòü ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ

y0 = µ1(tm), yN = µ2(tm).

Äàííûå óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè è èõ íåâÿçêà ðàâíà íóëþ.
Åñëè çàäàíû êðàåâûå óñëîâèÿ 2-ãî ðîäà, ò.å.

u′x(0, t) = µ1(t), u′x(a,t) = µ2(t)
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Äëÿ îïðåäåëåíîñòè ðàññìîòðè òîëüêî ëåâîå óñëîâèå. Ïðîèç-
âîäíóþ â ýòîì óñëîâèè ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü îäíîñòîðîííåé
ðàçíîñòüþ

1

h
(ŷ1− ŷ0) = µ1 (tm+1) .

Ðàññìîòðèì íåâÿçêó äàííîãî ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ

ψ0 = (û′x)0−
1

h
(û1− û0) = (û′x)0−

− 1

h

(
û0 +h(û′x)0 +

h2

2
(û′′xx)0− û0

)
=−h

2
(û′′xx)0 =O(h).

Ò. å. íåâÿçêà èìååò áîëüøèé ïîðÿäîê ìàëîñòè, ÷åì íåâÿçêà â
ðåãóëÿðíûõ óçëàõ. Â ýòîì ñëó÷àå ïîíèæàåòñÿ îáùàÿ òî÷íîñòü
ðàñ÷åòà.
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1.1. Ñïîñîáû áîðüáû ñ ýòîé ïðîáëåìîé
Ñïîñîá ôèêòèâíûõ òî÷åê. Ââåäåì âíå îòðåçêà (0 6 x 6 a)

ôèêòèâíóþ òî÷êó x−1 = x0 − h. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èñõîäíîå
óðàâíåíèå ñïðàâåäëèâî ïðè x> x−1.
Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòî íà ïðèìåðå ÿâíîé ñõåìû (1.2). Òîãäà

ïðè n= 0 ïîëó÷àåì

1

τ
(ŷ0− y0) =

k

h2

(y−1− 2y0 + y1) .

Â êðàåâûõ óñëîâèÿõ ïðîèçâîäíóþ çàìåíèì ñèììåòðè÷íîé ðàçíî-
ñòüþ

1

2h
(y1− y−1) = µ1 (tm) , =⇒ y−1 =−2hµ1(tm) + y1.

Ïîäñòàâèì â ïðåäûäóùåå óðàâíåíèå è ïîëó÷èì

h

2kτ
(ŷ0− y0) =

1

h
(y1− y0)−µ1 (tm) .
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Ìåòîä óìåíüøåíèÿ íåâÿçêè. Äàííûé ìåòîä ÿâëÿåòñÿ áîëåå
óíèâåðñàëüíûì. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé Òåéëîðà:

u(x1, t) = u(x0, t) +hu′x(x0, t) +
h2

2
u′′xx(x0, t) + . . .

Òàê êàê u′x(x0, t) = µ1(t) è u′′xx =
u′t
k
, òî

u(x1, t) = u(x0, t) +hµ1(t) +
h2

2

u′t
k

+ . . .

Çàìåíÿÿ u′t '
ŷ0− y0

τ
ïîëó÷èì òîæå âûðàæåíèå:

h

2kτ
(ŷ0− y0) =

1

h
(y1− y0)−µ1 (tm) .
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2. ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈß È ÅÅ ÏÎÐßÄÎÊ
Ïóñòü G { îáëàñòü èçìåíåíèÿ x1, . . .xp ñ ãðàíèöåé Γ. Ïóñòü

ñòàâèòñÿ çàäà÷à (íåêîòîðîå óðàâíåíèå ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè):

Au(x)− f(x) = 0, x ∈G,
Ru(x)−µ(x) = 0, x ∈ Γ.

(2.1)

Ââåäåì â G ñåòêó ñ øàãîì h. Äàííàÿ ñåòêà ñîñòîèò èç ìíîæåñòâà
âíóòðåííèõ (ðåãóëÿðíûõ) óçëîâ: ωh è ìíîæåñòâà ãðàíè÷íûõ
(íåðåãóëÿðíûõ) óçëîâ γh.
Çàìåíèì äàííóþ çàäà÷ó â ðåãóëÿðíûõ è íåðåãóëÿðíûõ óçëàõ

ðàçíîñòíûìè àíàëîãàìè

Ahyh(x)−ϕh(x) = 0, x ∈ ωh,

Rhyh(x)− ξh(x) = 0, x ∈ γh.
(2.2)
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Áëèçîñòü ôóíêöèé áóäåì îïðåäåëåÿòü ïî âåëè÷èíå íåâÿçêè

ψh(x) = (Au− f)− (Ahu−ϕh) , x ∈ ωh,

νh(x) = (Ru−µ)− (Rhu− ξh) , x ∈ γh.

Îïðåäåëåíèå 1 Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà (2.2) àïïðîêñèìèðóåò çàäà÷ó
(2.1), åñëè

||ψ|| → 0, ||ν|| → 0, при h→ 0.

Àïïðîêñèìàöèÿ èìååò p-ûé ïîðÿäîê, åñëè

||ϕ||=O(hp), ||ν||=O(hp).

Çàìå÷àíèå 2.1.

X Âûáîð òîé èëè èíîé íîðìû â êîíêðåòíîé çàäà÷å îïðåäåëÿåòñÿ èç
ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèé:
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1. ðàçíîñòíîå ðåøåíèå y äîëæíî áûòü áëèçêî ê òî÷íîìó ðåøå-
íèþ â âîçìîæíî áîëåå ñèëüíîé íîðìå;

2. ÷åì ñëàáåå íîðìà, òåì ëåã÷å ïîñòðîèòü ñõîäÿùóþñÿ â ýòîé
íîðìå ðàçíîñòíóþ ñõåìó.

X Ôóíêöèè u(x), f(x) è µ(x) ìîãóò ïðèíàäëåæàòü ðàçíûì êëàññàì,
ïîýòîìó êàæäóþ èç ýòèõ ôóíêöèé ìîæíî îöåíèâàòü â ñâîåé
íîðìå.

X Ôóíêöèè yh, ϕh è χh îïðåäåëåíû òîëüêî íà ñåòêå, ïîýòîìó äëÿ
íèõ íóæíî ââåñòè ñåòî÷íûå íîðìû.

Ïðèìåðû íîðì è èõ ðàçíîñòíûõ àíàëîãîâ.

1. ×åáûøåâñêàÿ (ëîêàëüíàÿ) íîðìà: ||u(x)||C = max
a6x6b

|u(x)|.
Åå ðàçíîñòíûé àíàëîã ||y||C = max

06n6N
|yn|.
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2. Ãèëüáåðòîâà (ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ) íîðìà:

||u(x)||L2 =

(
b∫

a

ρ(x)u2(x)dx

)1/2

.

Åå ðàçíîñòíûé àíàëîã ||y||l2 =

(
N∑

n=1

ρn y
2
nhn

)1/2

. Âçÿâ äðóãóþ

êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó äëÿ èíòåãðàëà, ìîæíî ïîëó÷èòü äðóãóþ
íîðìó.
Çàìå÷àíèå 2.2. Êàê ïðàâèëî òî÷íîå ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è

íå èçâåñòíî, ïîýòîìó íåâÿçêó â ýòîì ñëó÷àå âû÷èñëèòü íå óäàåòñÿ.
Ïîñòóïàþò ñëåäóþùèì îáðàçîì: Áåðóò äîñòàòî÷íî øèðîêèé êëàññ
ôóíêöèé, ê êîòîðîìó u(x) çàâåäîìî ïðèíàäëåæèò. Åñëè íà âñåõ
ôóíêöèÿ äàííîãî êëàññà àïïðîêñèìàöèÿ èìååò ïîðÿäîê p:

||Aυ(x)−Ahυ(x) +ϕn(x)− f(x)||=O(hp),

òî î÷åâèäíî àïïðîêñèìàöèè íà ðåøåíèè u(x) íå íèæå p.
Ñëó÷àé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ. Îïðåäåëåíèå àïïðîêñèìàöèè

îñòàåòñÿ òåì æå, íî òðåáóåòñÿ ñòðåìëåíèå ê íóëþ øàãîâ ïî âñåì
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ïåðåìåííûì. Ò. å.

||ϕ||=O(hp + τ q), h→ 0, τ → 0.

Îïðåäåëåíèå 2 Àïïðîêñèìàöèÿ óêàçàííîãî âèäà, ïîãðåøíîñòü êî-
òîðîé ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè ëþáîì çàêîíå ñòðåìëåíèÿ øàãîâ ê
íóëþ íàçûâàþò áåçóñëîâíîé èëè àáñîëþòíîé.
Åñëè ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè îäíèõ

çàêîíàõ óáûâàíèÿ øàãîâ è íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè äðóãèõ, òî
òàêóþ àïïðîêñèìàöèþ íàçûâàþò óñëîâíîé.

Íàïðèìåð. ||ϕ|| = O(hp + τ q +
hk

τ s
), òî äîïîëíèòåëüíî íåîáõî-

äèìî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû
hk

τ s
→ 0 ïðè h→ 0 è τ → 0.
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3. ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ
Îïðåäåëåíèå 3 Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà

Ahy = ϕh, x ∈ ωh;

Rhy = χh, x ∈ γh

óñòîé÷èâà, åñëè ðåøåíèå ñèñòåìû ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé íåïðå-
ðûâíî çàâèñèò îò âõîäíûõ äàííûõ ϕ è χ è ýòà çàâèñèìîñòü
ðàâíîìåðíà îòíîñèòåëüíî øàãà.

Äðóãèìè ñëîâàìè:
∀ε > 0, ∃δ(ε)> 0 :

ïðè
||ϕI −ϕII ||< δ, и ||χI −χII ||< δ (3.1)

âûïîëíÿåòñÿ ||yI − yII ||< ε

Çàìå÷àíèå 3.1. Åñëè ðàçíîñòíàÿ ñõåìà ëèíåéíà, òî ðàçíîñòíîå
ðåøåíèå ëèíåéíî çàâèñèò îò âõîäíûõäàííûõ, ïîýòîìóîïðåäåëåíèå
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óñòîé÷èâîñòè â ýòîì ñëó÷àå ïðèíèìàåò âèä:

||yI − yII ||<M1 ||ϕI −ϕII ||+M2 ||χI −χII ||, (3.2)

ãäå M1 è M2 êîíñòàíòû íå çàâèñÿùèå îò h. Ïðè ýòîì, ñëåäóåò
ó÷èòûâàòü çàìå÷àíèå 2.1.

Îïðåäåëåíèå 4 Óñòîé÷èâîñòü íàçûâàåòñÿ áåçóñëîâíîé, åñëè â
îïðåäåëåíèè íåðàâåíñòâà (3.1) è (3.2) âûïîëíÿþòñÿ ïðè ïðîèçâîëü-
íîì ñîîòíîøåíèè øàãîâ ïî ðàçëè÷íûì ïåðåìåííûì.
Åñëè äëÿ âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâ (3.1) è (3.2) íàêëàäûâàåòñÿ

äîïîëíèòåëüíîå ñîîòíîøåíèè íà øàãè, òî óñòîé÷èâîñòü íàçûâà-
åòñÿ óñëîâíîé.

Îïðåäåëåíèå 5 Íåïðåðûâíóþ çàâèñèìîñòü ðàçíîñòîãî ðåøåíèÿ
îò ϕ íàçûâàþò óñòîé÷èâîñòüþ ïî ïðàâîé ÷àñòè.
Íåïðåðûâíóþ çàâèñèìîñòü ðàçíîñòîãî ðåøåíèÿ îò χ íàçûâà-

þò óñòîé÷èâîñòüþ ïî ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì.
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Ïðè t = t0 óñòîé÷èâîñòü ïî ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì íàçûâàþò
óñòîé÷èâîñòüþ ïî íà÷àëüíûì äàííûì.

Îïðåäåëåíèå 6 Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà, êîòîðàÿ ñîäåðæèò òîëüêî
îäèí èçâåñòíûé ñëîé è îäèí íåèçâåñòíûé íàçûâàþò äâóñëîéíîé.

Îïðåäåëåíèå 7 Äâóñëîéíàÿ ëèíåéíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà íàçûâàåò-
ñÿ ðàâíîìåðíî óñòîé÷èâîé ïî íà÷àëüíûì äàííûì, åñëè âûïîë-
íÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå:

||yI(t)− yII(t)||<K||yI(t∗)− yII(t∗)||,

ãäåK { êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ íè îò t∗, íè îòh, 0 6 t∗< t<T , yI

è yII { ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîé ñõåìû Ahy = ϕ ñ ðàçíûìè íà÷àëüíûìè
äàííûìè è îäíîé è òîé æå ïðàâîé ÷àñòüþ.

Òåîðåìà 1 Ïðèçíàê ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè. Åñëè Ahy
I =

Ahy
II , òî äëÿ ðàâíîìåðíîé óñòîé÷èâîñòè ïî íà÷àëüíûì äàííûì
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äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïðè âñåõm âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

||ŷI − ŷII ||6 (1 +Cτ)||yI − yII ||, τ = tm+1− tm, С > 0. (3.3)

J Èç (3.3) âèäíî, ÷òî åñëè íà íåêîòîðîì ñëîå èìååòñÿ îøèáêà δ y,
òî ïðè ïåðåõîäå íà ñëåäóþùèé ñëîé ||δ y|| âîçðàñòàåò íå áîëåå, ÷åì
â (1 +Cτ) 6 exp(Cτ) ðàç (ñàìîñòîÿòåëüíî ïîÿñíèòü ïîñëåäíåå
íåðàâåíñòâî).
Äëÿ ïåðåõîäà îò t∗ ê t íóæíî ñäåëàòü m = (t− t∗)/τ øàãîâ ïî

âðåìåíè, ïðè ýòîì îøèáêà âîçðàñòåò íå áåëåå, ÷åì â

exp(Cmτ) = exp(C(t− t∗))< exp(C(T − t0)), раз.

Òîãäà
||δ y(t)||6K||δ y(t∗)||,

ãäå K = exp(C(T − t0)). I

Òåîðåìà 2 Ïóñòü äâóñëîéíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà Ahy = ϕ ðàâíîð-
ìåðíî óñòîé÷èâà ïî íà÷àëüíûì äàííûì è òàêîâà, ÷òî åñëè äâà
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ðàçíîñòíûõ ðåøåíèÿ Ahy
k = ϕk ðàâíû íà íåêîòîðîì ñëîå, ò. å.

yI = yII , òî íà ñëåäóþùåì ñëîå âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå:

||ŷI − ŷII ||6 ατ ||ϕI −ϕII ||, α= const. (3.4)

Òîãäà ðàçíîñòíàÿ ñõåìà óñòîé÷èâà ïî ïðàâîé ÷àñòè.

J Ïóñòü y { ðåøåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû Ahy = ϕ, à ỹ { ðåøåíèå
ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùåå âîçìóùåííîé ïðàâîé ÷àñòè Ahỹ = ϕ̃.
Òàê êàê èññëåäóåòñÿ óñòîé÷èâîñòü òîëüêî ïî ïðàâîé ÷àñòè, òî

ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî
ỹ(t0) = y(t0).

Ââåäåì ñåòî÷íûå ôóíêöèè ωm(t), îïðåäåëåííûå ïðè t > tm−1 è
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

ω1(t0) = y(t0);

ωm+1(tm) = ωm(tm), m= 1,2, . . . ;

Ahωm =

{
ϕ̃, tm−1 6 t6 tm;

ϕ, tm 6 t.
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Òîãäà ωm(t) = ỹ(t), ïðè tm−1 6 t6 tm è ω0(t) = y(t).
Ñðàâíèì ωm+1(t) è ωm(t).Íà ñëîå tm îíè ñîâïàäàþò, òîãäà

||ωm+1(tm+1)−ωm(tm+1)||6 ατ ||ϕ− ϕ̃||.

Ïðè t > tm+1 ýòè ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿþò ðàçíîñòíîé ñõåìå ñ îäíîé
è òîéæå ïðàâîé ÷àñòüþϕ è ñ ðàçíûìè íà÷àëüíûìè äàííûìè íà ñëîå
tm+1.
Òîãäà, íà ïîñëåäíåì ñëîå tM áóäåò âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

||ωm+1(tM)−ωm(tM)||6K||ωm+1(tm+1)−ωm(tm+1)||6ατK||ϕ− ϕ̃||.

È

||y(tM)− ỹ(tM)||6
M−1∑
m=0

||ωm+1(tM)−ωm(tM)||6

6 ατKM ||ϕ− ϕ̃||= α(tm− t0)K||ϕ− ϕ̃||,
Ò. å. ïîëó÷èëè óñòîé÷èâîñòü ïî ïðàâîé ÷àñòè. I
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Çàìå÷àíèå 3.2. Åñëè îäíîâðåìåííî âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà
(3.3) è (3.4), òî ðàçíîñòíàÿ ñõåìà óñòîé÷èâà è ïî íà÷àëüíûì äàííûì
è ïî ïðàâîé ÷àñòè.

Ïðèíöèï ìàêñèìóìà èññëåäîâàíèÿ íà óñòîé÷èâîñòü ðàç-
íîñòíûõ ñõåì. Äàííûé ïðèíöèï ïîçâîëÿåò ïîêàçàòü óñòîé÷èâîñòü
â || · ||C .
Çàïèøåì äâóñëîéíóþ ñõåìó â ñëåäóþùåì âèäå∑

k

αkŷn+k =
∑

l

βlyn+l +ϕn. (3.5)

Êîýôôèöèåíòû αk ïðîíóìåðóåì òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû |α0| =
max

k
|αk|, òîãäà ñôîðìóëèðóåì ïðèíöèï ìàêñèìóìà:

1. Ñõåìà ðàâíîìåðíî óñòîé÷èâà ïî íà÷àëüíûì äàííûì, åñëè

(1 +Cτ)|α0|>
∑
k 6=0

|αk|+
∑

l

|βl|, C = const. (3.6)

ÌÃÒÓ èì. Í. Ý. Áàóìàíà, ÔÍ12, âåñíà 2020. 18



2. Ñõåìà óñòîé÷èâà ïî ïðàâîé ÷àñòè, åñëè âûïîëíåíî (3.6) è

|α0| −
∑
k 6=0

|αk|>
κ

τ
, κ= const> 0 (3.7)

J 1. Ïóñòü δy { îøèáêà íà èñõîäíîì ñëîå. Òîãäà çàïèøåì
óðàâíåíèå äëÿ îøèáêè δŷ íà íîâîì ñëîå.∑

k

αkδŷn+k =
∑

l

βlδyn+l.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî óçëà n

|α0||δŷn|6
∑
k 6=0

|αk| |δŷn+k|+
∑

l

|βl| |δyn+l|.

Ïðèìåíèì ýòî íåðàâåíñòâî ê óçëó n∗, â êîòîðîì |δ̂yn| äîñòèãàåò
ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ. Òîãäà

|α0|max
n
|δŷn|6 max

n
|δŷn+k|

∑
k 6=0

|αk|+ max
n
|δyn+l|

∑
l

|βl|.
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èëè

||δŷ||C

(
|α0| −

∑
k 6=0

|αk|

)
6 ||δy||C

∑
l

|βl|.

Íåðàâåíñòâî (3.4) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáûõ C > 0, òîãäà

∑
l

|βl|6 (1 +Cτ)

(
|α0| −

∑
k 6=0

|αk|

)
.

Ïîýòîìó ||||δŷ||C || 6 (1 + Cτ)||δy||C , ò. å. âûïîëíåí ïðèçíàê
ðàâíîìåðíîé óñòîé÷èâîñòè. Ïåðâàÿ ÷àñòü ïðèçíàêà ìàêñèìóìà
äîêàçàíà.
2. Çàôèêñèðóåì ðåøåíèå íà íîâîì ñëîå è âíåñåì ïîãðåøíîñòü

â ïðàâóþ ÷àñòü. Òîãäà ∑
k

αk δŷn+k = δϕn.
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Ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

|α0| |δŷn|6
∑
k 6=0

|αk| |δŷn+k|+ |δϕn|.

Àíàëîãè÷íî ðàññóæäåíèÿì â ïðåäûäóùåé ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà

||δŷ||C

(
|α0| −

∑
k 6=0

|αk|

)
6 ||δϕ||C .

Îòêóäà ñëåäóåò, ñ ó÷åòîì (3.6)

||δŷ||C 6
τ

κ
||δϕ||C .

Âòîðîå óòâåðæäåíèå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà òàêæå äîêàçàíî. I

Çàìå÷àíèå 3.3. Ïðèíöèï ìàêñèìóìà ïðèìåíÿåòñÿ ê ïàðà-
áîëè÷åñêèì è ýëëèïòè÷åñêèì óðàâíåíèÿ, à òàêæå ê óðàâíåíèÿì
ïåðåíîñà.
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Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì íåñòàöèîíàðíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ
óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.
Çàïèøåì äëÿ ýòîé çàäà÷è íåÿâíóþ ñõåìó íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå.

1

τ
(ŷn− yn) =

k

h2
(ŷn+1− 2ŷn + ŷn−1) +ϕn, 1 6 n6N − 1;

ŷ0 = µ1(t̂), ŷN = µ2(t̂)

Äëÿ ïðîâåðêè íåðàâåíñòâ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ïåðåïèøåì:

α0 =
1

τ
+

2k

h2
, α1 = α−1 =

k

h2
, β0 =

1

τ
, 1 6 n6N − 1.

α0 = 1, β0 = 0, при n= 0, n=N.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ïðè ëþáûõ ñîîòíîøåíèÿõ øàãîâ ïî t
è x óñëîâèå (3.6) âûïîëíåíî â ðåãóëÿðíûõ óçëàõ, à óñëîâèå
(3.4) âûïîëíåíî âî âñåõ óçëàõ ñåòêè. Ñëåäîâàòåëüíî, ñõåìà
áåçóñëîâíî óñòîé÷èâà ïî íà÷àëüíûì äàííûì, ïðàâîé ÷àñòè è
êðàâåâûì óñëîâèÿì.
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4. ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÜ
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ãðà-

íè÷íûìè óñëîâèÿìè:

Au(x) = f(x), x ∈G, Ru(x) = µ(x), x ∈ Γ. (4.1)

Àïïðîêñèìàöèÿ äàííîé çàäà÷è íà ñåòêå âûãëÿäèò ñëåäóþùèì
îáðàçîì

Ahy(x) = ϕ(x), x ∈ ωh, Rhu(x) = χ(x), x ∈ γn. (4.2)

Íàñ èíòåðåñóåò áëèçîñòü ðàçíîñòíîãî ðåøåíèÿ y(x) ê òî÷íîìó
ðåøåíèþ u(x). Òàê êàê ðàçíîñòíîå ðåøåíèå îïðåäåëåíî íà ñåòêå
ωh + γh, òî ñðàâíèâàòü ýòè ðåøåíèÿ íóæíî ñ èñïîëüçîâàíèåì
ñåòî÷íîé íîðìû.

Îïðåäåëåíèå 8 Ðàçíîñòíîå ðåøåíèå y(x) ñõîäèòñÿ ê òî÷íîìó
ðåøåíèþ u(x), åñëè

||y(x)−u(x)||yh
→ 0, h→ 0.
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Ðàçíîñòíîå ðåøåíèå èìååò ïîðÿäîê òî÷íîñòè p, åñëè

||y(x)−u(x)||yh
=O(hp), h→ 0.

Îïðåäåëåíèå 9 Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà (4.2) êîððåêòíà, åñëè åå ðåøå-
íèå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî ïðè ëþáûõ âõîäíûõ äàííûõ ϕ è χ,
ïðèíàäëåæàùèõ çàäàííîìó êëàññó ôóíêöèé ì ñõåìà óñòîé÷èâà.

Òåîðåìà 3 Åñëè ðåøåíèå u[f,µ] çàäà÷è (4.1) ñóùåñòâóåò, ðàçíîñò-
íàÿ ñõåìà (4.2) êîððåêòíà è àïïðîêñèìèðóåò çàäà÷ó (4.1) íà äàííîì
ðåøåíèè, òî ðàçíîñòíîå ðåøåíèå ñõîäèòñÿ ê òî÷íîìó.

J Çàïèøåì

Ahu= Ahu− (Au− f) = Ahu− (Au− f)−ϕ+ϕ=−ψ(x) +ϕ(x),

ãäå ψ(x) { íåâÿçêà ðàçíîñòíîé ñõåìû. Ïðîäåëàâ àíàëîãè÷íûå
ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ êðàåâûõ óñëîâèé ïîëó÷èì

Ahu(x) = ψ(x)−ϕ(x), x ∈ ωh;

Rhu(x) = χ(x)− ν(x), x ∈ ωh.
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Ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàçíîñòíóþ ñõåìó (4.2)
ñ ïðàâûìè ÷àñòÿìè, èçìåíåííûìè íà âåëè÷èíó íåâÿçêè.
Ïî óñëîâèþ òåîðåìû ðàçíîñòíàÿ ñõåìà êîððåêòíà, ñëåäîâàòåëü-

íî èç îïðåäåëåíèÿ îíà óñòîé÷èâà. Òîãäà

∀ε > 0, ∃δ(ε)> 0 : ||ψ||ϕh
6 δ ∧ ||ν||χh

6 δ ⇒ ||y−u||yh
6 ε.

Íî òîãäà, â ñèëó àïïðîêñèìàöèè

∀δ > 0, ∃h0(δ)> 0 : h6 h0(δ) ⇒ ||ψ||ϕh
6 δ ∧ ||ν||χh

6 δ.

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî

∀ε > 0, ∃h0(δ(ε))> 0 : h6 h0 ⇒ ||y−u||yh
6 ε.

Ñõîäèìîñòü äîêàçàíà. I
Ïóñòü çàäà÷à (4.1) è ðàçíîñòíàÿ ñõåìà (4.2) ëèíåéíû, à ãðàíèöà

Γ ñîñòîèò èç êóñêîâ Γk, k = 1,2, . . . ,K. Òîãäà ñôîðìóëèðóåì
ñëåäóþùóþ òåîðåìó.
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Òåîðåìà 4 Îá îöåíêå òî÷íîñòè. Åñëè óñëîâèÿ òåîðåìû (3) âû-
ïîëíåíû, îïåðàòîðû Ah è Rkh ëèíåéíû, à ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè
ðàâåí p, òî ñõîäèìîñòü èìååò ïîðÿäîê íå íèæå p. Äðóãèìè ñëî-
âàìè: äëÿ ëèíåéíîé ñõåìû ïîðÿäîê òî÷íîñòè íå íèæå ïîðÿäêà
àïïðîêñèìàöèè.

J Çàïèøåì óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè äëÿ ëèíåéíîé ñõåìû

||y||y 6M0||ϕ||ϕ +
K∑

k=1

Mk||χk||χk
.

Ðàññìîòðè ïîãðåøíîñòü ðàçíîñòíîãî ðåøåíèå: z(x) = y(x)− u(x).
Òàê êàê ñõåìà ëèíåéíàÿ, òî

Ahy−Ahu= Ah(y−u) = Ahz

Òîãäà ïîãðåøíîñòü z(x) óäîâëåòâîðÿåò (ïîÿñíèòü ñàìîñòîÿòåëüíî
ïî÷åìó)

Ahz = ψ(x), x ∈ ωh, Rkhz = νk(x), x ∈ γnk.
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Ïðèìåíÿÿ óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ïîëó÷èì

||z||y 6M0||ψ||ϕ +
K∑

k=1

Mk||νk||χk

Òàê êàê ñõåìà

Ahy = ϕ(x), x ∈ ωh, Rkhy = χk(x), x ∈ γnk

èìååò ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè p, òî

||ψ||ϕ 6 αhp, ||νk||χk
6 αkh

p, 1 6 k 6K.

Ïîäñòàâèì äàííûå âûðàæåíèÿ â óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè è ïîëó÷èì
îöåíêó ïîãðåøíîñòè

||y−u||y 6Mhp, M =
k∑

k=0

Mkαk.

I
ÌÃÒÓ èì. Í. Ý. Áàóìàíà, ÔÍ12, âåñíà 2020. 27



Òåîðåìà 5 Ïóñòü çàäà÷à (4.1) è ðàçíîñòíà ñõåìà (4.2) ëèíåéíû,
ðàçíîñòíàÿ ñõåìà êîððåêòíà è àïïðîêñèìèðóåò çàäà÷ó òàê, ÷òî
ñóùåñòâóåò

∃ lim
h→0

h−p(Au−Ahu+ϕ− f) = ϕ(x), x ∈G,

∃ lim
h→0

h−p(Rku−Rphu+χk −µk) = νk(x), x ∈ Γ⇒ .
(4.3)

Ïóñòü ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è

Az(x) = ψ(x), x ∈G,
Rkz(x) = νk(x), x ∈ Γ,

(4.4)

è íà ýòîì ðåøåíèè ðàçíîñòíûå îïåðàòîðû Ah è Rhk àïïðîêñèìè-
ðóþò äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû A è Rk. Òîãäà ïîãðåøíîñòü
ðåøåíèÿ (4.2) èìååò ñëåäóþùóþ àñèìïòîòèêó.

y(x)−u(x) = hpz+ o(hp), h→ 0, x ∈ ωh + γh. (4.5)
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J Â ñèëó ëèíåéíîñòè îïåðàòîðà

Ah

[
h−p(y−u)− z

]
= h−p(Ahy−Au)−Ahz =

= h−p(ϕ−Ahy+Au− f)−ψ+ (Az−Ahz).

Àíàëîãè÷íóþ öåïî÷êà ðàâåíñòâ ìîæíî ñîñòàâèòü äëÿ ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé.
Ïðè h→→ 0 ïðàâàÿ ÷àñòü çàïèñàííîãî ðàâåíñòâà ñòðåìèòñÿ

ê 0. Ýòî ñëåäóåò èç óñëîâèÿ òåîðåìû (4.4) è íà îñíîâàíèè
ïðåäïîëîæåíèÿ îá àïïðîêñèìàöèè íà ôóíêöèþ z(x).
Òàê êàê ðàçíîñòíûå îïåðàòîðû Ah è Rhk óñòîé÷èâû, òî âûðà-

æåíèå â ñêîáêàõ â ëåâîé ÷àñòü ðàâåíñòâà ïî íîðìå ñòðåìèòñÿ ê
ðåøåíèþ çàäà÷è (4.2) ñ íóëåâîé ïðàâîé ÷àñòüþ, êîòîðîå òîæäå-
ñòâåííî ðàâíî íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî

y(x)−u(x) = hpz+ o(hp).

I
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