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Глава  1.  НЕПОСРЕДСТВЕННОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ  
И ИНТЕГРИРОВАНИЕ ПУТЕМ ЗАМЕНЫ ПЕРЕМЕННОЙ 

1.1. Понятие неопределенного интеграла. Таблица интегралов. 
Простейшие правила и приемы интегрирования 

Определение 1.1. Функция ( )F x  называется первообразной 
для функции ( )f x  на интервале  , ,a b  если для любого  ,x a b  
выполняется равенство ( ) ( ).F x f x   

Например, функция 2( ) 4F x x  является первообразной 

для функции 
2

( )
4

x
f x

x
 


 на интервале  2, 2 ,  так как 

 2
2

4
4

x
x

x

  


  2, 2 ;x    функция ( ) cosF x x  является 

первообразной для функции ( ) sinf x x  на бесконечной прямой 

 , ,    так как  cos sinx x     , .x      Функция 

( ) lnF x x  является первообразной для функции 
1

( )f x
x

  на по-

лупрямой  0, ,   так как   1
ln x

x
    0, ;x     функция 

( ) ln( )F x x   является первообразной для функции 
1

( )f x
x

  на 

полупрямой  , 0 ,  так как    1
ln x

x
    , 0 ;x    таким 

образом, функция ( ) lnF x x  является первообразной для функ-

ции 
1

( )f x
x

  на    , 0 0, .     
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Теорема 1.1. Если функция ( )F x  является первообразной для 
функции ( )f x  на  , ,a b  то любая первообразная для функции 

( )f x  на интервале  ,a b  имеет вид ( ) ,F x C  где C — некоторая 
постоянная.  

Определение 1.2. Совокупность всех первообразных функций 
для данной функции ( )f x  на интервале  ,a b  называется неопре-
деленным интегралом от функции ( )f x  на интервале  ,a b  и 

обозначается символом ( ) .f x dx  

Если функция ( )F x  — одна из первообразных для функ- 

ции ( )f x  на  , ,a b  то ( ) ( ) ,f x dx F x C   где C — любая посто-

янная.  

Например, 2
2

4
4

x
dx x C

x
   

  на интервале  2, 2 ,  

так как функция 2( ) 4F x x   является первообразной для 

функции 
2

( )
4

x
f x

x
 


 на интервале  2, 2 ;   sin x dx   

cos x C   на бесконечной прямой  , ;    
1

lndx x C
x

    

на    , 0 0, .     

Теорема 1.2. Для любой функции, непрерывной на интервале 
 , ,a b  на этом интервале существует неопределенный интеграл.  

Свойства неопределенного интеграла: 

1)  ( ) ( ) ( ) ( ) ;f x g x dx f x dx g x dx      

2)  ( ) ( ) ,A f x dx A f x dx   0A  , A  — постоянная; 

3)  ( ) ( );f x dx f x   ( ) ( ) ;d f x dx f x dx  

4)    F x dx F x C   ; ( ) ( )dF x F x C  , C — любая по-

стоянная. 
 Основные неопределенные интегралы приведены в табл. 1.1. 
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Таблица 1.1 

№ п/п Основные неопределенные интегралы 

1 0 dx C  

2 1

1
xx dx C


  
   1   .  

В частности: 

при 0   1 ,dx x C   

при 1/2    1 2 ,dx x C
x

   

при 2    
2

1 1dx C
x x

    

3 1 ln ,dx x C
x

   

1 lndx x a C a
x a

   
  

4 e e ,x xdx C   

,
ln

x
x aa dx C

a
   0, 1a a    

5 sin cosx dx x C    

6 cos sinx dx x C   

7 
2

1 tg
cos

dx x C
x

   

8 
2

1 ctg
sin

dx x С
x

    

9 1 1 1 cosln ln tg
sin 2 1 cos 2

x xdx C C
x x

        

10  1 1 1 sinln ln tg
cos 2 1 sin 2 4

x xdx C C
x x

          

11 sh chx dx x C   

12 ch shx dx x C   

13 
2

1 th
ch

dx x C
x

   
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Окончание табл. 1.1 

№ п/п Основные неопределенные интегралы 

14 
2

1 cth
sh

dx x C
x

    

15 

2

arcsin ,

arccos ,1

x Cdx
x Cx


   

  

2 2

arcsin ,

arccos ,

x C
dx a

xa x C
a

 
   

 0a   

16 
2 2

2 2
ln ,dx x x a C

x a
   

  0a   

17 

2

arctg ,

arcctg ,1

x Cdx

x Cx

     

2 2

1 arctg ,
0

1 arcctg ,

x C
dx a a a

x a x C
a a

 
    


  

18 
2 2

1 ln ,
2

dx x a C
x a a x a

 
   0a   

2 2

1 ln ,
2

dx x a C
a x a x a

 
   0a   

 
Для проверки формул, приведенных в табл. 1.1, достаточно 

убедиться в том, что производные выражений, стоящих в правых 
частях этих формул, совпадают с соответствующими подынте-
гральными функциями. 

Примеры  

Используя свойства неопределенного интеграла и формулы 
табл.1.1, найти следующие интегралы. 

Пример 1.1. 3
73 2

5 6
4 1 .x dx

x x

    
   

Разобьем интеграл на сумму и разность интегралов, вынесем 
за знак интеграла постоянные множители и запишем подынте-
гральные функции в таком виде, чтобы легко было воспользовать-
ся формулой 2 из табл. 1.1: 



7 

3
73 2

5 6
4 1x dx

x x

     
 

1 2
3 735 4 6 1x dx x dx x dx dx       

1 2
3 7

1 13 1
3 74 5

2

5 42
5 4 6 3

1 23 1 2 51 1
3 7

x x x
x C x x x C

x

   
          

    
. 

Пример 1.2.   1 2 .x x x dx    

Раскрыв скобки и приведя подобные члены, получим 

    
3 1
2 2

1 2 3 2

3 2 1

x x x dx x x x dx

x dx x dx dx

       

    

 
  

3 1
2 2

1 1

3 2
3 1 11

22

x x
x C

 

    


= 22
2 2 .

5
x x x x x C     

Пример 1.3. 
5 7 2

.
x

dx
x


   

Разделим почленно числитель на знаменатель:  
7
5

1
2

5 7 2 1
2

x x
dx dx dx

x xx


    
9

9 10
10

1
10 1910

2 2 4 4 .
9 191

10

x
x dx x C x C x x C



         


  

Пример 1.4. 
2

.
4 9

dx

x   

Чтобы можно было воспользоваться формулой 15 из табл. 1.1, 
вынесем множитель 9 за знак радикала: 

 

 

2 22 2

1 1

3 344 9 2
9 3

1 1 3
arcsin arcsin .

23 3 2
3

dx dx dx

x x x

x x
C C

  
  

   

  
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Пример 1.5. 
2

5
.

3 6
dx

x   

Чтобы можно было воспользоваться формулой 18 из табл. 1.1, 
вынесем множитель 3 за скобки. Тогда 

 22 2 2

5 5 5

3 6 3 2 3 2

5 1 2 5 2
ln ln .

3 2 2 2 6 2 2

dx dx
dx

x x x

x x
C C

x x

  
  

 
    

 

  
 

Пример 1.6. 
3 2 2 3

2

x x

x
dx

  
 . 

Разделим почленно числитель на знаменатель и воспользуемся 
формулой 4 из табл. 1.1. Тогда 

 1

3 2 2 3 3 2 2 3 3
3 1 2

2 2 2 2

3
323 2 3 .

3 32 lnln 22

xx x x x

x x x

x

x

x

dx dx dx dx

x C x C


                

 
 
      
 
 
 

   

 

Пример 1.7. 
 
 

2

2 2

1 2
.

1

x
dx

x x


  

Представив числитель в виде  2 21 ,x x   разделим почленно 

числитель на знаменатель: 

 
 

 
 

2 2 2

2 2 2 2

2 2

1 2 1

1 1

1 1 1
arctg .

1

x x x
dx dx

x x x x

dx dx x C
x x x

  
 

 

     


 

 
 

Пример 1.8. 2ctg .x dx  

Используя основное тригонометрическое тождество и поделив 
почленно числитель на знаменатель, представим 2ctg x  в виде 
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2 2

2
2 2 2

cos 1 sin 1
ctg 1.

sin sin sin

x x
x

x x x


     

Далее воспользуемся формулой 8 из табл.1.1. Тогда 

2
2

1
ctg 1 ctg .

sin
xdx dx dx x x C

x
         

Пример 1.9. 
2

2

4

16

x
dx

x  . 

Представив числитель в виде  2 24 4 16 64x x    и разделив 

почленно числитель на знаменатель, воспользуемся формулой 18 
из табл. 1.1:  

 
 
22

2 2 2 2

4 16 644
4 64

16 16 4

1 4 4
4 64 ln 4 8ln .

2 4 4 4

xx dx
dx dx dx

x x x

x x
x C x C

x x

 
   

  

 
     

  

   
 

Пример 1.10. 
4 4

3

2
.

x x
dx

x

 
  

Учитывая, что  

 24 4 2 22 ,x x x x       4 4 2 22 ,x x x x       

получим  

4 4 2 2
5

3 3

4

4

2 1

1
ln ln .

4 4

x x x x
dx dx dx x dx

x x x
x

x C x C
x

 




  
   

     


   
 

Пример 1.11. 
  

1
,dx

x a x b   .a b   

____________ 
 Здесь и далее «звездочкой» обозначены примеры повышенной 

сложности. 
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Учитывая, что     ,x a x b b a      представим числитель в 
виде 

    1
1 .x a x b

b a
   


  

Далее, разделив почленно числитель на знаменатель, получим 

  
   
  

 

1 1

1 1 1 1
ln ln .

x a x b
dx dx

x a x b b a x a x b

dx dx x b x a C
b a x b x a b a

  
 

    

            

 

 
 

Пример 1.12*. 
 4 21

dx

x x . 

Учитывая, что  2 21 1 ,x x    и разделив почленно числитель 

на знаменатель, получим 

 
 

   
 

 

2 2

4 2 4 2 4 2 2

2 2

3 2 2 3 2 2

1 1 1

1 1 1

11 1 1 1

3 1 3 1

x xdx
dx dx dx

x x x x x x x

x x
dx dx dx

x x x x x x

 
   

  

 
       

 

   

  

3

1 1
arctg .

3
x C

x x
      

Пример 1.13*. 
  1 2

x
dx

x x  . 

Представим числитель x  в виде линейной комбинации  1x   
и  2 :x      1 2 .x x x       Множители   и   найдем, при-
равнивая коэффициенты при x  и 0:x  

x : 1 ;  0x : 0 2 .   

Таким образом, 
2 1

,
3 3

     и    2 1
1 2 .

3 3
x x x     Далее, раз-

делив почленно числитель на знаменатель, получим 



11 

  

   

  

2 1
1 2

3 3
1 2 1 2

2 1 1 1 2 1
ln 2 ln 1 .

3 2 3 1 3 3

x xx
dx dx

x x x x

dx dx x x C
x x

  
 

   

      
 

 

 

 

Примеры для самостоятельного решения 

1.1. 
 3

3

1
.

x
dx

x x


  1.2. 

 2
32 3

.
x x

dx
x


  1.3. 

2

11 .x xdx
x

  
   

1.4. 
2

2
.

1
x dx

x  1.5. 
3 1 .

1

x

x

e dx
e


  1.6. 

3 2 2

3

e .
xx x x dx

x
   1.7. 

2
.

5 4

dx

x   

1.8. 
 
 

2

2

1
.

1

x
dx

x x


  1.9. 

2 2
.

sin cos
dx
x x  1.10. 

1 12 5 .
10

x x

x
dx

     

1.11. 1 sin 2 .x dx  1.12. 
2 2

cos 2 .
cos sin

x dx
x x   1.13. .

1 1

dx

x x    

 

1.2. Интегрирование методом подведения  
под знак дифференциала 

Напомним, что дифференциал ( )df x  дифференцируемой функ-
ции ( )f x  определяется формулой ( ) ( ) .df x f x dx  

При сведении заданного интеграла к табличному интегралу 
часто используются следующие преобразования дифференциалов:  

1)  ( ) ( )df x d f x C   ;C  

2)  1
( ) ( )df x d C f x

C
   0;C   

3)  ( ) ( ) ( ) ,f x dx dF x d f x dx    где ( )F x  первообразная для 

( )f x . 
Например,  

 
2

21
;

2 2

x
xdx d d x   

 
    1

2 2 ;dx d x d x
x

   
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 1
ln ;dx d x

x
  

2

1 1 1
;dx d d

x x x
         
   

  e e ;x xdx d  

   sin cos cos ;x dx d x d x      
2

1
tg ;

cos
dx d x

x
  

 
2

1
arcsin

1
dx d x

x



  

и т. д. 
Утверждение (свойство инвариантности формул интегри-

рования). Если ( ) ( )f t dt F t C   на интервале  ,a b  и  t x  — 

дифференцируемая функция на интервале  , ,   множество  
значений которой принадлежит интервалу  , ,a b  то 

        f t x t x dx F t x C     

на интервале  , ,   т. е.  

         .f t x d t x F t x C   

Таким образом, формулы интегрирования не меняются, если 
вместо независимой переменной t  подставить дифференцируемую 
функцию ( ).t t x  

Например, поскольку  

2
dt

t C
t
  ,  

то  

 2
2

2

5 4
2 5 4 ;

5 4

d x
x C

x


  

   

так как  

sin cos ,t dt t C    

то  

     sin 4 5 4 5 cos 4 5x d x x C       

и т. д.  
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Замечание. Если ( ) ( ) ,f t dt F t C   то  

       1 1
.f ax b dx f ax b d ax b F ax b C

a a
         

Примеры 

Пример 1.14. 
5

1
.

(2 4)
dx

x   

Преобразуем dx :    1 1
2 2 4

2 2
dx d x d x   . Тогда 

 
 

 55

2 41

(2 4) 2 2 4

d xdx

x x


 

    

     
 

5 4
4

1 1 1
2 4 2 4 2 4 .

2 8 8 2 4
x d x x C C

x

          
   

Пример 1.15. tg .x dx  

Преобразуем  sin cos .x dx d x   Тогда 

 cossin
tg ln cos .

cos cos

d xx
xdx dx x C

x x
         

Пример 1.16. 
1

.
sin

dx
x  

Способ 1. Умножим числитель и знаменатель на sin x , преоб-
разуем  sin cosx dx d x   и воспользуемся основным тригоно-
метрическим тождеством. Тогда 

   
2 2 2

cos cos1 sin

sin sin 1 cos cos 1

d x d xx
dx dx

x x x x
    

      

1 cos 1 1 1 cos
ln ln .

2 cos 1 2 1 cos

x x
C C

x x

        
 

Учитывая, что 

    2 2 2 2 21 cos cos sin cos sin 2sin
2 2 2 2 2
x x x x xx        



14 

и что  2 2 2 2 21 cos cos sin cos sin 2cos ,
2 2 2 2 2
x x x x xx       оконча-

тельно получим 

 

2

2

2

2sin1 1 1 cos 1 2ln ln
sin 2 1 cos 2 2cos

2
1

ln tg ln tg .
2 22

x
x

dx C C
xx x

x xC C

              
 

   


 

Способ 2. Учитывая, что 

 2 2
sin

2sin 2sin cos 2 cos 2 tg cos
2 2 2 2 2cos

2

x
x x x x xx

x
     

и что  
2

1
2 tg

2cos
2

xdx d
x

 ,  получим  

 
2

tg1 1 1 2 ln tg .
2sin 2tg cos tg

2 2 2

xd
xdx dx C

x x xx
       

Пример 1.17. 
1

.
cos

dx
x  

Учитывая, что  cos sin ,
2

x x     2
dx d x    и что 

 cos sin ,
2

x x    легко получить интеграл 
1

cos
dx

x  из интегра-

ла 
1

:
sin

dx
x  

     
 

1 cos1 1 1 2ln
2cos 2sin 1 cos

2 2
1 1 sin

ln .
2 1 sin

x
dx d x C

x x x

x
C

x

  
            
    

 
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Также справедливо: 

   

 

1 1 2ln tg
2cos 2sin

2

ln tg .
2 4

x
dx d x C

x x

x C

 
           
  

 
 

Пример 1.18. 
3

3 4 1

x dx

x  .  

Преобразуем    
4

3 4 41 1
1

4 4 4

x
x dx d d x d x     

 
. Тогда 

       
2

1 3
3

43
4 4 4

3 34 4

11 1 3
1 1 1 .

4 4 81 1

d xx dx
x d x x C

x x


      

     

Пример 1.19. 
2

e
.

e 4

x

x

dx

  

Преобразуем  e e .x xdx d  Тогда 

 
 

 22

ee 1 e
arctg .

e 4 2 2e 4

xx x

x x

ddx
C  

    

Пример 1.20. 
 sin 1

.
1

x
dx

x



  

Преобразуем  1
2 1 .

1
dx d x

x
 


 Тогда 

       sin 1
2 sin 1 1 2cos 1 .

1

x
dx x d x x C

x


      

   

Пример 1.21. 
4

.
1

xdx

x  

Преобразуем  21
.

2
xdx d x  Тогда 
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 
 

2
2

4 22

1 1
arcsin .

2 21 1

d xxdx
x C

x x
  

 
   

Пример 1.22. 
2

.
1 4ln

dx

x x  

Преобразуем  1
lndx d x

x
  и вынесем множитель 4 за знак 

радикала. Тогда 

 

 

12
22

ln 1 ln
arcsin

211 4ln
2 ln

4
1

arcsin 2ln .
2

d xdx x
C

x x
x

x C

 
    

  

 

 
 

Пример 1.23.  825 3 .x x dx  

Преобразуем      2 2 21 1 1 1
5 5 3 .

2 2 5 10
xdx d x d x d x      Тогда 

       8 8 92 2 2 21 1
5 3 5 3 5 3 5 3 .

10 90
x x dx x d x x C         

Пример 1.24. 
 2

2

arcsin
.

1

x
dx

x  

Преобразуем  
2

1
arcsin .

1
dx d x

x



 Тогда 

 
       

2
2 3

2

arcsin 1
arcsin arcsin arcsin .

31

x
dx x d x x C

x
  

   

Пример 1.25. 
2

1
.

1

x
dx

x



  

Разобьем интеграл на сумму двух интегралов: 

2 2 2 2

1 1
arcsin .

1 1 1 1

x x x
dx dx dx x dx

x x x x


   

         
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В последнем интеграле внесем x под знак дифференциала: 

      2 2 21 1 1
1

2 2 2
xdx d x d x d x       .  

Тогда 

 
 2

2
2 2

1 11 2arcsin arcsin 1 .
1 1

d xx
dx x x x C

x x

 
     

    

Пример 1.26. 
 2

2

arccos3

1 9

x x
dx

x



 .  

Разобьем интеграл на сумму двух интегралов: 

   2 2

2 2 2

arccos3 arccos3
.

1 9 1 9 1 9

x x xx
dx dx dx

x x x


 

      

В первом интеграле внесем x  под знак дифференциала: 

      2 2 21 1 1 1
9 1 9

2 2 9 18
xdx d x d x d x        .  

Тогда  

 2
2

2 2

1 91 1
1 9

18 91 9 1 9

d xx
dx x C

x x


     

   . 

Во втором интеграле внесем 
2

1

1 9x
 под знак дифференциала: 

  
2

1 1
arccos3

31 9
dx d x

x
 


.  

Тогда  

       
2

2 3

2

arccos3 1 1
arccos3 arccos3 arccos3 .

3 91 9

x
dx x d x x C

x
    

   

Итак, 

 
   

2
32

2

arccos3 1 1
1 9 arccos3 .

9 91 9

x x
dx x x C

x


    

  
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Пример 1.27. 
2e

.
e 1

x

x
dx

  

Представим 2e x в виде произведения 2e e e ,x x x  внесем ex  под 
знак дифференциала  e ex xdx d  и сделаем замену переменной 

e .xt   Тогда 

 

 

2e e e
e e

e 1 e 1 e 1
1 1 1

1
1 1 1

x x x
x x

x x x
dx dx d

tt
dt dt t dt dt

t t t

  
  

 
     

  

  

   
   

3
32
2

1 2
2 1 e 1 2 e 1 .

3 3
2

x xt
t C C


          

Пример 1.28. 
4

sin 2
.

cos 3

x
dx

x   

Представим sin 2x  в виде произведения sin 2 2sin cos ,x x x  
внесем sin x  под знак дифференциала  sin cosxdx d x   и сдела-
ем замену переменной cos .t x  Тогда  

 

4 4

4 4

sin 2 2cos
sin

cos 3 cos 3
2cos 2

cos .
cos 3 3

x x
dx x dx

x x
x t

d x dt
x t

 
 

   
 

 

 
 

В получившемся интеграле внесем 2t  под знак дифференциала 
 22 .t dt d t  Тогда 

 

 
 

    

2

4 4 22

22 2 2 4

sin 2 2

cos 3 3 3

ln 3 ln cos cos 3 .

d tx t
dx dt

x t t

t t C x x C

    
  

         

  
 

Пример 1.29. 
 
1

.
1

dx
x x  
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Учитывая, что подынтегральная функция определена  
при  0, 1 ,x  получим  1 1 .x x x x    Преобразуем 

 1
2 .dx d x

x
  Тогда 

 
 

 
   

2

1 1 1 1
2

1 11

1
2 2arcsin .

1

dx dx d x
x x xx x

d x x C
x

  
 

  


  


 

Пример 1.30*. .
1 sin

dx

x  

Воспользовавшись формулой приведения sin cos
2

x x
   

 
 и 

формулой 21 cos 2cos ,
2


    учитывая, что 

 2 2 ,
2 4 2

x x
dx d d

           
   

 

получим 

   
 
     

2

2

1 sin 1 cos 2cos
2 4 2

4 2 tg tg .
4 2 2 4cos

4 2

dx dx dx
xx x

xd
x xC C

x

  
    

 
         

 

  


 

Пример 1.31*. 
2 1

dx

x x  . 

Вынесем 2x  за знак радикала: 

 2 2
2 2 2

1 1 1
1 1 1 sgn 1x x x x x

x x x
         
 

  

и преобразуем 
2

1 1
dx d

x x
    
 

. Тогда 
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2 2
2

2

2

1

sgn
11 1sgn 1 1

1 1
sgn ln 1 .

d
dx dx xx

x x
x x

x x

x C
x x

 
 
    

      
 

    

  
 

Пример 1.32*. 
2

4

1

1

x
dx

x


 . 

При 0x   разделим числитель и знаменатель на 2.x  Имеем 

2 2

4 2 2

1 1 1
.

1 1

x x

x x x

 


 
 

Учитывая, что 
2

1 1
1 dx d x

x x
        
   

 и что 
2

2
2

1 1
2,x x

x x
     
 

 

получим 

 
 

 2 2

24 2 2 2
2

2

1 1 1 1 11 1
11 1 1 2

1
1 1 1

arctg arctg .
2 2 2 2

x x
dx dx d x d x

x xx x x x xx x

x xx C C
x

 
     

    

            
 

   
 

 
Примеры для самостоятельного решения 

1.14.  4 22 3 .x x dx  1.15.  
5 .

x

dx
x  1.16.  

 
4

45
.

1

x dx

x   1.17.  
4

.
1

xdx

x  

 1.18.  2
.

2 3ln
dx

x x  1.19. 7 42 .x dx  1.20. 
 2

e .
5 e

x

x

dx

  1.21. 
 

.
1

dx

x x  

1.22. 
2

cos .
3 4 cos

x dx
x  1.23. 

2

2 arcsin .
1

x x dx
x


  1.24. 

3

4

cos .
sin

x dx
x  
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1.25. .
sh
dx

x  1.26. 
 2

2

1
.

1

x
dx

x


  1.27. 

 1

dx

x x  при 0.x 

1.28.  
.

ln ln ln
dx

x x x  1.29. 
2 4

.
sin ctg

dx

x x  1.30. 
4 2

.
3 2
xdx

x x   

1.31. 
2

2 1 .
9 4

x dx
x


  1.32.  2

ln
.

1 ln
x dx

x x  1.33.  2 2 3tg 3 .x x dx  

1.34.* 
3

.
sin cos

dx
x x   1.35.* 

2

4

1 .
1

x dx
x


  

1.3. Замена переменной в неопределенном интеграле.  
Некоторые специальные подстановки  

для интегрирования отдельных классов функций 

В приведенных выше примерах мы сначала подводили функ-
цию под знак дифференциала, а затем (чаще мысленно) выполняли 
замену переменной. Однако часто, чтобы найти интеграл, надо 
сразу выполнить замену переменной.  

Пусть требуется вычислить   .f x dx  Сделаем замену 

( ),x t   где ( )t  — дифференцируемая и строго монотонная 

функция новой переменной .t  Тогда ( ) ( ( )) ( ) .f x dx f t t dt     

Закончив интегрирование, надо вернуться к первоначальной пере-
менной.  

Для удобства изложения материала определим рациональную 
функцию. Рациональной функцией или рациональной дробью 
называется отношение двух алгебраических многочленов: 

2
0 1 2

2
0 1 2

( ) ...
( ) .

( ) ...

n
n n

m
m m

P x a a x a x a x
R x

Q x b b x b x b x

   
 

   
 

Рациональная дробь 
( )

( )
( )

n

m

P x
R x

Q x
  называется правильной, ес-

ли степень многочлена ( ),nP x  стоящего в числителе, меньше сте-
пени многочлена ( ),mQ x  стоящего в знаменателе, т. е. .n m  Если 

,n m  то рациональная дробь называется неправильной. Любую 
неправильную рациональную дробь можно представить в виде 
суммы многочлена степени n m  и правильной рациональной 
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дроби. Для этого надо разделить числитель на знаменатель стол-
биком.  

Алгебраическим многочленом  ,nP x y  степени n от двух 
аргументов называется функция вида 

  2 2
00 10 01 20 11 02

1
0 1 1 0

, ...

... .

n

n n n
n n n

P x y a a x a y a x a xy a y

a x a x y a y


       

   
 

Рациональной функцией или рациональной дробью от двух 
аргументов называется отношение двух многочленов от двух ар-
гументов:  

( , )
( , ) .

( , )
n

m

P x y
R x y

Q x y
  

В табл. 1.2  приведены некоторые виды интегралов и рекомен-
дуемые для них замены переменной. 

 Таблица 1.2 

№ 
п/п Вид интеграла Замена переменной (подстановка) 

1  , nR x ax b dx  nt ax b   

2 
, n ax bR x dx

cx d
 
  

  n ax bt
cx d




 

3 

  2n

dx

x ax bx c     1t
x




 

4  1 2
1 2, , ..., ,

p p pn
q q qnR x x x dx  

, , 1,2,...,i ip q N i n   

kx t , где k  —  наименьшее общее 
кратное чисел 1 2, , ..., nq q q  

  1 2НОК , , ..., nk q q q  

5  exR dx  

 xR a dx  

e xt   

xt a  

6  tgR x dx   tgt x

7  ctgR x dx  ctgt x  

8  2 2,R x a x dx  sinx a t  или thx a t  
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Окончание табл. 1.2 

№ 
п/п Вид интеграла Замена переменной (подстановка) 

9  2 2,R x a x dx  tgx a t  или shx a t  

10  2 2,R x x a dx  
cos

a
x

t
  или chx a t   

 
Рассмотрим подробнее тригонометрические и гиперболиче-

ские подстановка. 

1. Интегралы вида  2 2, .R x a x dx  

Положим   sinx a t  или th .x a t   

При  ,x a a   интеграл берется с помощью подстановки 

sin ,x a t  , .
2 2

t       Тогда  

arcsin ,
x

t
a

    cos ,dx a t dt  

 2 2 2 2 21 sin cos cos cos .a x a t a t a t a t       

При  ,x a a   можно применить подстановку th .x a t  То-
гда 

 
2

,
ch

a
dx dt

t
  

2 2 2
2 2 2

2 2

sh ch sh
1 .

ch ch ch

t t t a
a x a a

t t t

      
 

 

2. Интегралы вида  2 2, .R x a x dx   

Положим tgx a t  или sh .x a t  

При подстановке tg ,x a t   , ,
2 2

t     справедливо 

 arctg ,
x

t
a

  
2

,
cos

a
dx dt

t
  

 2 2 2 2
2

1
1 tg .

cos cos cos

a a
a x a t a

t t t
       

При подстановке shx a t  справедливо  

ch ,dx a t dt   2 2 2 21 sh ch .a x a t a t     
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3. Интегралы вида  2 2, .R x x a dx  

Положим 
cos

a
x

t
  или ch .x a t   

При подстановке 
cos

a
x

t
 ,  0, ,

2 2
t        справедливо 

arccos ,
a

t
x

  
2

sin ;
cos

a
dx t dt

t
   

   
2

2 2 2
2 2

sin1 sin
1

cos cos cos

a tt
x a a a

t t t
       
 

 
 

sin
.

sgn cos cos

a t

t t
 

Заметим, что sgn(cos ) sgn .t x  

При  ,x a   можно применить подстановку ch ,x a t  

 0, ;t   при  ,x a    — подстановку ch ,x a t   

 0, .t   Тогда  

sh ,dx a t dt    2 2 2 2 2ch 1 sh sh .x a a t a t a t      

Примеры  

Пример 1.33. .
2 1

dx

x x   

Задан интеграл вида  , .nR x ax b dx  Положим 2 1.t x   

Тогда  21 1 ,
2

x t   dx tdt  и 

   22

1 2 1 1
2 ln ln .

1 1 12 1 2 1 11
2

dx tdt dt t x
C C

t tx x xt t

  
     

   
  

 

Пример 1.34. 
2 2

.
4

dx

x x  

Задан интеграл вида 
  2

.
n

dx

x ax bx c     Положим 
1

.t
x

  

Тогда  
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1
,x

t
  

2

1
,dx dt

t
   

2 2
2

2

1 4 1 4 1
4 4 sgn .

t t
x t

t t t

 
      

Заметим, что sgn sgn ,t x  sgn ,x x x   

2

2 2 2 2

2

1

sgn sgn .
4 4 1 4 11

dtdx tdttt t
x x t t

tt


  

      

В получившемся интеграле внесем t под знак дифференциала: 

      2 2 21 1 1
4 4 1 .

2 8 8
tdt d t d t d t     

Тогда  

 2

2 2 2 2

2
2

4 11
sgn sgn

84 4 1 4 1

1 1 4
sgn 2 4 1 sgn 1

8 4

d tdx tdt
t t

x x t t

t t C x C
x


    

  

         

  

2 21 4 1 4
sgn .

4 4

x x
x C C

x x

 
       

Замечание. Поясним, почему в данном примере удобна подстановка 
1

.t
x

  Вынесем множитель 2x  за знак корня. Учитывая, что 

2

1 1
dx d

x x
    
 

, получим 

 
2

2 2
2

2 2 2

1 1 11

sgn .
4 4 44 1 1 1

d ddxdx x x xx x
x x x x

x x x

   
   
       

     
 

     

Далее естественно сделать замену переменной 
1

.t
x

  

Пример 1.35. 
   3

.
1 2

dx

x x 
  
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Способ 1. Учитывая, что 

         3 21 2 1 1 2x x x x x        

  1 1 2 ,x x x     

получим 

 
      3

.
1 1 21 2

dx dx

x x xx x


   
    

Таким образом, задан интеграл вида 
  2

.
n

dx

x ax bx c      

Положим 
1

1
t

x



. Тогда 

1
1 ,x

t
   1 1

2 1 ,
t

x
t t


     

   1 1 1
1 2 ,

t t
x x

t t t

 
     1

1 ,x
t

   
2

1
.dx dt

t
   В итоге 

имеем 

 
         

2

3

1

1 1 2 1 11 2

dx dx t
dt

x x x t t tx x


  

    
    

 
1 2

2 1 2 1 2 .
1 11

dt x
t C C C

x xt


         

    

Способ 2. Учитывая, что 

      3 4 2
1 2 1 ,

1

x
x x x

x


   


 

получим  

     
3

2

.
21 2 1
1

dx dx

xx x x
x


  


   
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Получен интеграл вида  , .n
ax b

R x dx
cx d

 
  

   Положим 

2

1

x
t

x





, тогда 

 22

2 2 2

1 12 1
1 ,

1 1 1

tt
x

t t t

 
   

  
 

2

1
1 ,

1
x

t
  



 22

2

1

t
dx dt

t



 и 

     

 

 

22

3 2
22

2

1
121 2 1

11

2
2 2 2 .

1

t

tdx dx
dt

xx x tx
tx

x
dt t C C

x


  

  



    



  



 

Пример 1.36. 
2

.
e e 1x x

dx

   

Положим e .xt   Тогда ln ,x t  
1

dx dt
t

  и 

2 2 2

1
.

e e 1 1 1x x

dtdx dtt
t t t t t

 
         

Получили интеграл вида 
  2

.
n

dt

t at bt c     Положим 

1
u

t
 . Тогда 

1
,t

u
  

2

1
,dt du

u
    

2 2
2

2

1 1 1 1
1 1 sgn .

u u u u
t t u

u u u u

   
         

Заметим, что sgn sgn 1u t  , так как e 0.xt    Итак, 

 
2

2 2 2 2

1

1 1 11 31
2 4

dudt du duu
t t t u u u u

uu u


     

       
     
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 
 

 2

2

1
32 1 1ln

2 2 431
2 4

d u
u u C

u


         

 
  

2
2

1 1 1 1 1
ln 1 ln e e e e 1 .

2 2
x x x xC C

t t t
                

 
 

Пример 1.37. 
e 1x

dx

 . 

Пусть e 1.xt    Тогда  2 2e 1, ln 1 ,x t x t       

 
2

2
,

1

t
dx dt

t



 

2

2

2
1 2 2arctg 2arctg e 1 .

11
x

x

t dtdx dtt t C C
t te
      

    

Пример 1.38.  
3

1
.

1

x
dx

x


  

Задан интеграл вида  11
32 , .R x x dx  Положим 6 ,x t  здесь 

 6 НОК 2,3 .  Тогда 33 2, ,x t x t   56 ,dx t dt  
1
6t x  и 

3 8 5
5

3 2 2

1 1
6 6 .

1 11

x t t t
dx t dt dt

t tx

  
 

     

Получился интеграл вида ( ) ,R t dt  где 
 

8

2

( )
( )

P t
R t

Q t
 — непра-

вильная рациональная дробь. Разделив числитель на знаменатель, 
получим  

8 5
6 4 3 2

2 2

1
1 .

1 1

t t t
t t t t t

t t

  
      

 
 

Тогда  
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8 5 7 5 4 3 2

2 2 2
.

1 7 5 4 3 2 1 1

t t t t t t t tdt dt
dt t

t t t

 
       

      

В интеграле 
2 1

tdt

t


  внесем t  под знак дифференциала:  

   2 21 1 1 ,
2 2

tdt d t d t    

тогда  

 
 

2

2
2 2

1 1 12 ln 1 .
1 1 2

d tt dt
t C

t t


     

    

В итоге получим 

8 5 7 5 4 3 2

3 2

1 6 6 6 6 6
6

1 7 5 4 3 21

x t t t t t t t
dx dt

tx

 
      

   

 
7 5 2 11
6 6 3 3226 6 6 3

6 ln 1 6arctg 2 3
2 7 5 2

t t t C x x x x x            

 1 1 1
6 3 66 3ln 1 6arctg .x x x C      

Пример 1.39.  
5

2
.

1

x
dx

x  

Представив 5x в виде произведения 5 4 ,x x x  внесем x  под 

знак дифференциала:  21
.

2
xdx d x  Сделаем замену переменной 

2t x . Тогда 

 
5 4 4 2

2
2 2 2

1 1
.

2 2 11 1 1

x x x x t
dx dx d x dt

tx x x
  

       

Получили интеграл вида  , .nR t at b dt  

 Положим 1 t   . Тогда 21 ,t     2dt d     и 
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   
225 2

2

11 1
2

2 211

x t
dx dt d

tx


     

    

 

   
3 5
2 2

2 4 3 5

2 2 2

2 1
1 2

3 5
2 1

1 1 1 .
3 5

d C

x x x C

                
 

       


 

Пример 1.40. 
24

.
x

dx
x


  

Выполним тригонометрическую подстановку. Положим 

 2sin ,x t  , .
2 2

t        

Тогда  

arcsin ,
2
xt   2cos ,dx t dt   

 2 2 24 4 1 sin 2 cos 2 cos 2cos ,x t t t t       

2 2 24 2cos cos 1 sin
2cos 2 2

2sin sin sin

x t t t
dx t dt dt dt

x t t t

 
        

1 1 cos
2 2 sin ln 2cos .

sin 1 cos

t
dt t dt t C

t t

           

Из подстановки 2sinx t  выразим sin .
2

x
t   Учитывая, что

, ,
2 2

t       получим  

2 2
2 4

cos 1 sin 1 ;
4 2

x x
t t


       

2 2

2 2

1 cos 1 4 2 2 4
.

1 cos 1 4 2 2 4

t x x

t x x

    
 

    
  

Итак,  
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24 x
dx

x




2
2

2

2 4
ln 4 .

2 4

x
x C

x

  
   

  
 

Пример 1.41. 2 2 .a x dx  

Выполним гиперболическую подстановку. Положим sh .x a t  
Тогда  

ch ,dx a t dt   2 2 2 2 21 sh ch ch ,a x a t a t a t      

2
2 2 2 2 2 1 ch2 1

ch sh2 .
2 2 2

t a
a x dx a t dt a dt t t C

        
     

Из подстановки shx a t  выразим sh
x

t
a

 . Учитывая, что 

 
2 2 2

2
2

ch 1 sh 1 ,
x x a

t t
a a


      

2 2

sh 2 2sh ch 2 ,
x x a

t t t
a a


   sh ch ,tt t e   

 
2 2

ln sh ch ln ,
x a x

t t t
a

  
    

 
 

получим 

2 2 2 2 2
2 2

2
ln .

2

a x a x x a x
a x dx C

a a

     
      

   
  

Пример 1.42. 
 2 25 1

dx

x x  . 

Выполним тригонометрическую подстановку. Положим 

 tg ,x t   , .
2 2

t     

Тогда  

arctg ,t x  
2

1
,

cos
dx dt

t
  
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 2 2
2

1 1 1
1 1 tg .

cos cos cos
x t

t t t
        

Учитывая, что  

2 2 2
2

2 2

sin sin 5cos
5 5 ,

cos cos

t t t
x

t t


     

получим 

    
2

2 2 3 2 22 2

1 cos cos
.

sin 5cos cos sin 5cos5 1

dx t tdt
dt

t t t t tx x
 

      

Учитывая, что 

  cos sint dt d t  и 2 2cos 1 sin ,t t    
получим 

   
2 2 2 2

cos sin 1 sin
5sin 5cos 5 4sin 4 sin
4

tdt d t d t

t t t t
  

  
    

1 sin 5 2 1 2sin 5
ln ln .

4 5 sin 5 2 4 5 5 2sin

t t
C C

t t

  
    

  
 

Так как tgx t  и 2
2

1
1 tg ,

cos
t

t
   то  

2
2

1
cos ,

1
t

x



 

2
sin tg cos .

1

x
t t t

x
 


 

Итак,  

 2 25 1

dx

x x


 
2

2

1 2 5 1
ln .

4 5 5 1 2

x x
C

x x

  
 

  
 

Пример 1.43. 
2 1

dx

x x  .  
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Способ 1. Выполним тригонометрическую подстановку. По-
ложим  

1
,

cos
x

t
    0, , .

2 2
t         

Тогда  

1
arccos ,t

x
   
 

 
2

sin
,

cos

t
dx dt

t
  

 

 

2
2

2 2

1 sin sin sin
1 1 .

cos cos cos sgn cos cos

t t t
x

t t t t t
       

Итак, 

 
  

 
2

2

sin cos
sgn cos sgn cos

1 cos sin cos1

dx t t
t dt t dt

t t tx x
  

    

  1
sgn cos sgn arccos .t t C x C

x
     
 

 

Способ 2. Положим 
1

.t
x

  Тогда  

1
,x

t
  

2

1
,dx dt

t
   

2 2
2

2

1 1 1
1 1 sgn ,

t t
x t

t t t

 
      

  
2

2 22

1
sgn sgn

1 11 1

dx t dt
t dt t

x x tt t t
    

     

1
sgn arccos sgn arccos .t t C x C

x
     
 
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Примеры для самостоятельного решения 

1.36 
 

2

100
.

1 2

x
dx

x   1.37. .
1 1

dx

x   1.38. 
3

.
xdx

x x  1.39. 
2

4

e
.

e 1

x

x
dx

  

1.40. 
 

arctg
.

1

x
dx

x x  1.41. 
2

2
.

1

x
dx

x  1.42. 33 2 1 .x x dx

1.43. 
2

4

1
.

x
dx

x


  1.44. 

2

2
.

1

x
dx

x  1.45. 
2 2

.
9

dx

x x   
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Глава  2.  ИНТЕГРИРОВАНИЕ ПО ЧАСТЯМ.  
ИНТЕГРИРОВАНИЕ ФУНКЦИЙ,  

СОДЕРЖАЩИХ КВАДРАТНЫЙ ТРЕХЧЛЕН 

2.1. Интегрирование по частям 

Теорема. Пусть функции  u x  и  v x  дифференцируемы на ин-

тервале  ,a b  и существует ( ) ( )v x u x dx  на интервале  , .a b  Тогда 

существует ( ) ( )u x v x dx  на интервале  ,a b  и ( ) ( )u x v x dx 
( ) ( )u x v x ( ) ( )v x u x dx   на интервале  , .a b  

Последнюю формулу можно записать в виде 

 .u dv uv v du     

Эта формула называется формулой интегрирования по частям. 
С помощью формулы интегрирования по частям нахождение 

интеграла udv  сводится к нахождению интеграла ,vdu  который 

в некоторых случаях вычислить достаточно легко. Значительная 
часть интегралов, берущихся методом интегрирования по частям , 
может быть разбита на три группы. 

1. Интегралы вида  

( ) ( ) ,f x g x dx  

где ( )f x  является одной из следующих функций: ln , arcsin ,x x  
2 2arccos , arctg , arcctg , ln , arcsin , ...x x x x x  

Для вычисления интегралов первой группы следует применить 
формулу интегрирования по частям, полагая в ней ( ) ( ).u x f x  
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2. Интегралы вида  

( ) ( ) ,nP x g x dx  

где ( )nP x  многочлен степени ,n  а ( )g x  является одной из следу-
ющих функций: e ,ax  sin ,ax  cos .ax   

Для вычисления интегралов второй группы следует применить 
формулу интегрирования по частям, полагая в ней ( ) ( ).nu x P x  

Тогда 1( ) ( ) ,n ndu P x dx Q x dx   и нахождение интеграла ( )nP x   

( )g x dx  сведется к нахождению похожего интеграла с многочле-
ном меньшей степени. 

3. Интегралы вида 

 e cos ,ax bx  e sin ,ax bx   cos ln ,x dx   sin ln .x dx  

Обозначив искомый интеграл этой группы через ( )I x  и вы-
полнив двукратное интегрирование по частям, получим для неиз-
вестной функции ( )I x  уравнение первого порядка, из которого 
найдем эту функцию.  

Примеры 

Пример 2.1. arctg .x x dx  

Этот интеграл является интегралом первой группы. Полагая 
( ) arctg ,u x x  ( ) ,dv x xdx  имеем  

2

1
( ) ,

1
du x dx

x



 

2

( ) ( ) .
2

x
v x dv x xdx      

Тогда 

2 2

2

1
arctg arctg

2 2 1

x x
x xdx x dx

x
  

   

 22 2

2 2

2

1 11 1 1 1
arctg arctg

2 2 1 2 2 2 1
1 1

arctg arctg .
2 2 2

xx x
x dx x dx dx

x x
x

x x x C

 
     

 

   

  
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Пример 2.2. ln .x x dx  

Этот интеграл является интегралом первой группы. Полагая
( ) ln ,u x x  ( ) ,dv x xdx  имеем  

1
( ) ,du x dx

x
  

31
2 2

2
( ) .

3
v x x dx x   

Тогда  

3 3 3 1
2 2 2 2

3 3
2 2

2 2 1 2 2
ln ln ln

3 3 3 3
2 4

ln .
3 9

x x dx x x x dx x x x dx
x

x x x C

    

  

  
 

Пример 2.3. 2arcsin .x dx  

Этот интеграл является интегралом первой группы. Полагая 
2( ) arcsin ,u x x  ( ) ,dv x dx  имеем  

2

1
( ) 2arcsin ,

1
du x x dx

x



 ( ) .v x x  

Тогда  

2 2
2

2
arcsin arcsin arcsin .

1

x
x dx x x x dx

x
 

    

Последний интеграл также является интегралом первой группы. 

Полагая ( ) arcsin ,u x x  
2

2
( ) ,

1

x
dv x dx

x



 имеем  

2

1
( ) ,

1
du x dx

x



 

 2 2
2 2

2 1
( ) 1 2 1 .

1 1

x
v x dx d x x

x x
      

    

Тогда  
2

2
2 2

2

2 1
arcsin 2 1 arcsin 2

1 1

2 1 arcsin 2 .

x x
xdx x x dx

x x

x x x C


    

 
    

   
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В итоге получаем 

 2 2 2arcsin arcsin 2 1 arcsin 2 .x dx x x x x x C      

Пример 2.4. sin 2 .x xdx  

Этот интеграл является интегралом второй группы. Полагая 
( ) ,u x x  ( ) sin2 ,dv x xdx  имеем  

( ) ,du x dx  
1

( ) sin2 cos2 .
2

v x x dx x     

Тогда  

1 1 1 1
sin2 cos2 cos2 cos2 sin2 .

2 2 2 4
x x dx x x x dx x x x C         

Пример 2.5.  2 34 e .xx dx  

Этот интеграл является интегралом второй группы. Полагая 

2( ) 4,u x x   3( ) e ,xdv x dx  имеем  

( ) 2 ,du x xdx  3 31
( ) e e .

3
x xv x dx   

Тогда  

   

 

2 3 2 3 3

2 3 3

1 1
4 e 4 e e 2

3 3
1 2

4 e e .
3 3

x x x

x x

x dx x x dx

x x dx

     

  

 


 

Последний интеграл также является интегралом второй группы. 
Полагая ( ) ,u x x  3( ) e ,xdv x dx  имеем  

( ) ,du x dx  31
( ) e .

3
xv x    

Тогда  

3 3 3 3 31 1 1 1
e e e e e .

3 3 3 9
x x x x xx dx x dx x C       

Итак, 
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   2 3 2 3 3 3

2 3

1 2 1 1
4 e 4 e e e

3 3 3 9
1 2 38

e .
3 9 27

x x x x

x

x dx x x C

x x C

        
 

     
 


 

Пример 2.6. e cos .x x dx  

Этот интеграл является интегралом третьей группы. Обозна-
чим искомый интеграл через ( ).I x  Полагая ( ) e ,xu x   ( )dv x   

cos ,xdx  имеем ( ) e ,xdu x dx  ( ) cos sin .v x xdx x   Тогда  

( ) e cos e sin e sin .x x xI x x dx x x dx      

Последний интеграл еще раз проинтегрируем по частям. Полагая 

( ) e ,xu x   ( ) sin ,dv x xdx  имеем ( ) e , ( ) sinxdu x dx v x dx    
cos .x   Тогда  

 ( ) e sin e sin e sin e cos e cosx x x x xI x x x dx x x x dx         

e sin e cos ( ).x xx x I x    

Итак,  
( ) e sin e cos ( ).x xI x x x I x    

Следовательно,  
2 ( ) e sin e cosx xI x x x    

и  

 1
( ) e cos e sin cos .

2
x xI x xdx x x C     

Пример 2.7.  sin ln .x dx  

Этот интеграл является интегралом третьей группы. Обозна-
чим искомый интеграл через ( ).I x  Полагая  ( ) sin ln ,u x x  

( ) ,dv x dx  имеем   1
( ) cos ln ,du x x dx

x
  ( ) .v x x Тогда 

     

   

1
( ) sin ln sin ln cos ln

sin ln cos ln .

I x x dx x x x x dx
x

x x x dx

   

 

 


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Последний интеграл еще раз проинтегрируем по частям. Полагая 

 ( ) cos lnu x x , ( )dv x dx , имеем  1
( ) sin ln ,du x dx x

x
   ( ) .v x x  

Тогда 

   

      
( ) sin ln cos ln

sin ln cos ln sin ln

I x x x x dx

x x x x x dx

  

   




 

   sin ln cos ln ( ).x x x x I x    

Итак,  

   ( ) sin ln cos ln ( ).I x x x x x I x     

Следовательно 

       1
( ) sin ln sin ln cos ln .

2
I x x dx x x x C     

Пример 2.8. 
2

cos
.

sin

x x
dx

x  

Задан интеграл вида    1 ,P x g x dx  где  1P x  — многочлен 

первой степени, а  g x dx  легко найти. Полагая ( ) ,u x x  

2

cos
( ) ,

sin

x
dv x dx

x
  имеем  

( ) ,du x dx  
2 2

cos sin 1
( ) .

sin sin sin

x d x
v x dx

x x x
       

Тогда  

2

cos 1 1
ln tg .

sin sin sin sin 2

x x x x
dx x dx C

x x x x
         

Пример 2.9. sin .x xdx  

Сначала выполним замену переменной. Положим .t x   
Тогда  

2 ,x t  2 ,dx tdt 2 3sin sin 2 2 sin .x xdx t t t dt t t dt      
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Получившийся интеграл является интегралом второй группы. Три 
раза проинтегрируем его по частям. Полагая 3( ) ,u t t  

( ) sin ,dv t t dt  имеем   23 ,du t t dt   sin cos .v t tdt t   Тогда 

 

 

3 3 2

2

3 2

sin 2 sin 2 cos 3 cos

, cos

2 , sin

2 cos 6 sin 2 sin

x x dx t t dt t t t t dt

u t dv t dt

du t dt v t

t t t t t t dt

    

 
 

 

    

  



 

 3 2

, sin

, cos

2 cos 6 sin 12 cos cos

u t dv tdt

du dt v t

t t t t t t dt

 
 

  

      
 

3 22 cos 6 sin 12 cos 12sint t t t t t t C        

2 cos 6 sin 12 cos 12sin .x x x x x x x x C       

Примеры для самостоятельного решения 

2.1.  
ln

.
x

dx
x x   2.2. 2ln .x dx   2.3.  2 3 1 sin 2 .x x x dx   

2.4.  2e sin .x x dx   2.5.   arcsin 2 3 .x dx   2.6.  
2

.
sin

x
dx

x  

2.7.   cos 3ln .x dx   2.8.  2 2 2 .xx x dx    2.9. 3cos .x dx  

2.10.  
2sin

.
ex

x
dx   2.11. 

arcsin
.

1

x
dx

x   2.12. 
 

2

ln sin
.

sin

x
dx

x  

2.13. 35e .xx dx  

2.2. Интегралы вида  2 ,x A dx   2 2 ,a x dx  

 
2

2
,

x
dx

x A
 

2
2

2
,

x
dx

a x
  

  2 n

dx

x A
  

Покажем, как находить интегралы вида 2 ,x A dx  

2 2a x dx  методом интегрирования по частям. Для того чтобы 
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найти интеграл 2 ,x A dx  0,A   или 2 2 ,a x dx  0,a   обо-

значим искомый интеграл через ( ),I x  проинтегрируем его по ча-
стям и составим для ( )I x  уравнение первого порядка. Например, 

2

2

2

2
2

2

,
( )

,

.

u x A dv dx
I x x A dx xdx

du v x
x A

x dx
x x A

x A

  
   

 


  






  

Представив в последнем интеграле числитель в виде 
 2 ,x A A   разделим почленно числитель на знаменатель: 

 
   2

2
2

x A A
I x x x A dx

x A

 
   


 

2 2
2

2 2

1

( ) ln .

x x A x Adx A dx
x A

x x A I x A x x A

     


     

 
 

Итак, 2 2( ) ( ) ln .I x x x A I x A x x A       Следовательно,  

2 2 21
( ) ln .

2 2

A
I x x A dx x x A x x A C         

Интегралы вида 
2

2
0,

x
dx A

x A
 

  
2

2 2
0

x
dx a

a x
 

  

находят аналогично. Представим числитель в виде  2x A A   

или в виде  2 2 2x a a     соответственно и разделим почленно 

числитель на знаменатель: 

 22
2

2 2 2
( ) .

x A Ax A
I x dx dx x A dx dx

x A x A x A

 
    

       



43 

 Первый из получившихся интегралов проинтегрируем по ча-
стям, второй интеграл является табличным. В ходе преобразова-
ний получаем 

2

2
2

2

,
( )

,

u x A dv dx
A

I x x A dx dx xdx
du v xx A

x A

  
    

 


   

2
2

2 2

x dx A
x x A dx

x A x A
    

    

 2 2ln .x x A I x A x x A       

Итак, 
2

2 2
2

1
( ) ln .

2 2

x A
I x dx x x A x x A C

x A
      

  

Рассмотрим интеграл 
 2 n

dx

x A  ( 0, 1, 2, 3, ...).A n   Обо-

значим его через ( ).nI x  Выведем рекуррентную формулу, позволя-

ющую свести интеграл 
 2

( )n n

dx
I x

x A


  ( 2, 3, 4, ...)n   к интегра-

лу с меньшим индексом 
 

1 12
( ) .n n

dx
I x

x A
 

  Для этого проинте-

грируем интеграл 1( )nI x  по частям: 

 
 

 
 

   

12

1 12

2

2

12 2

1
,

( )
1 2

,

2( 1) .

n

n n

n

n n

u dv dx
x Adx

I x
n xx A du dx v x
x A

x x
n dx

x A x A



 



 


  
    


  
 





  

Представив в последнем интеграле числитель в виде  2 ,x A A   

разделим почленно числитель на знаменатель 
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 
 

   
 

 
 

 
 

 

2

1 12 2

1 12 2 2

2 1

1 1
2 1 2 1

n n n

n n n

x A Ax
I x n dx

x A x A

x
n dx A n dx

x A x A x A

 

 

 
   

 

     
  



 

 
   112

2 1 ( ) 2 1 ( )n nn

x
n I x A n I x

x A
    


. 

Следовательно,  

 
   1 112

( ) 2 1 ( ) 2 1 ( )n n nn

x
I x n I x A n I x

x A
     


  

и 

 
   

 
 

1
12

2 3 ( )1
( ) .

2 1 2 1
n

n n

n I xx
I x C

A n A nx A





  

 
  (2.1) 

Таким образом, получена рекуррентная формула, сводящая инте-

грал 
 2

( )n n

dx
I x

x A


  к интегралу 
 

1 12
( ) ,n n

dx
I x

x A
 

  

2, 3, 4, ... .n   В частности, 

  
 

2 2 2 22

1 1
.

2 2

dx x dx
I x C

A x A A x Ax A
    

     (2.2) 

Замечание. Интеграл 
 

2 22 2
( ) dxI x

x a


  можно найти с помощью 

тригонометрической замены tg ,x a t   , .
2 2

t     Действительно, 

учитывая, что  
2

2 2 2 2
2

tg 1 ,
cos

ax a a t
t

     
2

1 ,
cos

dx a dt
t

  arctg ,xt
a

  

получим  

 
2

2
2 2 2 3 32 2 2

2

1 cos 21 1cos( ) cos
2

cos

a
tdx tI x dt t dt dt

a ax a a
t


    

   
 

     
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3

1 1 sin 2 .
2 2

t t C
a

    
 

  

Учитывая, что 21 sin 2 sin cos tg cos
2

t t t t t    
2

2 2
,x a

a x a
 окончательно 

получим  2 3 2 2 2

1 1arctg .
2 2

x xI x C
a a a x a

  


 

 

2.3. Интегрирование функций,  
содержащих квадратный трехчлен 

Рассмотрим интегралы вида 

2
1) ,

Ax B
dx

ax bx c


   

2
2) ,

Ax B
dx

ax bx c



   23) ,ax bx c dx 

  24) ,Ax B ax bx c dx    
 2

5) , 2, 3, ...
n

Ax B
dx n

ax bx c




   

 Для вычисления этих интегралов выделим полный квадрат из 
квадратного трехчлена:  

2 2
2 2

2 2

2
2 2 4

2 4

b b b
ax bx c a x x c

a a a

b b
a x c

a a

                   

           

 

и выполним замену переменной , , .
2 2

b b
t x x t dx dt

a a
      По-

сле замены переменной интегралы 1), 2), 4), 5) разобьются на два 
интеграла. В интеграле, содержащем t в числителе, внесем t под 
знак дифференциала. В процессе вычисления интегралов 3) и 4) 

встретятся интегралы вида 2t A dt  или 2 2a t dt , которые 

берутся по частям либо с помощью тригонометрической или ги-
перболической замены переменной. В процессе вычисления инте-

грала 5) встретится интеграл 
 2 n

dt

t A , который можно найти, 

воспользовавшись рекуррентной формулой (2.1). 
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Примеры 

 Пример 2.10. 
2

3 1
.

4 1

x
dx

x x


   

 Выделим полный квадрат из квадратного трехчлена: 

 22 4 1 2 3x x x      и выполним замену 2, 2,t x x t     
.dx dt  Тогда  

 
2 2 2 2 2

3 2 13 1 3 7
3 7

4 1 3 3 3 3

tx t tdt dt
dx dt dt

x x t t t t

  
    

           

 
 

2
2

2

33 1 3 3 7 3
7 ln ln 3 ln

2 3 22 3 3 2 3 3

d t t t
t C

t t t

  
       

  

23 7 2 3
ln 4 1 ln .

2 2 3 2 3

x
x x C

x

 
    

 
 

 Пример 2.11. 
2

2 7

1

x
dx

x x



  . 

Выделим полный квадрат из квадратного трехчлена: 

 2
2 511

2 4
x x x        и выполним замену 1 1, ,

2 2
t x x t     

.dx dt  Тогда 

 

 

 

2 2 2

2

2 2 2

12 72 7 2 82
5 51
4 4

5
2 48 8 arcsin
5 5 5 5
4 4 4 2

tx t
dx dt dt

x x t t

d tt dt dt t

t t t

  
  

   


     

     
 

  

  

 

2 252 8arcsin
4 5

t
t C       

2 2 1
2 1 8arcsin .

5

x
x x C


        

 Пример 2.12. 
4 2

.
3 2

x
dx

x x   
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 Внесем x под знак дифференциала  21
,

2
xdx d x  выполним 

замену переменной 2t x  и получим интеграл от функции, содер-
жащей квадратный трехчлен: 

   
 

2

24 2 4 2 2

3
1 1 1 2

3 2 2 3 2 2 3 2 2 3 1
2 4

d td xx dt
dx

x x x x t t t


   

       
     

2

2

1 3 2 1 2 1 1 1 1
ln ln ln .

2 3 2 1 2 2 2 2 2

t t x
C C C

t t x

              
 

 Пример 2.13. 2 6 2 .x x dx   

 Выделим полный квадрат из квадратного трехчлена: 

 22 6 2 3 7x x x      и выполним замену 3, 3,t x x t     

.dx dt  Тогда 2 26 2 7 .x x dx t dt      Обозначим интеграл 

2 7t dt  через I(t) и проинтегрируем его по частям (см. п. 2.2): 

2
2

2 2
2

2

7,
( ) 7 7

, 7
7

u t dv dt
t dt

I t t dt t ttdt
du v t t

t

  
      

  


   

 2
2 2 2

2 2

7 7
7 7 7 7

7 7

t dt
t t dt t t t dt

t t

 
        

     

= 2 27 ( ) 7 ln 7t t I t t t     .  

Итак,  
2 2( ) 7 ( ) 7 ln 7 ,I t t t I t t t       

2 21 7
( ) 7 ln 7 ,

2 2
I t t t t t C        

 2 2

2

1
6 2 3 6 2

2
7

ln 3 6 2 .
2

x x dx x x x

x x x C

      

     


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 Пример 2.14. 21 2 .x x x dx   

 Выделим полный квадрат из квадратного трехчлена: 

 22 2 1 1 2x x x        и выполним замену 1, 1,t x x t     
.dx dt  Тогда  

 2 2 2 21 2 1 2 2 2 .x x x dx t t dt t t dt t dt              

В первом интеграле внесем t  под знак дифференциала: 

    2 21 1
2 .

2 2
t dt d t d t     

Тогда  

   
3
22 2 2 21 1

2 2 2 2 .
2 3

t t dt t d t t C            

Обозначим второй интеграл 22 t dt  через I(t) и проинте-

грируем его по частям: 

2
2

2 2
2

2

2 ,
( ) 2 2

, 2
2

u t dv dt
t dt

I t t dt t ttdt
du v t t

t

  


      
   


   

 2
2 2 2

2 2

2 2
2 2 2 2

2 2

t dt
t t dt t t t dt

t t

 
        

     

22 ( ) 2arcsin .
2

t
t t I t     

Итак,  

2( ) 2 ( ) 2arcsin ,
2

t
I t t t I t   

  

21
( ) 2 arcsin .

2 2

t
I t t t C   

 

Таким образом,  
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 
3
22 2 21 1

1 2 2 2 arcsin
3 2 2

t
x x x dx t t t C           

   
3
22 21 1 1

1 2 1 1 2 arcsin .
3 2 2

x
x x x x x C


           

Пример 2.15. 
 22

4
.

8 7

x
dx

x x



    

Выделим полный квадрат из квадратного трехчлена: 2 8x x   

 27 4 9x     и выполним замену 4, 4, .t x x t dx dt       
Тогда  

       2 2 2 22 2 2 2

4 8
8 .

8 7 9 9 9

x t t dt
dx dt dt

x x t t t

 
  

          

В первом интеграле внесем t  под знак дифференциала: 

   2 21 1
9 .

2 2
t dt d t d t   Тогда  

 
 

 

2

2 2 22 2

91 1 1
.

2 2 99 9

d tt
dt C

tt t


   

     

Обозначив второй интеграл 
 22 9

dt

t   через 2 ( ),I t  найдем 

этот интеграл, воспользовавшись рекуррентной формулой (2.2):  

 
2 2 2 22

2

1 1
( )

18 9 18 99

1 1 1 3
ln .

18 9 18 6 3

dt t dt
I t

t tt

t t
C

t t

     
 


     

 

 
  

 
Итак,  

 2 2 22

4 1 1 1 1 3
8 ln

2 9 18 9 108 38 7

x t t
dx C

t t tx x

               

2 2

1 1 4 4 2 1
ln .

2 8 7 9 8 7 27 7

x x
C

x x x x x

 
      

    
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Примеры для самостоятельного решения 

2.14. 
2

3 5 .
4 1

x dx
x x


   2.15. 

2

4 3 .
6 10

x dx
x x


   2.16. 

2

ln
.

1 6 ln ln

x dx

x x x   

2.17. 
2

sin 2
.

sin 8sin 15
x dx

x x   2.18. 
3

4 2
.

2 3

x dx dx
x x 

2.19. 2 2 4 .x x dx     2.20.   22 3 6 10 .x x x dx    

2.21. 
 22

3 .
2 2

x dx
x x


   
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Глава  3.  ИНТЕГРИРОВАНИЕ РАЦИОНАЛЬНЫХ  
ДРОБЕЙ 

Простейшими рациональными дробями называются рацио-
нальные дроби следующих четырех типов:  

1) ;
A

x a
  

2) 
 

,
n

A

x a
 2, 3, ... ;n     

3) 
2

,
Ax B

x px q


 

  2 4 0;D p q       

4)
 2

,
n

Ax B

x px q



 
  2, 3, ... ;n     2 4 0.D p q      

Рассмотрим интегралы от простейших рациональных дробей: 

 I. ln .
A

dx A x a C
x a

  
  

 II. 
 

      1 .
1

n n
n

A A
dx A x a d x a x a C

nx a

       
    

 III. Способ нахождения интеграла от простейшей рациональ-

ной дроби третьего типа 
2

Ax B
dx

x px q


   рассмотрен в п. 2.3. 

 IV. Способ нахождения интеграла от простейшей рациональ-

ной дроби четвертого типа 
 2

,
n

Ax B
dx

x px q



   2, 3, ...n   рассмот-

рен в п. 2.3. 
 Интегрирование правильной рациональной дроби сводится к 

интегрированию простейших рациональных дробей. 
 Теорема 3.1. Всякую правильную рациональную дробь 

( )
( )

( )
n

m

P x
R x

Q x
  можно единственным образом разложить на сумму 

простейших дробей.  
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 Для разложения правильной рациональной дроби на сумму 
простейших дробей представим знаменатель в виде произведения 
линейных и квадратичных множителей: 

 1
1 1 0( ) ...m m

m m mQ x b x b x b x b
       

       11 2 2
1 1 1... ... ,kl

m l k kb x x x x x p x q x p x q              

где 1, ..., lx x  — действительные корни многочлена кратности 

1, ..., l   соответственно, а    2 2
1 1 , ..., k kx p x q x p x q     — 

квадратные трехчлены, не имеющие действительных корней 
 0 .D   Для разложения правильной рациональной дроби на сум-
му простейших дробей воспользуемся табл. 3.1.  

 Таблица 3.1 

№ 
п/п 

Множитель  
знаменателя Соответствующие слагаемые 

1  x a  A
x a

 

2   , 2, 3, ...
k

x a k   
   

1 2
2

... k
k

AA A
x a x a x a

  
  

 

3  2 , 0x px q D    
2

Ax B
x px q


 

 

4  2 ,
k

x px q   

2, 3, ...,k  ( 0)D    

 

1 1 2 2
22 2

2

...

k k
k

A x B A x B
x px q x px q

A x B

x px q

   
   


 

 

Примеры 

 Пример 3.1. 
3 2

3 1
.

5 4

x
dx

x x x


   

 Разложим знаменатель на множители  3 25 4 1x x x x x      

 4 .x   Корни знаменателя действительные и различные. Разло-
жим подынтегральную функцию на сумму простейших дробей, 
воспользовавшись первой строкой табл. 3.1: 
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  3 2

3 1 3 1

5 4 1 4 1 4

x x A B C

x x x x x x x x x

 
    

       

      
  

1 4 4 1
,

1 4

A x x Bx x Cx x

x x x

     


 
 

где A, B, C — некоторые действительные числа.  
 Две дроби с одинаковыми знаменателями тождественно рав-

ны тогда и только тогда, когда у них тождественно равны числите-
ли:       3 1 1 4 4 1x A x x Bx x Cx x         при .x  Подстав-
ляя в последнее тождество значения x = 0, x = 1, x = 4, находим ко-

эффициенты A, B, C. Положим x = 0, тогда 1 4A  , т. е. 
1

;
4

A    

если  x = 1, то 2 3 ,B   т. е. 
2

;
3

B    при x = 4 имеем 11 = 12С, т. е. 

11

12
C  . Таким образом, 

 3 2

3 1 1 1 2 1 11 1

5 4 4 3 1 12 4

x
dx dx dx dx

x x x x x x


    

      
 

 
1 2 11

ln ln 1 ln 4 .
4 3 12

x x x C        

 Пример 3.2. 
  

2

2

2
.

1 1

x
dx

x x


   

 Знаменатель имеет два действительных корня: 1x   — дей-
ствительный корень кратности 1; 1x    − действительный корень 
кратности 2. Разложим подынтегральную функцию на сумму  
простейших дробей, воспользовавшись первой и второй строками  
табл. 3.1: 

    

      
  

2

2 2

2

2

2

1 11 1 1

1 1 1 1
,

1 1

x A B C

x xx x x

A x B x x C x

x x


   

   

     


 

 

где A, B, C — некоторые действительные числа.  
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Справедливо тождество 

      22 2 1 1 1 1x A x B x x C x         при x .  

Подставляя в это тождество значения 1, 1x x    и приравни-

вая коэффициенты при 2 ,x  получаем коэффициенты A, B, C:  

1x  : 3 4A    
3

;
4

A  

1x   : 3 2C   
3

;
2

C    

 2x : 1 A B     
1

.
4

B   

Таким образом, 

 
    

2

2 2

2 3 1 3

4 1 4 1 21 1 1

x dx dx dx
dx

x xx x x


   

        

3 1 3 1
ln 1 ln 1 .

4 4 2 1
x x C

x
     


 

 Пример 3.3. 
  

7

4 4
.

2 3

x
dx

x x   

 Учитывая, что  3 41
,

4
x dx d x  получим 

     

  
 

7 4 3

4 4 4 4

4
4

4 4

2 3 2 3

1
.

4 2 3

x x x
dx dx

x x x x

x
d x

x x

 
   


 

 


 

Сделаем замену переменной 4.t x  Тогда 

 
     

7

4 4

1
.

2 3 4 2 3

x t
dx dt

x x t t


       

Корни знаменателя действительные и различные. Разложим 
подынтегральную функцию на сумму простейших дробей, вос-
пользовавшись первой строкой табл. 3.1: 
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  
   
  

3 2
,

2 3 2 3 2 3

A t B tt A B

t t t t t t

  
  

        

где A  и B  — некоторые действительные числа. Справедливо 
тождество    3 2t A t B t    при .t  Подставляя в последнее 
тождество значения 3t   и 2t   , находим коэффициенты A  и 

.B  Положим 3,t   тогда 3 5B , т. е. 
3

5
B  ; положим 2,t    тогда 

2 5A   , т. е. 
2

.
5

A  Таким образом,  

     

7

4 4

1 1 2 1 3 1

2 3 4 2 3 4 5 2 5 3

x t
dx dt dt

x x t t t t
               

 4 41 3 1 3
ln 2 ln 3 ln 2 ln 3 .

10 20 10 20
t t C x x C           

Пример 3.4. 
  2

.
1 1

dx

x x x x    

 Знаменатель имеет и действительные и комплексные корни 
кратности 1. Разложим подынтегральную функцию на сумму про-
стейших дробей, воспользовавшись первой и третьей строками 
табл. 3.1: 

  2 2

1

1 1 1 1

A B Cx D

x x x x x x x x


   

       

        
  

2 2

2

1 1 1 1
,

1 1

A x x x Bx x x Cx D x x

x x x x

        


  
  

где A, B, C, D  —  некоторые действительные числа. Справедливо 
тождество         2 21 1 1 1 1A x x x Bx x x Cx D x x           

при x .  
Подставляя в последнее тождество значения 1, 0x x    и 

приравнивая коэффициенты при 3x  и 2 ,x  получим коэффициенты 
A, B, C, D: 

1x   : 1 ;B   1;B    

 0x  : 1 ;A   
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 3x : 0 ;A B C    

 2x : 0 2 .A B C D     

Таким образом, A = 1, B= –1, C = 0, D= –1 и  
 

  
 

 

2 2

2

1 1 1 1

1 2
ln ln 1

1 2 3 4

dx dx dx dx

x x x x x x x x

d x
x x

x

   
     


    

 

   


 

 2 1 22ln ln 1 arctg
3 3

2 12ln ln 1 arctg .
3 3

x
x x C

x
x x C


     


    

 

 Пример 3.5. 
 
3

2

1
.

1

x x
dx

x x

 
  

 Задан интеграл от неправильной рациональной дроби. Пред-
ставим подынтегральную функцию в виде 

 
 

 
33 3

2 3 3 3 2

11 1 1 1
1 1 .

1 1

x xx x x x

x x x x x x x x x x

    
     

    
 

Разложим правильную рациональную дробь 
 2

1

1x x 
 на сум-

му простейших дробей, воспользовавшись первой и третьей стро-
ками табл. 3.1: 

 
 

   
 

2

2 2 2

11
,

1 1 1

A x Bx C xA Bx C

x x x x x x

  
  

  
 

где A, B, C  —  некоторые действительные числа. Справедливо 
тождество    21 1A x Bx C x     при .x  Коэффициенты A, B, C 

найдем, приравняв коэффициенты при 2 ,x  x  и 0:x  
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2

0

: 0 ;

: 0 ;

: 1 .

x A B

x C

x A

 




 

Таким образом, A = 1, B= –1, C = 0 и 
 2 2

1 1
.

1 1

x

x x x x
 

 
 Итак, 

имеем 

   
   

3

2 2 2

2
2

2

1 1 1
1 1

1 1 1

11 1
ln ln ln 1 .

2 1 2

x x x
dx dx dx

x x x x x x

d x
x x x x x C

x

               


       


  


 

 Пример 3.6. 
 

2

22

1
.

2

x x
dx

x

 

  

 Знаменатель имеет кратные комплексные корни. Разложим 
подынтегральную функцию на сумму простейших дробей, вос-
пользовавшись четвертой строкой табл. 3.1: 

   
  

 

22

2 2 222 2 2

21

22 2 2

Ax B x Cx Dx x Ax B Cx D

xx x x

      
   

    
   
 

3 2

22

2 2
,

2

Ax Bx A C x B D

x

    



  

где , , ,A B C D  — некоторые действителньные числа. Справедливо 
тождество    2 3 21 2 2x x Ax Bx A C x B D         при .x  
Коэффициенты , , ,A B C D  найдем, приравняв коэффициенты при 

3,x  2 ,x  x  и 0:x  

3

2

0

: 0 ;

: 1 ;

: 1 2 ;

: 1 2 .

x A

x B

x A C

x B D




 

  

 

 
Таким образом, A = 0, B = 1, C = 1, D = –3 и 
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   

   

2

2 222 2

2 22 2

1 1 3

22 2

1
arctg 3 .

2 2 2 2

x x x
dx dx

xx x

x xdx dx

x x

   
   

  

  
 

 

 
 

В интеграле 
 22 2

xdx

x   внесем x под знак дифференциала: 

   2 21 1 2 ,
2 2

x dx d x d x    тогда 

 
 

 

 

2

2 2 22 2

1 2 1 12 .
2 22 2

d xx dx
C

xx x


   

     

Второй интеграл обозначим через 2 ( )I x . Найдем 
 

2 22
( ) ,

2

dx
I x

x


  

воспользовавшись рекуррентной формулой (2.2): 

 
2 2 2 22

2

1 1
( )

4 2 4 22

1 1
arctg .

4 2 4 2 2

dx x dx
I x

x xx

x x
C

x

   
 

  


 
 

Итак,  

 

 

2

2 2 22

2 2

1 1 1 1 3
arctg

2 2 4 22 22

3 1 1 3
arctg arctg .

2 2 4 24 2 2 4 2 2

x x x x
dx

x xx

x x x
C C

x x

 
     

 

      
 


 

Примеры для самостоятельного решения 

3.1. 
5 4

3

8
.

4

x x
dx

x x

 
   3.2. 

  
2

2

4 15 5
.

1 5 6

x x
dx

x x x

 
    

3.3. 
   

3 2

3

6 9 7
.

2 5

x x x
dx

x x

  

   3.4. 
3

.
1

x
dx

x   3.5. 
  

2

3 2

2 3
.

1 4 3

x x
dx

x x x x

 
    

3.6. 
  

2

2

2 3 3
.

1 2 5

x x
dx

x x x

 
    3.7. 

 

2

22

5 12
.

6 13

x
dx

x x



 
  3.8. 

4
.

1

dx

x  
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Глава  4 . ИНТЕГРИРОВАНИЕ  
ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 

Рассмотрим несколько специальных видов интегралов от три-
гонометрических функций и рекомендуемые для них замены пе-
ременной (подстановки). 

4.1. Интегралы вида  sin ,nx dx   cosnx dx   

 Если n — четное положительное число, то интегралы можно 
упростить применением формул понижения степени: 

 2 1 cos2
sin ,

2

 
   2 1 cos2

cos .
2

 
   

Если n — нечетное положительное число, то рекомендуется отде-
лить от нечетной степени множитель (заданную функцию в первой 
степени) и эту отделенную функцию в первой степени ввести под 
знак дифференциала. Затем надо воспользоваться основным три-
гонометрическим тождеством, представив 2 2sin 1 cos     или 

2 2cos 1 sin .     

Примеры 

 Пример 4.1. 4sin .x dx  

 Поскольку степень синуса четная, то выделяем квадрат и 
применяем формулу понижения степени: 

 

 

2
24 2

2

1 cos2
sin sin

2
1 1 1 cos4

1 2cos2 cos 2 sin2
4 4 2

x
x dx x dx dx

x
x x dx x x dx

    
 

        
 

  

 
 

1 1 1 sin4 3 1 1
sin 2 sin2 sin 4 .

4 2 2 4 8 4 32

x
x x x C x x x C          

   
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 Пример 4.2. 3sin .x dx  

 Так как степень синуса нечетная, то отделяем от нечетной 
степени sin x  и вводим под знак дифференциала: 

 

   

3 2 2

2 3

sin sin sin sin cos

1
1 cos cos cos cos .

3

xdx x xdx xd x

x d x x x C

   

        
 

  


 

 Пример 4.3. 5cos .x dx  

 Отделяем от нечетной степени cos x  и вводим под знак диф-
ференциала: 

 

       

5 4 4

22 2 4

cos cos cos cos sin

1 sin sin 1 2sin sin sin

x dx x x dx x d x

x d x x x d x

  

     

  
 

 

3 52 1
sin sin sin .

3 5
x x x C   

 

 Пример 4.4. 6cos .x dx  

 Выделяем квадрат и применяем формулу понижения степени: 

 

 

3
36 2

2 3

1 cos2
cos cos

2
1

1 3cos2 3cos 2 cos 2
8

x
xdx x dx dx

x x x dx

    
 

    

  


21 3 1 cos 4

sin 2 3 cos 2 cos2
8 2 2

x
x x dx x xdx

      
  

 

   21 3 3 3 1
sin 2 sin 4 1 sin 2 sin 2

8 2 2 8 16
x x x x x d x        

  
 

35 3 3 1 1
sin 2 sin 4 sin 2 sin 2

16 16 64 16 3
x x x x x C        

   

35 1 3 1
sin2 sin4 sin 2 .

16 4 64 48
x x x x C      
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 Замечание. Можно вывести рекуррентную формулу, позволяющую 

свести интеграл   sinn
nI x x dx   к интегралу с меньшим индексом 

2
2 ( ) sin ,n

nI x x dx
    3, 4, ...n  .  

   
 

2 2 2 2

2 2 2 2
2

sin sin sin sin 1 cos

sin sin cos cos sin cos .

n n n
n

n n n
n

I x x dx x x dx x x dx

x dx x x dx I x x x x dx

 

  


    

   

  
  

 

Последний интеграл проинтегрируем по частям. Полагая 

 ( ) cos ,u x x  2( ) sin cos ,ndv x x x dx   

имеем  
( ) sin ,du x x dx    

2 2 11
( ) sin cos sin sin sin .

1
n n nv x x x dx x d x x

n
    

    

Тогда 

2 11 1
cos sin cos sin cos sin

1 1
n n nx x x dx x x x dx

n n
   

    

 11 1
sin cos .

1 1
n

nx x I x
n n

 
 

 

Итак,      1
2

1 1
sin cos .

1 1
n

n n nI x I x x x I x
n n


  

 
 Выразив  nI x  из 

последнего неравенства, получим рекуррентную формулу: 

    1
2

1 1
sin cos .n

n n
n

I x I x x x
n n





    

Таким образом,  

2 11 1
sin sin sin cos ,n n nn

x dx x dx x x
n n

 
   3, 4, ...n  . 

В частности,  

4 2 3 3

3

3 1 3 1 cos 2 1
sin sin sin cos sin cos

4 4 4 2 4
3 1 1

sin 2 sin cos .
8 2 4

x
x dx x dx x x dx x x

x x x x C


    

     
 

  
 

 Аналогично можно получить рекуррентную формулу для вычисле-

ния cos ,n x dx  n = 3, 4, …. 



62 

4.2. Интегралы вида  sin cosn mx x dx  

 Если n и m — четные положительные числа, то интеграл 
можно упростить применением формул понижения степени. 

 Если одна из степеней n или m — нечетное положительное 
число, то рекомендуется отделить от нечетной степени множитель 
(заданную функцию в первой степени) и эту отделенную функцию 
в первой степени ввести под знак дифференциала. 

 Если обе степени n и m — нечетные положительные числа, 
то рекомендуется отделить множитель от меньшей нечетной сте-
пени. 

 Если сумма степеней (n + m) — четное отрицательное число 
 2 , 1,2, ... ,n m k k    то рекомендуется отделить множитель 

2

1

cos x
 или 

2

1

sin x
 и этот множитель ввести под знак дифференци-

ала, а также воспользоваться тождеством 2
2

1
1 tg

cos
x

x
   или 

2
2

1
1 ctg :

sin
x

x
    

     

1
2

2 2

12

sin 1 1
sin cos

cos cos cos

tg 1 tg tg .

kn
n n k

n

kn

x
x x dx dx

x x x

x x d x


 



   
 

 

 


 

Примеры 

 Пример 4.5. 4 2sin cos .x x dx  

 Упростим интеграл, применив формулу понижения степени: 

  
2

24 2 2 2 1 cos2 1 cos2
sin cos sin cos

2 2

x x
x x dx x x dx dx

         
       

 3 21
cos 2 cos 2 cos2 1

8
x x x dx      

21 1 1 cos4
cos 2 cos2

8 8 2

x
x xdx dx


     
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   21 1 1 1 1
sin2 1 sin 2 sin2 sin4

16 8 16 16 64
x x x d x x x        

31 1 1 1 1 1
sin 2 sin 2 sin 2 sin 4

16 8 16 3 16 64
x x x x x x        

 
  

 31 1 1 1
sin 2 sin 2 sin 4 .

16 48 16 64
x C x x x C        

 Пример 4.6. 6 3sin cos .x x dx  

 Отделим от нечетной степени множитель и внесем его под 
знак дифференциала:  

   6 3 6 2 6 2sin cos sin cos cos sin 1 sin sinx x dx x x x dx x x d x       

   6 8 7 91 1
sin sin sin sin sin .

7 9
x x d x x x C      

 Пример 4.7. 9 5cos sin .x x dx  

 Отделим от меньшей нечетной степени множитель и внесем 
его под знак дифференциала: 

   

9 5 9 4

29 2

cos sin cos sin sin

cos sin cos

x x dx x x x dx

x x d x

 

  

 


 

   

   

29 2

9 11 13

cos 1 cos cos

cos 2cos cos cos

x x d x

x x x d x

   

    




 

10 12 141 1 1
cos cos cos .

10 6 14
x x x C      

 Пример 4.8. 
3

4

sin
.

cos

x
dx

x  

 Отделим от нечетной степени множитель и внесем его под 
знак дифференциала: 
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 

   

3 2 2

4 4 4

4 2
3

sin sin 1 cos
sin cos

cos cos cos
1 1

cos cos cos .
3cos cos

x x x
dx x dx d x

x x x

x x d x C
x x

 


   

     

  


 

 Пример 4.9. 
5 3

.
sin cos

dx

x x  

 В заданном интеграле сумма степеней – четное отрицательное 
число: 

 
3

55 3 5 2 2
8

1 1 1 1

sin cos tg cos cossin cos
cos

dx
dx dx

x x x x xx x
x

    
     

       32 2 4 6
5 5

1 1
1 tg tg 1 3tg 3tg tg tg

tg tg
x d x x x x d x

x x
         

 5 3

2

4 2

3
tg 3tg tg tg

tg

1 3 tg
3ln tg .

4tg 2tg 2

x x x d x
x

x
x C

x x

       
 

     


 

 Пример 4.10. 
2

6

cos
.

sin

x
dx

x  

 В заданном интеграле сумма степеней – четное отрицательное 
число: 

   
2 2

2 2
6 2 2 2

cos cos 1 1
ctg 1 ctg ctg

sin sin sin sin

x x
dx dx x x d x

x x x x
      
     

   2 4 3 51 1
ctg ctg ctg ctg ctg .

3 5
x x d x x x C        

4.3. Интегралы вида

, ,  sin cos sin sin cos cos     x x dx x x dx x x dx   

В этих случаях применяются формулы:  

    1
sin cos sin sin ;

2
       
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    1
sin sin cos cos ;

2
       

    1
cos cos cos cos .

2
       

Примеры 

 Пример 4.11. sin 2 cos8 .x x dx  

 
 1

sin 2 cos8 sin10 sin6
2

1 1
cos10 cos6 .

20 12

x x dx x x dx

x x C

  

   

 
 

 Пример 4.12.    cos 2 1 cos 4 3 .x x dx   

         1
cos 2 1 cos 4 3 cos 2 4 cos 6 2

2
x x dx x x dx         

   1 1
sin 2 4 sin 6 2 .

4 12
x x C      

4.4. Интегралы вида , 
1 1

cos sinn n
dx dx

x x
 

 Если n  — четное положительное число, то рекомендуется от-

делить множитель 
2

1

cos x
 или 

2

1

sin x
 соответственно и этот множи-

тель ввести под знак дифференциала. Далее надо воспользоваться 

тождеством 2
2

1
1 tg

cos
x

x
   или 2

2

1
1 ctg

sin
x

x
   соответственно.  

 Замечание. Можно вывести рекуррентную формулу, позволяющую 

свести интеграл 1( ) ,
cosn n

I x dx
x

   n = 3, 4, …  к интегралу с меньшим 

индексом 2 2

1( ) :
cosn n

I x dx
x    
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2 2

2

1 sin cos( )
cos cos

sin 1sin .
cos cos

n n n

n n

x xI x dx dx
x x

xx dx dx
x x

  

 

 

 
 

Первый из получившихся интегралов проинтегрируем по частям. 

Полагая ( ) sin ,u x x  sin( ) ,
cosn

xdv x dx
x

  имеем  

( ) cos ,du x x dx  

   
1

1

sin cos 1 1( ) cos cos .
cos 1 1 cos

n
n

n n

x xv x dx x d x
x n n x

 


     
     

Тогда 

1 1

21

sin 1 sin 1 cossin
cos 1 cos 1 cos

1 sin 1 .
1 cos 1

n n n

nn

x x xx dx dx
x n x n x

x I
n x n

 



  
 

 
 

 
 

Таким образом, 

   

 

2 21

21

sin 1( ) ( )
11 cos

sin 2 ( ).
11 cos

n n nn

nn

xI x I x I x
nn x

x n I x
nn x

 



   


 


 

Получена рекуррентная формула 

  
  21

1 sin 2 1 ,
cos 1 cos1 cosn nn

x ndx dx
x n xn x 

 
   3, 4,...n    (4.1) 

Аналогично получается рекуррентная формула для вычисления 
1 :

sinn
dx

x  

  
  21

1 cos 2 1 ,
sin 1 sin1 sinn nn

x ndx dx
x n xn x 

  
   3, 4, ...n   (4.2) 

Рекуррентными формулами (4.1) и (4.2) удобно пользоваться со-

ответственно для вычисления интегралов 
1

cosn
dx

x  и 
1

sinn
dx

x  

при нечетных положительных значениях n.  
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Примеры 

 Пример 4.13. 
6

1
.

cos
dx

x  

Преобразуя исходный интеграл, получаем 

   

   

2
22

6 2 2

2 4 3 5

1 1 1
1 tg tg

cos cos cos
2 1

1 2tg tg tg tg tg tg .
3 5

dx dx x d x
x x x

x x d x x x x C

     
 

      

  


 

 Пример 4.14. 
8

1
.

sin
dx

x  

    
3

32
8 2 2

1 1 1
1 ctg ctg

sin sin sin
dx dx x d x

x x x
      
     

   2 4 6

3 5 7

1 3ctg 3ctg ctg ctg

3 1
ctg ctg ctg ctg .

5 7

x x x d x

x x x x C

     

     


 

 Пример 4.15. 
3

1
.

cos
dx

x  

 Найдем этот интеграл, воспользовавшись рекуррентной фор-
мулой (4.1): 

  3 2 2

1 sin 1 1 sin 1
ln tg .

2 4cos 2cos 2 cos 2cos 2

x x xdx dx C
x x x x

         

 Пример 4.16. 
3

1
.

sin
dx

x  

 Этот интеграл вычислим с помощью рекуррентной формулы 
(4.2): 

3 2 2

1 cos 1 1 cos 1
ln tg .

2sin 2sin 2 sin 2sin 2

x x xdx dx C
x x x x

          
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 Замечание. Интегралы вида 
1

,
sinn

dx
x  n = 3, 4, … можно найти, 

применив тригонометрическую подстановку tg .
2

x
t   Например, 

 
  

 22 2

33 32

2 1 11 1

sin 42 1

t t
dx dt dt

x tt t

 
  


    

2 4

3 3

1 1 2 1 1 2

4 4

t t
dt t dt

t t t

        
    

2
2

2 2

1 1 1 1 1
2ln ln tg tg

2 24 2 2 2 88tg
2

t x xt C C
xt

            
 

 

2

cos 1
ln tg .

22sin 2

x x C
x

     

4.5. Интегралы вида   sin , cosR x x dx   

 Здесь  sin , cosR x x  — рациональная функция от двух аргу-
ментов. 

 1. Для нахождения интегралов этого вида применяют универ-

сальную тригонометрическую подстановку tg .
2

x
t  Тогда, если 

 , ,
2 2 2
x     то  

2arctg t,x   
2

2
,

1
dx dt

t



 

 
22 2 2

2sin cos 2 tg 22 2 2sin ,
1cos sin 1 tg

2 2 2

x x x
t

x
x x x t

  
 

  

2 2 2 2

22 2 2

cos sin 1 tg 12 2 2cos .
1cos sin 1 tg

2 2 2

x x x
t

x
x x x t

  
  

 
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 2. Интегралы вида  2 2sin , cosR x x dx  можно упростить, 

применив подстановку tg .x t  Тогда, если  , ,
2 2

x     то 

arctg ,x t  
2

.
1

dt
dx

t



 Учитывая, что 2

2

1
1 tg ,

cos
x

x
   получаем 

 2
2

1
cos ,

1
x

t



 

2
2 2

2
sin 1 cos .

1

t
x x

t
  


 

 3. Если выполнено равенство    sin , cos sin , cos ,R x x R x x    
то рекомендуется применить подстановку tg .x t  Тогда, если 

 , ,
2 2

x     то arctg ,x t  
2

.
1

dt
dx

t



 Учитывая, что 

 2
2

1
cos ,

1
x

t



 

2
2

2
sin ,

1

t
x

t



 

и что знак sin x  и t  совпадает при  ,
2 2

x    , получим  

2

1
cos ,

1
x

t



 

2
sin .

1

t
x

t



 

 4. Если выполнено равенство    sin , cos sin , cos ,R x x R x x   
то рекомендуется применить подстановку cos .x t  Тогда, если 

 0, ,x   то  

arccos ,x t  
2

,
1

dt
dx

t
 


 2 2sin 1 cos 1 .x x t     

 5. Если выполнено равенство    sin , cos sin , cos ,R x x R x x   
то рекомендуется применить подстановку sin .x t  Тогда, если 

, ,
2 2

x       то  

arcsin ,x t   
21

dt
dx

t



, 2 2cos 1 sin 1 .x x t     
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Примеры 

 Пример 4.17. .
8 4sin 7cos

dx

x x   

 Применим универсальную тригонометрическую подстановку 

tg .
2

x
t  Тогда 

 

   
 

 

 
 

2

2

2 2

22 2 2

2 1

2 18 4sin 7cos 8 4 7
1 1

42 2
2

8 1 8 7 1 8 15 4 1

tg 54 1 2ln ln .
4 1 tg 3

2

tdx
dt

t tx x
t t

d tdt dt

t t t t t t

x
t

C C
xt


 

   
 


   

       

 
   

  

 

    

 Пример 4.18. 
2 2

.
3sin 5cos

dx

x x  

 Способ 1. Задан интеграл вида  2 2sin , cos .R x x dx  Приме-

ним подстановку tg .x t  Тогда 

2

22 2 2

2 2

2

1
13sin 5cos 3 53 5

1 1

1 1 3 3 1 tg 3
arctg arctg .

3 5 3 3 5 5 15 5

dt
dx dtt

tx x t
t t

dt t x
C C

t

  
 

 
 

        

  



 

 Способ 2. Разделим числитель и знаменатель на 2cos .x  Тогда 

 

 

2

22 2 2

2

2

tg1 cos
sin3sin 5cos 3tg 53 5
cos

tg1 1 tg 3
arctg .

3 tg 5 3 15 5

d xdx x
dx

xx x x
x

d x x
C

x

  
 

 
     

  


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 Пример 4.19. 
2 2

.
sin 4sin cos 5cos

dx

x x x x   

 Способ 1. Выполнено равенство  sin , cosR x x    

 sin , cos ,R x x  поэтому применим подстановку tg .x t  Тогда 

 

 
 

   

2

22 2

2 22 2

22

1

1 1sin 4sin cos 5cos 4 5
1 11 1

2
arctg 2 arctg tg 2 .

4 5 2 1

dt tdx
t tx x x x

t tt t
d tdt

t C x C
t t t


 

   
  


       

   

 

 
 

Способ 2. Разделим числитель и знаменатель на 2cos .x  Тогда 

 

   
 

 

2

22 2

2

22

1 cos

sin sinsin 4sin cos 5cos 4 5
coscos

tg tg 2
arctg tg 2 .

tg 4tg 5 tg 2 1

x dxdx
x xx x x x

xx
d x d x

x C
x x x

 
   


    

   

 

 
 

 Пример 4.20. 
4cos

.
sin

x
dx

x  

 Выполнено равенство    sin , cos sin , cos ,R x x R x x    по-
этому применим подстановку cos .x t  Тогда 

 44 4 4

2 22 2

2 3
2

3

1 1cos

sin 1 11 1
1 1 1 1

1 ln
1 3 2 1

1 1 1 cos
cos cos ln .

3 2 1 cos

tx t dt t
dx dt dt

x t tt t
t

t dt t t C
t t

x
x x C

x

 
    

  
           

      

   

  

4.6. Интегралы вида  (tg ) , (ctg )R x dx R x dx   

 Положим tg ,t x  ctgt x  соответственно. Тогда 
2

1
,

1
dx dt

t



 

2

1

1
dx dt

t
 


 соответственно. 
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Примеры 

 Пример 4.21. 5tg .x dx  

 Способ 1. Применим подстановку tg .x t  Тогда 

5 5
2

1
tg .

1
x dx t dt

t


   

Разделив 5t  на 2 1t   столбиком, получим 

 25
3 4 2

2 2 2

11 1 1

1 1 4 2 2 1

d tt t
dt t t dt t t

t t t

             
 

   4 2 2 4 2 21 1 1 1 1 1
ln 1 tg tg ln tg 1

4 2 2 4 2 2
t t t C x x x C            

4 21 1
tg tg ln cos .

4 2
x x x C     

 Способ 2. Отделим от 5tg x  множитель 2tg ,x  воспользуемся 

формулой 2
2

1
tg 1

cos
x

x
   и 

2

1

cos x
 внесем под знак дифференци-

ала. Тогда  

5 3 2 3
2

3 3
2

1
tg tg tg 1

cos
1

tg tg
cos

x dx x tg x dx x dx
x

x dx x dx
x

     
 

  

  

 
 

 3 2 4
2

1 1
tg tg tg tg tg tg 1

4 cos
x d x x x dx x x dx

x
       
   

 

4
2

4

1 1
tg tg tg

4 cos
1 sin

tg tg tg
4 cos

x x dx x dx
x

x
x x d x dx

x

   

   

 

 

 4 2 4 21 1 1 1 1
tg tg cos tg tg ln cos .

4 2 cos 4 2
x x d x x x x C

x
        
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 Пример 4.22. 
1 tg

.
1 tg

x
dx

x


  

 Применим подстановку tg .x t  Тогда  

  2

1 tg 1
.

1 tg 1 1

x t
dx dt

x t t

 


     

Разложим правильную рациональную дробь 
  2

1

1 1

t

t t


 

 на 

сумму простейших дробей: 

 
  

    
  

2

2 2 2

1 11
,

1 1 1 1 1 1

A t Bt C tt A Bt C

t t t t t t

    
  

     
 

где , ,A B C  — некоторые действительные числа. Справедливо 
тождество     21 1 1t A t Bt C t      при .t  Подставляя в по-

следнее тождество значения 1, 0t t   и приравнивая коэффици-

енты при 2 ,t  получаем коэффициенты , , :A B C  
1t  : 2 2A    1A ; 

0t  : 1 A C   0;C   
2t : 0 A B    1B  . 

Таким образом,  

  

   

2 2

2 2
2

1 1

1 1 1 1

1 1 1 1
1 ln 1 ln 1 .

1 2 1 2

t t
dt dt dt

t t t t

dt d t t t C
t t


  

   

         
 

  

 
 

Итак, 
 

 2

2

1 tg 1
ln tg 1 ln tg 1

1 tg 2

sin cos 1 1
ln ln

cos 2 cos

x
dx x x C

x

x x
C

x x


      


       

 


 

ln sin cos ln cos ln cos ln sin cos .x x x x C x x C           
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Примеры для самостоятельного решения 

4.1. 6sin .x dx   4.2. 3 5sin cos .
2 2
x x dx   4.3. 3ctg .x dx  

4.4. 
2 4

.
sin cos

dx

x x   4.5. 35sin cos .x x dx   4.6. sin sin 2 sin 3 .x x x dx  

4.7. .
5 4sin 3cos

dx

x x    4.8. 
2 2

.
4 3cos 5sin

dx

x x    4.9. 
 

.
2 cos sin

dx

x x  

4.10. .
5 4sin

dx

x  4.11. .
4 tg 4ctg

dx

x x   4.12. 4tg .x dx  4.13. 
4

6

sin
.

cos

x
dx

x  

4.14. 
  

.
2 sin 3 sin

dx

x x   4.15. 
2 2

.
cos 2sin cos 2sin

dx

x x x x   
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Глава  5.  ИНТЕГРИРОВАНИЕ РАЗНЫХ ФУНКЦИЙ 

Примеры 

 Пример 5.1. 
 

3

12 .
1

x
dx

x   

 Положим 1.t x   В этом случае 1,x t   .dx dt  Тогда 

 
 

 

33 3 2

12 12 12

9 10 11 12 8 9 10 11

1 3 3 1

1

1 3 3 1
3 3

8 9 10 11

x t t t t
dx dt dt

t tx

t t t t dt t t t t C       

   
  



          

  


 

       8 9 10 11

1 1 3 1
.

8 1 3 1 10 1 11 1
C

x x x x
     

   
 

Пример 5.2. 
3

7

sin
.

cos

x
dx

x  

Проведем преобразования: 

   
3 3

3 2
7 3 2 2

sin sin 1 1
tg 1 tg tg

cos cos cos cos

x x
dx dx x x d x

x x x x
       

   3 5 4 61 1
tg tg tg tg tg .

4 6
x x d x x x C      

 Пример 5.3. 
4

sin cos
.

2 sin

x x
dx

x  

 Преобразуем    21
sin cos sin sin sin .

2
x x dx x d x d x   Тогда 

 
 

2 2

4 22

sinsin cos 1 1 sin
arcsin .

2 2 22 sin 2 sin

d xx x x
dx C

x x

    
  

   
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 Пример 5.4. 
2

.
1

x
dx

x x   

 Умножим числитель и знаменатель на  2 1 .x x   Тогда 

 
   

 

2

2 2 2

2 2

1

1 1 1

1

x x xx
dx dx

x x x x x x

x x x dx

 
 

     

   

 


 

     
31

2 2
3 3

2 2 21 1
1 1 1 .

3 2 3 3

x x
x d x x C       

 

 Пример 5.5. 
2

arcsin
.

x
dx

x  

 Проинтегрируем заданный интеграл по частям. Полагая 

( ) arcsin ,u x x  
2

1
( ) ,dv x dx

x
  имеем 

2

1
( ) ,

1
du x dx

x



 ( )v x   

2

1 1
.dx

x x
   Тогда  

2 2

arcsin arcsin
.

1

x x dx
dx

x x x x
  

   

В интеграле 
21

dx

x x  положим 
1

.t
x

  Тогда 

 
1

,x
t

  
2

1
,dx dt

t
   

2 2
2

2

1 1 1
1 1 sgn .

t t
x t

t t t

 
      

Заметим, что sgn sgn .t x  Тогда 

2

2 2 2

2
2

1
sgn sgn

1 1 11

1 1
sgn ln 1 sgn ln 1

dtdx dttt t
x x t t

t t

t t t C x C
x x


   

  

           

  
 

21 1
sgn ln .

x
x C

x x


      
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Итак, 

2 2

2

arcsin arcsin

1

arcsin 1 sgn 1
sgn ln .

x x dx
dx

x x x x

x x x
x C

x x

   


 
   

 
  

 Пример 5.6. 
 2 2

arctg
.

1

x
dx

x x  

 Проинтегрируем заданный интеграл по частям. Полагая 

( ) arctg ,u x x  
 2 2

1
( ) ,

1
dv x dx

x x



 имеем  

2

1
( ) ,

1
du x dx

x



 

 2 2

1
( )

1
v x dx

x x
 

  

 
 

2 2

2 2 2 2

1 1 1 1
arctg .

1 1

x x
dx dx dx x

x x x x x

 
     

     

Тогда  

 2 2 2

1
arctgarctg 1

arctg arctg .
1 1

xx xdx x x dx
x x x x


          

Найдем последний интеграл: 

 
 

 
 

 
2 2

2 2 2

11 arctg
arctg arctg

1 1 1

x xx
dx dx dx x d x

x x x x x

 
   

       

 2 2 2
2

1 1 1 1
arctg ln ln 1 arctg .

1 2 2 2

x
dx dx x x x x C

x x
       

   

Итак,  

 
 2 2

2 2

arctg arctg 1 1
arctg ln ln 1 .

1 2 2

x x
dx x x x C

x x x
      

  
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 Пример 5.7. 
2

.
e 2ex x

dx

  

 Положим e .xt   Тогда  

ln ,x t  
1

,dx dt
t

  
 2 2 2

1
.

e 2e 2 2x x

dtdx dtt
t t t t

 
       

Разложим правильную рациональную дробь 
 2

1

2t t 
 на сум-

му простейших дробей: 

 
 

   
 

2

2 2 2

1 2 2
,

2 2 2

A B C At t B t Ct

t t t t t t t

   
   

  
  

где , ,A B C  — некоторые действительные числа. Справедливо 
тождество     21 2 2At t B t Ct     при t . Подставляя в по-
следнее тождество значения 2, 0t t   и приравнивая коэффици-

енты при 2 ,t  получаем коэффициенты , , :A B C  

2t  : 1 4C    
1

;
4

C   

0t  : 1 2B  
1

;
2

B    

2t : 0 A C   
1

4
A   . 

Таким образом,  

 2 2

1 1 1 1 1 1

2 4 2 4 2

1 1 1 1
ln ln 2 .

4 2 4

dt
dt dt dt

t t t t t

t t C
t

    
 

      

   
 

Итак,  

2

1 1 1 1
lne ln e 2

e 2e 4 2 e 4
1 1 1

e ln e 2 .
4 2 4

x x
x x x

x x

dx
C

x C

       


     


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 Пример 5.8. 2 2e sin .x x dx  

 Применим формулу понижения степени: 

 

2 2 2 2 2

2 2

1 cos2 1 1
e sin e e e cos2

2 2 2
1 1

e e cos 2 2 .
4 4

x x x x

x x

x
xdx dx dx x dx

xd x


   

 

   


 

В последнем интеграле сделаем замену 2 .x t  Тогда 

   

 

2

2

1
e cos2 2 e cos e sin cos

2
1

e sin 2 cos2
2

x t t

x

xd x t dt t t C

x x C

    

  

 
  

(см. пример 2.6). Итак, 

  2 2 2 21 1
e sin e e sin2 cos2 .

4 8
x x xxdx x x C     

 Пример 5.9. 
2 4

1
.

sin cos
dx

x x  

 Способ 1:  

     

2

22 4 2 2

2 4
22

2 2

1 1 1 1

sin cos cos cossin
cos

1 1 2tg tg
1 tg tg tg

tg tg

dx dx
x x x xx

x

x x
x d x d x

x x

   
  

 
 

 
   

 

 

 

 2 3
2

1 1 1
2 tg tg 2 tg tg .

tg tg 3
x d x x x C

x x
         
 

 
 Способ 2. Представим числитель в виде 2 2sin cosx x  и раз-

делим почленно числитель на знаменатель: 

2 2

2 4 2 4

2 2

2 4 2 4

1 sin cos

sin cos sin cos

sin cos

sin cos sin cos

x x
dx dx

x x x x

x x
dx

x x x x


 

   
 

 


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4 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1
4

cos sin cos cos cos sin 2
dx dx dx dx

x x x x x x
         

   2 31
1 tg tg 2ctg2 tg tg 2ctg2 .

3
x d x x x x x C        

 Пример 5.10. 
3 4

.
2

dx

x x x   

 Положим 12x t    12 НОК 2, 3, 4 . Тогда 

 3 46 4 3, , ,x t x t x t    1112 ,dx t dt  12t x  

и   

11 8

3 4 6 4 3 3

12
12 .

2 22

dx t dt t
dt

t t t t tx x x
 

         

Последний интеграл является интегралом от неправильной рацио-
нальной дроби. Разделив числитель на знаменатель столбиком, 
получим  

8 2
5 3 2

3 3

3 6 8
12 12 2 4

2 2

t t t
dt t t t t dt

t t t t

                

6 4 2 2
3

3

2 3 6 8
12 4 12 .

6 4 3 2 2

t t t t t
t t dt

t t

              

Разложим правильную рациональную дробь 
2

3

3 6 8

2

t t

t t

 
 

 на 

сумму простейших дробей. Учитывая, что 

 
        

  

3 3 2

2

2 1 1 1 1 1

1 2 ,

t t t t t t t t

t t t

            

   
 

получим 

  
    

  

2 2

3 2 2

2

2

3 6 8 3 6 8

2 1 2 1 2

2 1
,

1 2

t t t t A Bt C

t t t t t t t t

A t t Bt C t

t t t

    
   

       

    


  
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где , ,A B C  — некоторые действительные числа. Справедливо 
тождество     2 23 6 8 2 1t t A t t Bt C t         при t . Под-

ставляя в последнее тождество значения 1, 0t t    и приравни-

вая коэффициенты при 2 ,t  получаем коэффициенты , , :A B C  

1t   : 1 4A    
1

;
4

A   

0t  : 8 2 A C      
17

;
2

C    

2t : 3 A B     
11

.
4

B   

Итак, 

 
2

3 2 2

17 1711 11
3 6 8 1 1 14 2 4 2ln 1 .

2 4 1 2 4 2

t tt t
dt dt dt t dt

t t t t t t t

  
    

           

Последний интеграл является интегралом от функции, содержа-
щей квадратный трехчлен. Выделим полный квадрат из квадратно-

го трехчлена:  2
2 12 7 4

2
t t t      и выполним замену 

1 .
2

t     Тогда  

1 ,
2

t    dt d    

и  

 

2 2 2

2

2

5717 1111
11 574 84 2

22 7 4 4 7 4 8 7 4

7 411 57 2 2
arctg

8 7 4 8 7 7

t d d
dt d

t t

d

    
    

       

  
   

 

   



 

 211 57 2
ln 7 4  arctg

8 4 7 7
C


       

 211 57 2 1
ln 2 arctg .

8 4 7 7

t
t t C


       
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Таким образом,  
8

3 4 3
12

22

dx t
dt

t tx x x
 

     

 

1 11 1 1
3 62 4 12

6 4 2
3 22 1 11

12 4 ln 1 ln 2
6 4 3 2 4 8

57 2 1
arctg 2 3 8 6 48

4 7 7

t t t
t t t t t

t
C x x x x x

          


        


 

   
1

1211 1
612 12

33 171 2 1
3ln 1 ln 2 arctg .

2 7 7

x
x x x C


        

 Пример 5.11. cos .x dx  

 Выполним замену переменной .t x  Тогда 2,x t  2dx tdt  

и cos 2 cos .xdx t t dt   Проинтегрируем полученный интеграл 

по частям. Полагая ( ) ,u t t  ( ) cos ,dv t t dt  имеем ( ) ,du t dt  

( ) cos sin .v t t dt t   Тогда  

 cos 2 cos 2 sin sin 2 sin 2cosxdx t tdt t t t dt t t t C          

2 sin 2cos .x x x C    

 Пример 5.12. 
 

3
22

1
.

1

x
dx

x




  

 Положим tg ,x t   , .
2 2

t     Тогда  

arctg ,t x  
2

1
,

cos
dx dt

t
  

2 2
2

1 1 1
1 1 tg ;

cos cos cos
x t

t t t
     

   3
2

22
3

1 tg 1 1
1 cos1

cos

x t
dx dt

tx
t

 
 


   

   tg 1 cos sin cos cos sin .t t dt t t dt t t C          



83 

Учитывая, что 
2

1
cos

1
t

x



, 

2

1
sin tg cos ,

1
t t t x

x
 


 получим 

 
3
2

2 22

1 1
.

1 11

x x
dx C

x xx


   

 
  

Примеры для самостоятельного решения 

5.1. 
2

arcsin 3
.

1

x x
dx

x



   5.2. 
 34

.
1

dx

x x
   5.3. 

 2 2
.

1 1

dx

x x   

5.4. 
3

4

sin
.

cos

x
dx

x  5.5.  4ln 4 .x x dx  5.6. 3sh .x dx  5.7. 
1 tg

.
1 tg

x
dx

x


  

5.8. 
1 cos

.
sin

x
dx

x


   5.9. 

2

2

arctg
.

1

x x
dx

x   5.10. 
   2 2

.
1 2 2

x dx

x x x    

5.11. 
2

sin
.

cos 1 sin

x
dx

x x   5.12. 
2

2
.

9

x dx

x    5.13. 
3

4 2
.

2

x dx

x x   

5.14. 2 ln 1 .x x dx   5.15. 
2

.
sin cos

dx

x x   5.16. 2sin 3 cos 5 .x x dx  

5.17. 
 32

.
9

dx

x 
   5.18. 

 2 2
.

1 1

dx

x x    5.19. 24 2 .x x x dx   

5.20. 2 24 .x x dx   5.21. 
1 1

.
1

x
dx

x x


   5.22. 

   
5

2 2
.

1 1

x dx

x x   

5.23. 
2

.
2x x

dx

e e    5.24. .
sin 2 2sin

dx

x x  
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ОТВЕТЫ   К  ПРИМЕРАМ   
ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ 

Глава 1, поразд. 1.1  

1.1. 3 3 32 5 8
3

3 9 9 3
.

2 5 8
x x x C

x


     1.2. 6 35 212 3

2 72 9 .
5 2

x x x C    

1.3. 4 7
4

4 4
.

7
x C

x
    1.4. 

1 1
ln .

2 1

x
x C

x


  


 1.5. 

2e
e .

2

x
x x C  

1.6. 2

3

2 1
ln .

23
xe x C

x
     1.7. 21 4

ln .
55

x x C
 

   
 

1.8. ln 2arctg .x x C   1.9. 2ctg 2 .x C   1.10. 
2 1

.
5 ln 5 5 2 ln 2x x

C


 


 

1.11.   sgn cos sin cos sin .x x x x C   1.12. ctg tg .x x C  

1.13.     3 31
1 1 .

3
x x C     

Глава 1, подразд. 1.2  

 

1.14.   54 22
2 3 .

15
x C


   1.15.  

2
5 .

ln5
x C  1.16.  

 35

1
.

15 1
C

x





 

1.17.  21
arcsin .

2
x C   1.18.  

1 3 ln 2
ln .

2 6 3 ln 2

x
C

x






1.19.  
7 42

.
4ln 2

x

C


   1.20. 
1

.
5 ex

C


  1.21. 2arctg .x C

1.22.  
4 7 2sin

ln .
7 7 2sin

x
C

x

 
 

 
 1.23.  32 2

2 1 arcsin .
3

x x C     

1.24.  
3

1 1
.

3sin sin
C

x x


   1.25. ln th .

2

x
C  1.26.  2ln 1 .x x C    

1.27.  2 ln 1 .x x C    1.28.  ln ln ln .x C 1.29.  4 34
ctg .

3
x C


  

1.30.  
2

2

1 1
ln .

2 2

x
C

x

    
 1.31.  2 22 1 4

9 4 ln .
9 3 9

x x x C      
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1.32.  21
ln 1 ln .

2
x C


   1.33.   3 31
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