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1.3.  Разностный метод приближенного решения 

дифференциального уравнения. Метод Адамса. 


В основе метода Адамса лежит использование формулы Тейлора (подробнее см. Пискунов Н.С. т.2, стр.134).


Будем рассматривать решение дифференциального уравнения
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удовлетворяющее начальным условиям  
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y(x0)=y0                                                 (2)
    Пусть имеется приближенное решение уравнения (1) и его значения в дискретных точках,
{xk},  k=0, 1,  ..., n с дискретом (шагом) h

[image: image3.wmf]0

 

k

xxkh

=+×

                                                            (3)
где 
[image: image4.wmf]0

xkx

nfloor

h

-

æö

=

ç÷

èø

 ,
[image: image5.wmf] 

     

n

xxk

£



Введем так называемые первые, вторые и т.д. разности [13]. Это достаточно малые приращения решения  у(х), его производных и т.д. в соответствующих точках {[image: image7.png]


}. Причем вторые разности это разности первых разностей и т.д.


Схематическое представление разностей дано на рис. 1.
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Здесь     
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Рис.1. Представление разностей.
Аналогично определяются разности производных. Только добавляются "штрихи".
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 и т.д. ……………………….
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   Для нахождения приближенного решения  y(x) будем использовать формулу Тейлора с остаточным членом Rn
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Если n велико, то логично говорить о разложении решения уравления  (1) в окресности точки 
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  в ряд Тейлора. Однако это возможно только для "гладких" решений. В дальнейшем будем говорить о ряде Тейлора и его первых четырех членах (n=3) как предлагается в методе Адамса, т.е.
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Очевидно, нахождение решения (5) следует начинать с точки  x0=x0, где k=0 и заданы начальные условия x0,y0, продвигаясь далее k=1,2,... 


В этом случае равенство (5) будет иметь вид 
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На основании (1), считается в f(x,y) решение "y" функций от x, т.е.  y(x), можно в выражении (6) найти неизвестные 
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 как того требует метод Адамса, путем дифференцирования (1). Предполагается, что f(x,y) допускает такое дифференцирование.


В результате получим
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Чтобы определить 
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 в (7) и (8)  надо подставить x=x0 и y=y0.

Коротко формулы  (7) и (8) можно записать так:
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Примечание: Следует ответить, что проблема дифференцирования сложной функции легко решается в Maple (см. www.bmstu.ru/ps/[image: image33.png]


kvtitov, папка Лабораторные работы по численным методам\K_стр7_Диф_СложнФункции.mws). Причём это нахождение производной дается в символьном виде и вычисляется её любой порядок. Как это делается покажем ниже в листинге Maple и получим в качестве примера, написанные ранее формулы (7) и (8) (см. также 8.1.4.1. ДифСлФун).
Задача дифференцирования сложной функции возникает при решении дифференциального уравнения:
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когда необходимо дифференцировать левую и правую части этого уравнения несколько раз.

Здесь функция f задана в общем виде как f(t,x(t)). 
Результат дифференцирования можно пояснить также с помощью опции "convert". 

convert(D[1](f)(t,x(t)),diff);
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convert(D[2](f)(t,x(t)),diff);
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Таким образом мы приходим к результату:

Diff(x(t), t$2)=diff(f(t,x(t)),t$1);
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Наконец, вычислим 2-ю производную, считая по-прежнему t1=x(t)

Diff(x(t), t$3)=diff(f(t,x(t)), t$2);
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В последнем выражении, исходя из рассматриваемого дифференциального уравнения, 

можно сделать замену  Diff(x(t),t)=f(t,x(t)), а полученный символьный результат вычисления 

значения 2-й производной использовать в других СКМ, например, Mathcad. Для замены или подстановки будем использовать оператор subs. 

Приведем пояснения к предыдущему выражению:

convert(D[1,1](f)(t,x(t)),diff); - вторая производная.
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convert(D[1,2](f)(t,x(t)),diff);  - вторая смешанная производная.
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И так далее.
Использование оператора subs приведём на примере сложной функции и вычисления от неё производной в общем виде.

Присвоим  значение производной от сложной функции промежуточному результату  Рr:

Pr:=diff(f(t,x(t)), t$1); 
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Далее осуществим процедуру подстановки 

R[1]:=subs(diff(x(t),t$1)=f(t,x(t)),Pr);  
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исключая тем самым наличие старшей производной от x(t) в правой части дифференциального уравнения. Повторяя эти операции исключения старшей производной, можно получать производные от x(t) по t любого порядка:

Pr:=diff(R[1], t$1); R[2]:=subs(diff(x(t),t$1)=f(t,x(t)),Pr): R[2]:=simplify(R[2]);
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И так далее. Здесь по-прежнему D[1]=df/dt, D[1,2]=ddf/dtdx и т.д. обозначают частные про-

изводные по соответствующим аргументам t и x1. Теперь эти элементарные операции объединим в алгоритм вычисления производной от сложной функции f(t,x(t)) для построения решения дифференциального уравнения dx/dt = f(t,x(t)) в виде ряда Тейлора.

restart;
Дано: 

1) зададим порядок производной N, до которого будем проводить вычисления.

N:=3:   
2) саму функцию f(t,x(t)): 

G[0]:=f(t,x(t)):
Примечание. Здесь значение функции f(t,x(t)) присваивается компоненту G[0] вектора G.

Далее записывается алгоритм вычисления производных:

for n from 1 to N do
G[n]:=diff(G[n-1], t$1): 
G[n]:=subs(diff(x(t),t$1)=f(t,x(t)),G[n]):
od:
Отметим, что необходимость такой специфической подстановки определяется дифферен-

циальным уравнением.

Полученный результат можно конвертировать в более привычный так: 

Diff(x(t),t$3)=simplify(convert(G[2],diff));
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Компоненты {G[n]}, n=1,2,...  вектора  G задают производные порядка (m + n), m=1, 2,... , 

то есть
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от решения x(t) дифференциального уравнения

      
[image: image47.wmf](1)

()

(,(),'(),...,())

m

m

m

dxt

ftxtxtxt

dt

-

=

                                                                                      (1)

Причем компоненты {G[n]} определяются теперь через известные нам функции

по рекуррентной формуле:
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где fо = f. Если заданы начальные условия:
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которые  запишем в столбец матрицы Х с компонентами {Xi,0}, i=0...(m-1), то тогда можно 

вычислить компоненты {Z[n,0]}в точке фазового пространства {Xi,0}, а, следовательно, и 

представить решение рядом Тейлора в окрестности этой точки. Вычисленные компоненты 

G[n]|при X={X[i,0]} запишем в столбец матрицы Z таким образом: Z[n,0]:=G[n]|X=Xо. Ряд Тейлора задаст траекторию x(t), по которой мы можем перейти в следующую точку t1, вычислив в ней значения {Xi,1}. После чего опять выстроить траекторию x(t), но уже из этой точки. Этой траекторией по-прежнему будет ряд Тейлора, инвариантный по отношению к точке, в окрестности которой он строится. Такое построение решения нам понадобится в методе припасовывания.


Найденные таким образом значения 
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 подставим в (6) и получим следующее приближенное дискретное значение искомого решения y(x), например в точке x1
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здесь h=x1 - x0 , 
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 определяются по формулам  (7) и (8). Точно также можно определить 
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Казалось бы и последующие дискретные значения решения y(x) можно определять аналогично. Однако функция y(x) и приближающий ее ряд Тейлора сходятся лишь в достаточно малой окресности точки  x0 , которую (окрестность) определяет дискрет h, 2h и т.д. 
[image: image56.wmf]kh
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, k = 1, 2,..., n. Кроме этого еще и число членов ряда Тейлора в методе Адамса невелико - всего четыре.


Замечание: Логично было бы определить y2 (10 ) как переход из точки y1 по траектории (5)  в точку y(x2). Тогда для y2 формула (5) будет иметь вид
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где 
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  следует также определять по формуле  (5) как: 
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Найденные значения подставляем в уравнение y(x)  и получаем 
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  что совпадает с формулой (10).


Возникает вопрос, если в методе Адамса находятся производные (7) и (8), то зачем находить  разности первые, вторые и так далее?  Ведь решения на каждом из элементарных участков k длинной h  можно теперь округлять с помощью формулы (5). Вычислять на каждом из них конечные значения y(xk+1) и считать эти значения на последующем участке (k+1) - начальными. Возможно это не было сделано потому, что когда создавался это метод отсутствовали компьютеры и такие программы как Maple? Поэтому алгоритм Адамса свелся к очень простым вычислительным операциям менее затратным по времени и объему вычислений.


Итак, найденных значений (9), (10) вместе с начальными условиями 
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 достаточно, чтобы запустить алгоритм Адамса, основанный на разностях первых, вторых и т.д., к определению которых мы сейчас перейдем.


Составим первые разности:
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  где 
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Составим вторые разности:
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Результаты занесем в таблицу 1

Таблица 1

	x
	y
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	x1= x0+h
	y1
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	x2= x0+2h
	y2
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	Далее предположим, что нам известны каким-то образом полученные                  другие значения  yk-2, yk-1, yk

	xk-2=x0+(k-2)h
	yk-2
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	xk-1=x0+(k-1)h
	yk-1
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	xk=x0+kh
	yk
	[image: image87.png]



	
	

	...


	
	
	
	



Итак, в Таблице1 мы дошли до строчки "k"


Теперь, когда найдены  
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 попытаемся определить значение yk+1  , исходя из формулы Тейлора в окрестности точки 
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, вводя обозначения 
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При этом, полагая x=xk+1  и оставляя 4-ре члена в формуле Тейлора, получим
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Здесь h=
[image: image94.wmf]1
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В формуле (12) , как следует из таблицы 1, известны 
[image: image95.wmf], , 
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 Неизвестные   будем определять по Адамсу через известные разности (табл. 1) первого и второго рода.


Запишем выражение производной от (11) 
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Теперь, беря в этой формуле вместо x  значение  xk-1, получим


[image: image101.wmf]2

1

()()

2!

k

kkk

y

yyyhh

-

¢¢¢

¢¢¢¢

=+-+-

                                 (13)
Аналогично получим 
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Из этих выражений находим соответствующие разности

Из  (13) находим первые разности
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Вычитая из (13) равенство (14), получим 
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Вычитая из (15) равенство (16), находим вторые разности 
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Теперь подставим (17) в (15) и найдем
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Окончательно подставляя (17) и (18) в разложение (12), получим формулу  Адамса
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Следует напомнить, что в этой рекуррентной формуле: 
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[image: image113.wmf]1122
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Тогда (19) можно записать еще так: 
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Именно формула (20) будет использоваться в лабораторной работе на метод Адамса.


Из (19) и таблицы 1 или более очевидно из (20) следует, что, зная 
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мы можем определить , k = 2, 3, ... , т.е. найти решение исходного дифференциального уравнения в дискретных точках 
[image: image118.wmf]k
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  по методу Адамса.


Замечаеие 1. Если существует единственное решение уравнения (1) на отрезке 
[image: image120.wmf][0,]
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, удовлетворяющее начальным условиям , то погрешность приближенных значений, определенных по формуле (19) или (20) по абсолютной величине не превосходит 
[image: image123.wmf]4

Mh

×

, где M постоянная, зависащая от длины интервала и вида функции f(x,y)  и независящая от величины h.


Замечание 2. Для большей точности следует брать большее число членов разложнея в (12). Для пяти членв разложения формула (19) дополнится пятым слагаемым   
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