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Гл8, § 1, 

1.7. Метод припасовывания, основанный на представлении решения рядом Тейлора
Пусть требуется решить дифференциальное уравнение:
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Решение будем искать в виде ряда Тейлора. Для этого будем дифференцировать левую и

правую части равенства (1) по t. Результат дифференцирования запишем в вектор с компо-

нентами 
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Компоненты {G[n]}, n=0,1,...  вектора  G задают производные порядка (m + n), m=1, 2,... 

от решения x(t). С другой стороны компоненты {G[n]} определяются через известные нам 

функции по рекуррентной формуле:
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или короче  
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где fо=f, G[0]=f  и 
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  - начальный момент времени, 
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   - известные 

начальные условия, которые  запишем в столбец матрицы Х с компонентами {Xi,0}, 

i=0...(m-1). Введём обозначения: T - конец интервала времени, на котором рассматрива-

ется или ищется решение x(t); dt - малый (элементарный) промежуток времени (dt~0.01); 
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  - число элементарных промежутков времени; индекс k= 1..K; 
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скретные точки на интервале 
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;  тогда 
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 - значения i-й производ-

ной от x(t) в дискретной точке 
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, i=0..(m-1), записываемые в столбцы 
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рами (k-1) матрицы X; 
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  - параметр, необходимый для вычисления ряда 

Тейлора. Отметим, что 
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 задает точку в фазовом пространстве 
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соответствующую значению 
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. При этом 
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  задает начальные условия или старто-

вую точку.

Вычисляемые компоненты 
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, n=0..N в начальной точке фазового пространства {Xi,0}  
запишем в столбец матрицы Z таким образом:  
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, что позволяет предста-

вить решение рядом Тейлора в окрестности точки 
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Следует помнить, что мы допускаем дифференцирование правой части f(t,x(t),...) уравне-

ния (1) N-раз. Только в этом случае метод работает.

Ряд Тейлора задаст траекторию x(t), по которой мы можем перейти в следующую точку 
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вычислив в ней значения {Xi,1} следующей точки фазового пространства. После чего 

опять выстроим траекторию x(t), но уже из этой точки 
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. Этой траекторией по-прежнему 

будет ряд Тейлора, инвариантный по отношению к точке, в окрестности которой он стро-

ится. Запишем этот ряд Тейлора в общем случае перехода из точки 
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Отметим без доказательства, что множество точек 
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  лежит на кривой,

сколь угодно близко приближающейся к искомому решению x(t). Пусть при построении

решения мы дошли до точки 
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  и теперь перейдем в точку 
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  по траектории (4),

вычислив её фазовые координаты по формуле:
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При этом должно выполняться:  
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Таким образом в каждой точке 
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 мы получаем решение x(t) в виде ряда Тей-

лора. По построению эти решения припасованы по своим начальным и конечным точкам

фазового пространства 
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  . Поэтому этот метод решения дифференциального уравнения

(1) можно назвать методом припасовывания. Полученное, таким образом, решение в силу

ограниченного числа членов ряда Тейлора, является приближенным, но его точность мо-

жет быть сколь угодно высокой и ничем не уступает другим методам, а в чём-то и превос-

ходит их. Ниже покажем как работает метод припасовывания.

Решение проведём на примере уравнения Бесселя.

restart;  
Зададим

h:=0.1: - шаг по независимой переменной t;

m:=2:- порядок дифференциального уравнения, разрешенного относительно старшей 

производной.

t0:=0.5: tk:=11:- начало и конец интервала по t.

J:=floor((tk-t0)/h);- число дискретных точек отсчета t[j].
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N:=m+6:где N+1 - число строк матрицы Z;  (m+N+1) - число членов ряда Тейлора. 
Создадим массивы Z и Х, что необходимо для последующего их представления в 

матричном виде.

Z:=array(0..N,0..J): - матрица размером (N+1)x(J+1)

X:=array(0..m-1,0..J): - матрица размером (m)x(J+1)

Укажем начальные условия (отметим, что введение таких констант как pi в их символь-

ном виде в начальные условия затрудняет построение графиков):

X[0,0]:=1: X[1,0]:=0:
Зададим правую часть дифференциального уравнения (1) или функцию f  (при задании f 

оператор D использовать нельзя!)

Библиотека возможных функций:

q:=1/2:`-t^2*x(t)`:`-x(t)`:
Правая часть уравнения Бесселя: 
f:=-1/t*diff(x(t),t)+(q^2/t^2-1)*x(t): 
Например, для уравнения Ван-дер-Поля правая часть будет иметь вид:

`e1:=1: e2:=1: f:=e1*(1-x(t)^2)*diff(x(t),t)-e2*x(t);`:
Решение
Итак, решаем дифференциальное уравнение:

Diff(x(t),t$m)=f;
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Определим дискретные точки отсчета

tt[0]:=t0: for j from 0 to J do tt[j]:=tt[0]+h*j od:
eval(tt):tt[J];

[image: image36.wmf]11.0

 
Теперь запишем алгоритм вычисления производных от f  до  N-го порядка включительно

в символьном виде:

G[0]:=f;
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for n from 1 to N do
G[n]:=diff(G[n-1],t):
G[n]:=subs(diff(x(t),t$m)=f,G[n]):G[n]:=simplify(G[n]): 
od: - конец алгоритма.

Проведём визуализацию и проверку  полученного результата:

G[1]; G[2]; 
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G[3]: G[N]:
`D[1$k](x)(t)=diff(x(t),t$k)`:`t=tt[0]`:- библиотека возможных 

подстановок. D идентифицирует diff, обратное не верно!

Будем вычислять конкретные значения G[n] в точках {t[j]}, j=0..J фазового пространства 

{X[i,j]}, i=0..(m-1). Для заданных начальных условий {X[i,0]}, i=0..(m-1) найдем значения

производных (2), вычисляя (3), и запишем их в нулевой столбец матрицы Z с компонен-

тами   {Z[n,0]}, n=0..N.

for n from 0 to N do
if m>1 then
for k from 1 to m-1 do

[image: image39.wmf],0,0,0

:subs(),;:

k

nknn

k

d

ZxtXGzzZ

dt

æö

===

ç÷

èø

 
od:fi:
Z[n,0]:=subs(x(t)=X[0,0],zz):zz:=Z[n,0]:
Z[n,0]:=subs(t=tt[0],zz):- ставить только в конце цикла по n.

od:
Проведём визуализацию и проверку  полученного результата:

eval(Z[0,0]): eval(Z[1,0]):eval(Z[2,0]):eval(Z[N,0]):convert(Z,matrix):
Верно.

Таким образом столбец с номером j=0 матрицы  Z вычислен -   {Z[n,0]}, n=0..N. Теперь

можно записать решение x(t) в виде ряда Тейлора в окрестности точки tt[0], которое в 

общем случае имеет вид:

  
[image: image40.wmf]1

00

[,][,]

(,)([])([]),0..

!()!

mN

imn

in

XijZnj

xtjtttjtttjjJ

imn

-

+

==

=×-+×-=

+

åå

                   (7)

Для вычисления других столбцов j=1..J матрицы Z необходимо задать точки tt[j]  фазового 

пространства {X[i,j]}, i=0..(m-1), которые определяются как производные от x(t,j) по t по

формуле:
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с подстановкой X[k,j+1]:=subs(t=tt[j+1], D[1$k](x)(t,j)), j=0..J-1.

Итак, для записи решения x(t,j) в виде ряда Тейлора в окрестности следующей точки j=1

необходимо знать X[i,1], по которым вычисляются  Z[n,1] и т.д. Этот алгоритм записан 

ниже.

for j from 0 to J-1 do
for k from 0 to m-1 do
if k+1<=m-1 then
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od:
for n from 0 to N do
if m>1 then
for kk from 1 to m-1 do
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ZZ:=Z[n,j+1]:
od: fi:
Z[n,j+1]:=subs(x(t)=X[0,j+1],ZZ): ZZ:=Z[n,j+1]:
Z[n,j+1]:=subs(t=tt[j+1],ZZ):ZZ:=Z[n,j+1]:
od:
od:
Матрицы X и Z вычислены и мы можем записать решение дифференциального уравнения 

в виде ряда Тейлора:
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В качестве проверки можно взять равенство X[0,jj+1]=Rt(tt[jj+1],jj), которое должно выпол-

няться для любого jj=0..J-1.

jj:=J-1: X[0,jj+1]=Rt(tt[jj+1],jj);
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Проверка прошла успешно.

Запишем также выражение производной порядка k от полученного решения Rt(t,j) на 

участке j.

Приведём решение Rt к более удобному виду с целью последующего вычисления от него

производных порядка k. Для этого введём матрицу Y
Y:=array(0..N+m,0..J):
в которую запишем

for j from 0 to J do
for k from 0 to N+m do
if m<=k then Y[k,j]:=Z[k-m,j]
else Y[k,j]:=X[k,j] fi:
od:od:
Визуализация и проверка полученного результата вычисления производных порядка k
Y[m+N-1,J]; Y[m+N,1];
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Теперь решение Rt можно записать под другим именем так:

Ry:=(t,j)->Y[0,j]+sum(Y[s,j]/(s)!*(t-tt[j])^(s), s=1..m+N);
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Визуализация и проверка равенства различных записей решения

Ry(tt[jj+1],jj)=Rt(tt[jj+1],jj);

[image: image50.wmf]0.28893660590.2889366059

-=-

 
Следовательно k-ю производную от решения Ry будем вычислять по формуле:

pRy:=(t,k,j)->Y[k,j]+sum(Y[k+s,j]/(s)!*(t-tt[j])^(s), s=1..m+N-k);
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где k=0, 1, ... ,m+N-1. Сделаем проверку для k=m+N и  j=10:

pRy(tt[10],m+N,10)=Y[m+N,10]; pRy(tt[J],m+N,J-1);
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[image: image53.wmf]0.2177966003

 
Причём при  k=m+N будем иметь   pRy(t,m+N,j)=Y[m+N,j], что формульно следует запи-

сать так (хотя как показала проверка выше алгоритм правильно понимает k=m+N и такая 

запись необязательна):

for j from 0 to J-1 do
for k from 0 to m+N do
if k=m+N then pRy(t,k,j):=Y[k,j] fi:
od:od:
Проверка равенства

Jv:=10: pRy(tt[Jv],m+N,Jv)=Y[m+N,Jv];
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Значения решения Ry(t,j) в точках j=0..J-1 можно записать как компоненты вектора Pv, за-

дающего ординаты функции, обходимые для дальнейшего построения графика. Итак,

запишем вектор Pv
Pv:=array(0..J-1,[seq(Ry(tt[j+1],j), j=0..J-1 )]):Pv[10];
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Теперь запишем задание на построение графика функции, заданной вектором Pv
PL3:=[[uu,Pv[uu]] $uu=0..J-1]: plot([PL3], jy=0..J-1);
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Сделаем задание на построение графика Rt(t,j). (Примечание. График не строится, если в н.у. 

указать X[0,0]:=pi/3:. Только после замены pi на 3.14 стал строиться график.)

plot([Rt(t,0),Rt(t,10)],t = tt[0]..tt[0]+h*5,color=[black,red]);
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Здесь точка пересечения графиков или близкая к ней является точкой их припасовывания.

PL:=[[u,X[0,u]] $u=0..J]:  PL1:=[[uu,X[1,uu]] $uu=0..J]:
plot([PL,PL1],tj=0..J,color=[black,red],style=[line,point]);
[image: image58.png]



Варианты задания графиков могут быть такими же как в гл.2, § 5, п.2:

PLt:=[[tt[u],X[0,u]] $u=0..J]:plot(PLt,tt[u]=tt[0]..tt[J],color=black);
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Запишем задания на построение фазового портрета:

PLF:=[[X[0,u],X[1,u]] $u=0..J]: plot(PLF,X[0,u]=-2..2,color=black);
[image: image60.png]0]
1





Построим фазовый портрет, используя другую запись задания:

plot([X[0,w],X[1,w],w=0..J],style=line,color=[black]);
[image: image61.png]08




Итак, решение найдено, построены фазовые портреты, с большой точностью совпа-

дающие с известными для этого дифференциального уравнения решениями.

> 

> 

Константин Титов
стр. 6
9/23/2015

_1504598272.unknown

_1504598288.unknown

_1504598297.unknown

_1504598301.unknown

_1504598305.unknown

_1504598308.unknown

_1504598310.unknown

_1504598357.unknown

_1504598311.unknown

_1504598309.unknown

_1504598306.unknown

_1504598303.unknown

_1504598304.unknown

_1504598302.unknown

_1504598299.unknown

_1504598300.unknown

_1504598298.unknown

_1504598292.unknown

_1504598294.unknown

_1504598295.unknown

_1504598293.unknown

_1504598290.unknown

_1504598291.unknown

_1504598289.unknown

_1504598280.unknown

_1504598284.unknown

_1504598286.unknown

_1504598287.unknown

_1504598285.unknown

_1504598282.unknown

_1504598283.unknown

_1504598281.unknown

_1504598276.unknown

_1504598278.unknown

_1504598279.unknown

_1504598277.unknown

_1504598274.unknown

_1504598275.unknown

_1504598273.unknown

_1504598264.unknown

_1504598268.unknown

_1504598270.unknown

_1504598271.unknown

_1504598269.unknown

_1504598266.unknown

_1504598267.unknown

_1504598265.unknown

_1504598260.unknown

_1504598262.unknown

_1504598263.unknown

_1504598261.unknown

_1504598258.unknown

_1504598259.unknown

_1504598257.unknown

_1504517039.unknown

