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Дифференцирование сложной функции в задаче нахождения решения дифференциального 

уравнения dx/dt = f(t,x(t)) в виде ряда Тейлора.

Задача дифференцирования сложной функции возникает при решении дифференциаль-

ного уравнения:
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когда необходимо дифференцировать левую и правую части этого уравнения несколько раз.

Здесь функция f задана в общем виде как: 

f(t,x(t)): 
Дифференцирование в Maple, используя инертную форму оператора diff,  

записывается следующим образом:
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  (2)  это оператор дифференцирования. 
Примечание. Укажем на равносильную запись: D[1]=D1 . 

Полученный результат дифференцирования проанализируем на конкретном примере 

функции f=sin(t*cos(t)). 

diff(sin(t*cos(t)), t$1); 
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Здесь при использовании формулы дифференцирования (2) следует положить x1(t)=cos(t), 

а все операторы D[i]  - рассматривать как частные производные от функции f по соответ-

ствующей переменной.

При сравнении с выражением (Diff) находим, что 

D1=ft= cos(t*cos(t))*cos(t); D2=fx=cos(t*cos(t))*t;  dx1(t)/dt=-sin(t), 

где ft, fx частные производные по соответствующим переменным t и x1. В итоге получим: 

dx(t)/dt=cos(t*cos(t))*cos(t) - cos(t*cos(t))*t*sin(t).

Этот результат можно пояснить также с помощью опции "convert". При этом следует иметь 

ввиду, что ниже приводится обозначение t1=x1(t)=cos(t). Приведём конвертирование, 

поясняющее смысл оператора D:

convert(D[1](f)(t,x(t)),diff);
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convert(D[2](f)(t,x(t)),diff);
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Таким образом мы опять приходим к тому же результату.

Diff(x(t), t$2)=diff(f(t,x(t)),t$1);
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Наконец, вычислим 2-ю производную, считая по-прежнему t1=x(t)

Diff(x(t), t$3)=diff(f(t,x(t)), t$2);
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В последнем выражении, исходя из рассматриваемого дифференциального уравнения, 

можно сделать замену  Diff(x(t),t)=f(t,x(t)), а полученный символьный результат вычисления 

значения 2-й производной использовать в других СКМ, например, Mathcad. Для замены 

или подстановки будем использовать оператор subs. 

Приведем пояснения к предыдущему выражению:

convert(D[1,1](f)(t,x(t)),diff); - вторая производная.
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convert(D[1,2](f)(t,x(t)),diff);  - вторая смешанная производная.
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И т.д.

Использование оператора subs приведём на примере сложной функции и вычисления от 

неё производной.

Присвоим  значение производной от сложной функции промежуточному результату  Рr:

Pr:=diff(f(t,x(t)), t$1); 
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Далее осуществим процедуру подстановки 

R[1]:=subs(diff(x(t),t$1)=f(t,x(t)),Pr);  
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исключая тем самым наличие старшей производной от x(t) в правой части дифферен-

циального уравнения.

Повторяя эти операции исключения старшей производной, можно получать производные 

от x(t) по t любого порядка:

Pr:=diff(R[1], t$1); R[2]:=subs(diff(x(t),t$1)=f(t,x(t)),Pr): R[2]:=simplify(R[2]);
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И так далее. Здесь по-прежнему D[1]=df/dt, D[1,2]=ddf/dtdx и т.д. обозначают частные про-

изводные по соответствующим аргументам t и x1.

Теперь эти элементарные операции объединим в алгоритм вычисления производной 

от сложной функции f(t,x(t)) для построения решения дифференциального уравнения 

dx/dt = f(t,x(t)) в виде ряда Тейлора.

restart;
Дано: 

1) зададим порядок производной N, до которого будем проводить вычисления.

N:=3:   
2) саму функцию f(t,x(t)) и промежуточный результат P
P:=f(t,x(t)):
Примечание. Здесь первоначальному значению промежуточного результата P присваива-

ется значение функции f(t,x(t)).

for n from 1 to N do
P:=diff(P, t$1): 
G[n]:=subs(diff(x(t),t$1)=f(t,x(t)),P):
P:=G[n]:
od:
Отметим, что необходимость такой специфической подстановки определяется дифферен-

циальным уравнением.

Приведём результат работы алгоритма вычисления компонент G[n], входящих в коэффици-

енты  ряда Тейлора, представляющего решение исходного дифференциального уравнения  

и его визуальный контроль. 
G[1]; G[2]; G[3]; - и т.д.
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Компоненты {G[n]}, n=1,2,...  вектора  G задают производные порядка (m + n), m=1, 2,... , 

то есть
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от решения x(t) дифференциального уравнения
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Причем компоненты {G[n]} определяются теперь через известные нам функции

по рекуррентной формуле:
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где fо=f. Если заданы начальные условия:
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которые  запишем в столбец матрицы Х с компонентами {Xi,0}, i=0...(m-1), то тогда можно 

вычислить компоненты {G[n,0]}в точке фазового пространства {Xi,0}, а, следовательно, и 

представить решение рядом Тейлора в окрестности этой точки. Вычисленные компоненты 

G[n]|при X={X[i,0]} запишем в столбец матрицы Z таким образом: Z[n,0]:=G[n]|X=Xо. Ряд Тейлора 

задаст траекторию x(t), по которой мы можем перейти в следующую точку t1, вычислив в

ней значения {Xi,1}. После чего опять выстроить траекторию x(t), но уже из этой точки. 

Этой траекторией по-прежнему будет ряд Тейлора, инвариантный по отношению к точке,

в окрестности которой он строится.

Проведём конвертирование в более понятную  форму записи полученных значений 

производных (хотя это совсем не обязательно):

компонента G[1]

Diff(x(t), t$2)=convert(D[1](f)(t,x(t))+D[2](f)(t,x(t))*f(t,x(t)),diff);
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компонента G[2]

Diff(x(t), t$3)=convert(D[1,1](f)(t,x(t))+D[1,2](f)(t,x(t))*f(t,x(t))+(D[1,2](f)(t,x(t))+D[2,2](f)(t,x(t))*f(t,x(t)))*f(t,x(t))+D[2](f)(t,x(t))*(D[1](f)(t,x(t))+D[2](f)(t,x(t))*f(t,x(t))),diff);
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Всё это совпадает с полученными ранее результатами. 

Приведём конкретный пример вычисления производных порядка N от сложной функции, 

используя разработанный алгоритм.

restart;
N:=3: - зададим максимальный порядок производной.   
`x:=t->cos(t)`:  - для примера укажем саму функцию сложного аргумента, от 

которой следует брать производные dx/dt. И тогда это будет действительно алгоритм 

вычисления производной от сложной функции. В общем случае x(t) это решение дифферен-

циального уравнения dx/dt = f(t,x(t)), которое мы ищем в виде ряда Тейлора.

f(t,x(t)):=sin(t*x(t)):
P:=sin(t*x(t)): - введём имя некоторого промежуточного операнда и присвоим 

ему значение сложной функции, производные от которой требуется найти.

Теперь запишем алгоритм вычисления производных до  N-го порядка включительно:

for n from 1 to N do
P:=diff(P, t$1): 
G[n]:=subs(diff(x(t),t$1)=f(t,x(t)),P): 
P:=G[n]:
od: - конец алгоритма.

Приведём  полученный результат и его визуализацию:

G[1]; G[2]:=simplify(G[2]); G[3]; 
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Проверку проведем, используя символьные представления для G[1] и G[2].   Проверка G[1]:

Введем функцию ff(t,y) двух независимых переменных t и y:

ff:=(t,y)->sin(t*y): 

Согласно ранее найденному выражению для G[1] запишем формулу вычисления 1-й про-

изводной от сложной функции с операцией исключения старшей производной:

G1:=D[1](f)(t,x(t))+D[2](f)(t,x(t))*f(t,x(t)): - это работает.

Теперь, проводя замену или подстановку в этой формуле конкретной функции

G1:=subs(f=ff,x(t)=y,G1):G1;
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получим равенство G1=G[1], что и требовалось показать.

Аналогично делаем проверку G[2]:

GG:=D[1,1](f)(t,x(t))+D[1,2](f)(t,x(t))*f(t,x(t))+(D[1,2](f)(t,x(t))+D[2,2](f)(t,x(t))*f(t,x(t)))*f(t,x(t))+D[2](f)(t,x(t))*(D[1](f)(t,x(t))+D[2](f)(t,x(t))*f(t,x(t))):
GG:=subs(f=ff,x(t)=y,GG):GG:=simplify(GG);
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В правильности полученных выражений легко убедиться, что и было сделано.

Другие (необязательные) возможности проведения подстановки.

`assume(x(t)=y): evalb(G[2]=GG);`:- надо в G[2]  изменить аргументы и 

тогда сравнивать.

D[1$2,2](ff)(t,y); - это работает.
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Возможна такая подстановка:

G[2]:=subs(x(t)=y,G[2]); G[2]:=subs(t=1,y=2,G[2]);
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--------------- ****************** ________________

restart;
Как с помощью оператора D можно записывать и вычислять для задаваемых функций ря-

ды Тейлора? Как правильно синтаксически записать коэффициенты ряда Тейлора с тем, 

чтобы они имели вывод на монитор в виде числа?

Выяснять эти вопросы будем на приводимых ниже примерах функций (одна из которых 

всегда будет активизирована путём снятия апострофов):

`f:=x->sin(x);`: `f:=x->tan(x);`: `f:=x->cot(x);`:  `f:=x->ln(x+1);`:
f:=x->2*arctan(exp(x)); `f:=x->arctan(x);`: с этой функц. не работает 
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1-й способ записи ( R  задается как компонента вектора или индексированная переменная), 

в котором   R  выводится как символ (что не всегда желательно, но в каких-то случаях яв-

ляется единственной возможностью передачи данных в алгоритме)

R[n]:=D[1$n](f)(a); Этот оператор можно здесь оставить, но только как не 

работающую в последующем формулу. Чтобы она работала, надо её поставить после "дан-

ных" (см. ниже).
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Дано:

N:=9:a:=0:
2-й способ записи ( RR  задается как функция двух переменных), в котором   RR  при зада-

нии конкретных значений переменных выводится как число

RR:=(n,a)->D[1$n](f)(a)/(n)!;
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S:=(x)->sum(R[n]/(n)!*(x-a)^n, n=0..N); S(x):
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R[1]; evalf(R[1]);  RR(5,0);
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Итак, эта операция подтверждает то, что R  выводится только символьно, а  RR - в виде 

числа. Однако, сумма ряда S(x), записанная с использованием R, выводится иногда (на-

пример, для f(x) = tan(x))с числовыми коэффициентами ряда Тейлора (как и дожно быть). 

Но, если R[n]:=D[1$n](f)(a) поставить после "данных" непосредственно перед S(x), то 

выводится всё нормально!

R[n]:=D[1$n](f)(a); f(x)=S(x); 
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simplify(evalf(S(x))): эта запись также ничего не дает -  для вывода в виде 

числа.! Равно как и усиление S(x,a) .

Сумма ряда SS(x), записанная с использованием RR, выводится также с числовыми 

коэффициентами ряда Тейлора:

SS:=x->sum(RR(n,a)*(x-a)^n, n=0..N); f(x)=SS(x);
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Замена в алгоритме оператора diff  на оператор D приводит к ошибке. Возможно, замену 

надо делать иначе. Как?

restart;
N:=3: x:=t->cos(t):  f:=(t)->sin(t*x(t)):  P:=t->f(t):
D(P)(t);
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for n from 1 to N do
P:=D(P)(t): 
G[n]:=subs(D(x)(t)=f(t),P):
P:=G[n]:
od:
G[1]; G[2]; G[3]:
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Вариант конкретизации f(t,x(t)):

restart;
Дано:

N:=3:   f:=(t)->sin(t*x(t)):  P:=f(t):
for n from 1 to N do
P:=diff(P, t$1): 
G[n]:=subs(diff(x(t),t)=f(t),P):
P:=G[n]:
[image: image45.wmf]do

end do


G[1]; G[2]; G[3];
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Теперь обобщим предыдущий алгоритм на случай решения дифференциального уравнения 

dx/dt = f(t,x(t)). Зададим f(t,x(t)) = sin(x(t)) и начальноё условие: х(0) = Пи/2. Решение этого 

дифференциального уравнения известно: x(t) = 2arctan(exp(t)) + C.

restart;
Дано:

x0:=Pi/2: F[0]:=x0: t0:=0:
N:=9:   f:=(t)->sin(x(t)):  P:=f(t):  
Здесь F[n] компонента вектора F и ряда Тейлора, в которую записывается производная
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 с подстановкой значений переменных to и xo.

Вычисляем значение 1-й производной в точке t-to, x(to) и записываем в вектор F 

dx0:=simplify(subs(t=0,x(0)=Pi/2,f(t))); F[1]:=dx0;
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Вычисляем все остальные производные и записываем их в вектор F 

for n from 1 to N do
P:=diff(P, t): 
G[n]:=subs(diff(x(t),t)=f(t),P):
P:=G[n]:
F[n+1]:=1/(n+1)!*simplify(subs(t=0,x(0)=x0,G[n])):
S:=t->sum(F[m]*(t-t0)^m, m=0..n)
od:
F[3];  S(t);
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Итак, решение дифференциального уравнения dx/dt = sin(x(t))  в виде разложения в ряд 

Тейлора S(t) получено. Оно полностью совпадает с разложением функции 

x(t) = 2arctan(exp(t)) в ряд Тейлора! что можно проверить опцией "series".
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