2.1. Формула Симпсона. 

Выгодский М.Я., стр. 481, Бахвалов [2], стр. 100. 

Для приближенного вычисления интеграла 
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подынтегральную функцию f(x)
заменяют интерполяционным многочленом Р(х), степень которого может быть ну-
левой, первой, второй и т.д. В пределе Р(х) получаем в виде ряда Тейлора. Рас-
смотрим числовую ось 0Х с выбранными на ней точками: хо, х1, ...,хk, ...,xm, где
k=0,...,m. Будем полагать, что xj+1 - xj = h, j=0,..,m-1 и h=(b-a)/m, где h - задаваемый 
шаг между точками хk. На каждом шаге h введём промежуточные точки zj таким образом zj=xo+(2j+1)h/2. В каждой точке xk и zj можно определить значение
функции f(x) или её ординату. Таких ординат будет 2m+1. Отметим, что все пара- метры задачи можно изменять в интерактивном режиме. 

Решение. Зададим: 
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Начальное значение шага 
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Сам же шаг определим через параметр анимации FRAME таким образом 
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Где FRAME<100*h0 
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Определим число дискретных точек xk на интервале (a,b) как 
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Проведем нумерацию этих точек с помощью индекса k 
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примечание: такое определение m, как будет указано ниже, порождает нелинейную зависимость m от h; визуализацию m лучше вести так m->___ , а не m=___, т.к. в некоторых случаях последнее дает неверный результат. 

Запишем их значения: 
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В общем случае 
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на величину меньшую или равную шагу h. Поэтому остав-
шуюся не учтенной площадь можно приблизительно записать как 
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На каждом шаге возьмём среднюю точку: 
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Таким образом число дискретных точек на интервале (a,b), в которых будем опре- делять значения ординат, равно R=2m+1 

Проверка: 
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Теперь вычислим ординаты функции f(x) в этих точках 
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Запишем формулу Симпсона (параболических трапеций) для случая интервала (a,b), кратного шагу h, обозначая вычисляемый интеграл как Is: 
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Если интервал (a,b) не кратен шагу h, что следует предположить, то используем 
формулу (заметим,что 
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Запишем результат вычисления исходного интеграла в Mathcad 
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Значения этих интегралов (Is, IS, Jm и J) с большим числом знаков можно получить так 
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Как видно, здесь разница в вычислениях появляется лишь в N-м знаке после запятой
и составляет 10-N. Конечно, результат J следует считать более точным.
Чтобы получить предельную погрешность формулы (6), вычислим 4-ю производную
от функции f(x) в промежутке (a,b) и возьмем её наибольшее значение. 
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Предельная погрешность G формулы (6) составляет 
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Предельная погрешность (7) и (7а) согласуется с результатами (6b).
Поэтому нет смысла вычислять (4) и (5) больше чем с N знаками после запятой.
Предельная погрешность будет уменьшаться только при увеличении числа ординат
(уменьшении шага h). 

Интерполяционная формула Ньютона. 

Запишем дискретные точки xk и zj в вектор S 

[image: image72.png]7




[image: image73.png]z;
5




[image: image74.png]sT— (12 145 1.7)




[image: image75.png]



[image: image76.png]17




а соответствующие им ординаты f(S) в нулевую строку матрицы А 
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Перепишем ранее введенные зависимости (1) и (2) следующим образом для их представления на графике рис.1 
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На рис.1 анимацию следует проводить, исходя из условия FRAME<100*h0. 
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Уменьшение Sn=x2m на рис.1 происходит за счет нелинейности (1): h уменьшается, а m остается некоторое время прежним, поэтому по определению (2) Sn=xo+m*h значение 
Sn будет уменьшаться некоторое время. Далее m изменяется скачкообразно и также изменяет Sn. Получается ступенчатая зависимость. 

Составим первые, вторые и др. разности: A1,0=A0,1-A0,0, A2,0=A1,1-A1,0, ... , Ak,0=Ak-1,1-Ak-1,0,... и т. д. записав их в матрицу W соответственно в строки 1, 2 и т. д. нулевого столбца по следующему алгоритму 
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Таким образом в матрице W в нулевом столбце будут находиться все необходимые
разности W<0> для составления интерпаляционного многочлена Р(х) (5), который называется интерполяционной формулой Ньютона . 
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Запишем проверочные данные: 
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Теперь заменяя в исходном интеграле f(x) на P(x) получим 
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что полностью совпадает с ранее полученным результатом и подтверждает высокую
точность вычислений по формуле Симпсона. 

Построим графики функций f(x) и P(x), иллюстрирующие интерполяцию, и распечатаем вектор разностей (FRAME<100*h0). 
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При необходимости все разности порядка k можно распечатать так 
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или как вектор-столбец W<0>, что было сделано ранее. 
