2.2. Метод прогонки. 

Это один из вариантов метода Гаусса решения системы линейных алгебраических уравнений с сильно разреженной матрицей ([2], стр. 552), 
имеющей вид: 

[image: image1.png]Zi k1= A k-Zo k+ Bi_k-Z1 k- + Dm-1.k-Zm-1 k + Ci k




[image: image2.png]


,  [image: image3.png]



Где m - порядок дифференциального уравнения; К - число дискретных точек 
отсчета; i - порядок производной; [image: image4.png]


 - дискретные значения искомого решения, записываемые в матрицу "Z". 
Ниже приводится алгоритм решения для случая 3-х диагональной матрицы. Надо сказать, что методы "стрельбы", "прогонки" являются частными случаями метода Гаусса. Параметры дифференциального уравнения следующие: m=2, далее см. по тексту. 

Иллюстрацию этого метода проведем на решении уравнения:
[image: image5.png]7"+ P(x)-Z = f(x)



, с граничными условиями [image: image6.png]Z(0) = Zp,Z(xk) = Zk



 (здесь Zi,k, i=1..m-1
отсутствуют - есть только Zo,k. Поэтому у Z можно оставить один индекс, например, k). 

Перейдем к дискретным переменным: 

[image: image7.png]


,[image: image8.png]


, [image: image9.png]Xj=j-h+a



, [image: image10.png]



и запишем рекуррентные формулы вычисления решения исходного дифференци- ального уравнения, представленного в разностном виде: 
[image: image11.png]Z1 =27+ 71
T p(g)-25= (x)



, Выразим из этого уравнения : 
[image: image12.png]- W(P2)) + 2-Z) 71



. (здесь j=1, 2, ...). Далее найдём эту функциональную зависимость F: [image: image13.png]Zj= F(Z,,l ,Z},l)




. 
Примечание. Выразить Zj как [image: image14.png]Zj= F(Z,,l ,Z},l)



 можно в общем случае только для линейных дифференциальных уравнений. 
[image: image15.png]


, [image: image16.png]


                [image: image17.png](1)




Уравнение (1) задает СЛАУ из (К-1) уравнений и (К-1) неизвестных, из которых надо определить (Z1, ... ,ZK-1), а Z0 и ZK - известны из граничных условий. 
[image: image18.png](2)




Введём обозначения: [image: image19.png]


, [image: image20.png]o= Qlzey - 07




Тогда получим: 

[image: image21.png]=QqZp1 +Qplziy - 1)




                                     [image: image22.png](3)




Из (3) для j=1 следует: 
[image: image23.png]1-Z2+ Ql—(lo - '1—"1) =Q1-Z2+ 1



. 

Так как Zo известно из граничных условий, то, следовательно, известно и [image: image24.png]


. Поэтому (3) для j=1 можно записать как [image: image25.png]Z1= F(22)



. Эта зависимость определяет предыдущее значение Z через последующее пока неизвестное. Нам же надо найти всё множество значений {Zj}, j=1,2,...,K-1. Поступая как в предыдущем случае, найдём зависимость Fj для j=2, записав формулу (3): 
[image: image26.png]



Здесь [image: image27.png]2= Q-lzy - 1217




Подставим в выражение для [image: image28.png]


 найденное ранее [image: image29.png]


 и запишем 

[image: image30.png]Zy= Q73+ Q| ———

— (zo-112) - l;—hl}




Последнее уравнение линейно связывает Z2 и Z3 и позволяет выразить Z2 через Z3, то есть получить зависимость [image: image31.png]7y = Fy(Z3)



. Найдём эту зависимость. 

[image: image32.png]Given




[image: image33.png]2=q23+qlq122+aq1.(z20- 11-n2) - 2.n2]




[image: image34.png]Find(z2) - Rootof( 7 - q2.23 - q2(q1. Z+q1.20 - q1-f1-n2 = 12.n%))




Примечание. Определение z2 через RootOf практического значения не имеет. В Maple это сделать
проще, используя опцию solve. 

Приводя подобные члены и относя Z2 в левую часть уравнения, получим: 
[image: image35.png](4)




[image: image36.png]



Вновь введём обозначения: 

[image: image37.png]


, [image: image38.png]



Где С2 и [image: image39.png]


 по-прежнему известны. Перепишем (4) в следующем виде 

[image: image40.png]Zy= Cr-Z3+ b2



                                 [image: image41.png](5)




Продолжим этот процесс исключения переменных дальше. Изменяя j=1..K-1 и выражая всякий раз Zj через Zj+1, дойдем, наконец, до уравнения: 
[image: image42.png]Zn= Cn-Zn+1+ 0n



                                                   [image: image43.png](6)




Здесь [image: image44.png]


 и [image: image45.png]on



 - известные коэффициенты. Подставим (6) в (n+1)-е уравнение (1) или (3). Вновь разрешая его: 
[image: image46.png]2
Qnet-Znea + Qnet-(Zn - fpet-h?)





или 
[image: image47.png]2
Qne1-Znea + Qnet-Cn-Znet + Qnet-(0n = fret-h’)






Найдем: 
[image: image48.png]Zne1-(1- Qne1-Cn) = Qnet-Znez + Qneg-l0n = fret-h’)




. 
Выразим Zn+1 :
[image: image49.png]Qn1Zn | Qnetlon—foor )

Zna1= +
n-1 Qn-1-Cn 1-Qne1-Cn




, где [image: image50.png]Qns1=

2-Ppay




. 
В итоге получим:
[image: image51.png]Cns1-Zns2+ Op=+1



                                                            [image: image52.png](7)




Где коэффициенты (7) определяются по рекуррентным формулам
[image: image53.png]G = Qn-1-Ca

(-r2Ppi-cn)



, [image: image54.png]One1 = Cn+1—(¢in - 'n+l'h1)



          (8) 

Исходя из (3) и общей формулы (7), которая при n=0 должна сводиться к (3), при изменении индекса n=0,1,... следует положить [image: image55.png]C1=Qq



, если [image: image56.png]


. А из равенства [image: image57.png]o1= Cl'(@O’ '1—“1)



 следует [image: image58.png]


. Здесь [image: image59.png]Qns1=

2-Ppay




. 

Таким образом, коэффициенты уравнений (7), связывающих последующие и преды-
дущие значения (Zn и Zn+1) , можно определять из рекуррентных соотношений (8) 
при начальных значениях для: 
[image: image60.png]


, [image: image61.png]


. Так как ZK известно, то после нахождения всех коэффициентов Cn , [image: image62.png]on



 можно последовательно определять [image: image63.png]ZK-1,- 21



 из (6). Процесс вычисления коэффициентов Cn , [image: image64.png]on




принято называть прямым ходом прогонки, а процесс вычисления Zn - обратным ходом прогонки. 

Рассмотрим на примере решения уравнения [image: image65.png]V'+p(X)y=e



 с граничными условиями: [image: image66.png]


, [image: image67.png]


 работу этого метода (следует заметить, что не для любых краевых условий подобные задачи имеют решение). 
Точное решение этого уравнения, полученное ранее, при p(x)=1 есть: 

[image: image68.png]i) = 2 (674 cos(ty) + S [2 - %—(e"' + cos(4))]

sin(4) |

ol




[image: image69.png]yt(0) =1



, [image: image70.png]yt(4) =2




Введем обозначения: [image: image71.png]



Дано: [image: image72.png]P(x) =1



, [image: image73.png]


, [image: image74.png]


, [image: image75.png]


, [image: image76.png]


, [image: image77.png]


, [image: image78.png]



Перейдем к дискретным переменным: 

[image: image79.png]


, [image: image80.png]


, [image: image81.png]



Граничные условия: 

[image: image82.png]


, [image: image83.png]


, [image: image84.png]


, [image: image85.png]



Здесь и далее введены обозначения: [image: image86.png]


 - дискретные значения решения дифференциального уравнения; [image: image87.png]Y1,



 - дискретные значения 1-й производной решения дифференциального уравнения. Согласно формулам (3) и (2) будем иметь: 
[image: image88.png]


, [image: image89.png]="

(x;)



, [image: image90.png]


, [image: image91.png]fiy = 0.018



, [image: image92.png]



[image: image93.png]C=|for je0.N-1

Cp e ————
2-hPLy-C

C



, [image: image94.png]o= |for je0.N-1

Oje1 ¢ Cm—(dir 'nl*"l)
o




После нахождения всех коэффициентов Cn , [image: image95.png]on



, записанных в векторы C и  можно последовательно определять [image: image96.png]Yn-1,-, Y1



, таким образом: 
[image: image97.png]


, [image: image98.png]CN-1=i-YN=i + ON-1—




[image: image99.png]10




Рис. 1. Возможна анимация графика.(50 кадров). 

Точность решения зависит только от "h". 

Упражнение . Решить численно дифференциальное уравнение (1) для 
различных p(x): x2 , x3 , sin(x) и др. и f(x): sin(x), cos(x) и др. 
