2.3. Метод, основанный на разложении решения в ряд Тейлора
Отличие этого метода от предыдущих состоит в том, что исходное дифференциальное уравнение не надо представлять в разностном виде. Искомое решение разбивают на ряд участков (число их в пределе должно стремиться к бесконечности), на каждом из которых оно представлено рядом Тейлора. Затем эти участки припасовывают (сшивают). 
Алгоритм припасовывания описывается системой линейных алгебраических уравнений, имеющей, как правило, сильно разреженную матрицу. Именно эта матрица определяет пересчет краевых условий для каждого из участков. Решение же самой системы линейных алгебраических уравнений можно проводить методом Гаусса или другими методами, являющимися частными случаями последнего.

По-прежнему будем рассматривать систему линейных алгебраических уравнений с сильно разреженной матрицей, задающую алгоритм пересчета краевых условий от предыдущего участка к последующему в общем виде и представляемую формулой
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где m — порядок дифференциального уравнения; K — число участков припасовывания или дискретных значений переменных, вводимое для численного решения задачи; i — порядок производной или номер краевого условия; k — номер участка припасовывания. 
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 — дискретные значения искомого решения, записываемые в матрицу Z. В частном случае, когда заданы все 
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 (начальные условия задачи Коши), формула (7) служит для их пересчета (алгоритм пересчета может быть разным) в конечные значения Z(x) на участке припасовывания (или начальные значения последующего участка припасовывания). Вместо начальных условий могут быть заданы краевые условия. Отличие краевых условий от начальных условий состоит в том, что какая-то часть начальных условий задана в начале, а другая — в конце интервала изменения переменных. 

Описанный ниже алгоритм справедлив для дифференциального уравнения 
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Для участка с номером k справедливы следующие соотношения:
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 вычислены в точке 
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Тогда
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где 
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Учитывая, что 
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 и подставляя в (8) и (9) выражения (10), (11), получаем 
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Здесь коэффициенты A, B, C, D, E, G известны, и их значения будут использованы ниже при решении конкретных задач. Будут использованы также формулы (12) как рекуррентные формулы при нахождении решения краевой задачи. Они представляют собой систему линейных алгебраических уравнений в виде четырехдиагональной матрицы. 

Решать уравнения (12) можно методом Гаусса, последовательно исключая неизвестные переменные. В первой паре уравнений (12) известным будет 
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 Следовательно, значения 
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 можно будет выразить через 
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 Этот процесс исключения можно продолжить для второй и последующих пар и всякий раз выражать 
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 Предположим, что нам удалось сделать это для (k – 1)-й пары уравнений:
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Тогда, подставляя (13) в (12), получаем: 
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 Сравнивая результат подстановки с последним выражением, получим рекуррентные формулы вычисления коэффициентов 
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Приведем пример решения уравнения 
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 Точное решение этого уравнения:
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Дано: 
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Зададим дискрет по x: 
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Краевые условия: 
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Получим дискретные значения функций 
[image: image62.wmf](,),

k

pjx

 
[image: image63.wmf](,),

k

fjx

 вычисленные в 3(KK + 1) точках.

Введем дискретные значения коэффициентов, вычисленные в (KK + 1) точках:
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Обозначим (для единообразия): 
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) и вычислим:
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Для визуальной проверки выведем на дисплей значения:
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Заметим, что коэффициенты 
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 в данном примере не зависят от краевых (граничных) условий. Коэффициент 
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Напомним граничные условия: 
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Исходя из (13), если задано 
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Если же задано 
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Вычислим далее: 
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Выведем на дисплей значение: 
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Остальные компоненты представлены в виде разворачиваемой в электронной версии пособия матрицы Y:
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Полученные приближенное и точное решения можно сравнить на графике (рис. 18).
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Рис. 18
Задание. Привести пример других краевых условий, когда частного решения нет (в качестве примера можно взять граничные условия 
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