1.3.2. Метод Рунге-Кутты.
Следует сказать о предыстории этого метода, начав с метода Эйлера.

Метод Эйлера - наиболее простой численный метод решения (систем) обыкновенных 

дифференциальных уравнений. Впервые описан Леонардом Эйлером в 1768 году в работе 

"Интегральное исчисление". Метод Эйлера является явным, одношаговым методом пер-

вого порядка точности, основанном на аппроксимации интегральной кривой кусочно-

линейной функцией, так называемой ломаной Эйлера (см. 1.1.).

Метод Эйлера является методом первого порядка. Если функция f непрерывна в D и 

непрерывно дифференцируема по переменной y в D, то имеет место следующая оценка 

погрешности: 
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 Заметим, что условия гладкости на правую часть, гарантирующие единственность решения задачи Коши, необходимы для обоснования сходимости метода Эйлера. Метод Эйлера являлся исторически первым методом численного решения задачи Коши. О. Коши использовал этот метод для доказательства существования решения задачи Коши. Ввиду невысокой точности и вычислительной неустойчивости для практического нахождения решений задачи Коши метод Эйлера применяется редко. 

Однако в виду своей простоты метод Эйлера находит свое применение в теоретических 

исследованиях дифференциальных уравнений, задач вариационного исчисления и ряда 

других математических проблем.

Метод Хойна (метод предиктор-корректор).

Схема предиктор-корректор (метод прогноза и коррекции, предсказывающе-исправляю-

щий метод) - в вычислительной математике - семейство алгоритмов численного решения 

различных задач, которые состоят из двух шагов. На первом шаге (предиктор) вычисляется 

грубое приближение требуемой величины. На втором шаге при помощи иного метода приближение уточняется (корректируется). Эти методы являются одними из наиболее популярных многошаговых методов, использующих схему  предиктор-корректор, к которым относятся:
- метод Милна - для ОДУ

- метод (схема) Хойна (предиктор - Метод Эйлера, корректор - Метод трапеций);. 

при использовании схемы предиктор-корректор для решения ОДУ отмечают высокую 

точность расчета и отсутствие свойства самостартуемости (то есть для начала вычислений 

по схеме предиктор-корректор требуется предварительно воспользоваться другим, 
самостартующим методом); 

- метод Адамса-Башфорта - параллельный предиктор-корректор для решения нежестких 

краевых задач (используется корректор Адамса-Адамса-Мултона).

Пример. 

Предположим, что необходимо решить ОДУ первого порядка. При этом уже известны значения y0 и y1 в моменты времени t0 и t1. Через эти точки можно провести линию, описываемую кубическим уравнением, используя полученные из ОДУ производные в этих точках. Затем продолжить эту линию до точки y2 в момент времени t2, t2 > t1. Используя новое значение y2 и производную в этой точке  вместе с предыдущими точками, возможна более точная интерполяция производной между моментами времени t1 и t2, и, соответственно, возможно более точное приближение к y2. Интерполяция и последующее интегрирование составляют шаг коррекции.

Методы Рунге - Кутты (распространено неправильное название Метод Рунге - Кутта ) - 

важное семейство численных алгоритмов решения обыкновенных дифференциальных 

уравнений и их систем. Данные итеративные методы явного и неявного приближённого 

вычисления были разработаны около 1900 года немецкими математиками К. Рунге и 

М. В. Куттой.

Рассмотрим задачу Коши. 

Зададим дифференциальное уравнение (ДУ), в правой части которого стоит одна из 

функций f(x) приводимой ниже библиотеки функций. 
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Примечание. Аналогичную выбранной f(x) следует ниже выбрать функцию F(X,Y)!
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Используя штатное программное обеспечение (ШПО) Maple найдем решение ДУ в общем 

виде (для задачи Коши или краевой)
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Среди множества решений выделим то, которое удовлетворяет заданным условиям.

Укажем:

- интервал независимой переменной,


[image: image11.wmf]0:0.::4.:

xxk

==

 
- начальные условия (НУ), необходимые для решения ДУ
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и запишем эти условия в следующем виде
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Найдём решение ДУ ek для заданных НУ, записав 
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Проверим выполнение  начального условия для полученного решения 
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Однако при подстановке (опция subs) вычисления идут нормально:
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Возьмем контрольную точку xkon = (xk - x0)/2 
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и вычислим в ней y(xkon)
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Вычислим значения производной в точке  xkon 
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Проверим полученное решение на удовлетворение исходному дифференциальному 

уравнению и начальным  (краевым) условиям:
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Все проверки прошли успешно. Построим график полученного решения и его 

производной pr:
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                                                      Рис.1. Решение дифференциального уравнения ek.

Теперь рассмотрим численное решение этого же ДУ методом Рунге - Кутты.

Классический метод Рунге - Кутты четвёртого порядка.

Метод Рунге - Кутты четвёртого порядка столь широко распространён, что его часто называют просто методом Рунге - Кутты.

Приближенное значение решения в последующих за начальной точках вычисляется в ме-

тоде Рунге - Кутты по итерационной формуле:  
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h  - величина шага сетки по независимой переменной х.

Введём параметры:
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 - число точек отсчета
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Введём значение контрольной точки


[image: image40.wmf]:/

()

;

Kkonfloorxkonh

=

 

[image: image41.wmf]:20

Khon

=

 

Точки отсчета определим по следующему алгоритму:
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Визуализация найденных точек отсчета
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и значения решения в начальной точке
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Запишем возможную библиотеку правых частей ДУ
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(причём с нелинейными ДУ - последнее в этом списке - работать надо осторожно!, 

исключая  особые точки)

Итак, для решения ДУ
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исходя из его правой части, которую здесь следует записать иначе как дискретную
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запишем алгоритм метода Рунге-Кутты (1), (2)
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Визуализация и проверка полученного решения путём сравнения с resh:
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Отметим, что полученное решение тем точнее, чем меньше шаг h.

Этот метод имеет четвёртый порядок точности, то есть суммарная ошибка на конечном 

интервале интегрирования имеет порядок  0(h^4) (ошибка на каждом шаге порядка  0(h^5)).

Следует обратить внимание на приведенные примеры численного решения в программных 

файлах (1.3.1., 1.3.4., 1.3.5.) и их  сравнение с точным решением уравнений различными 

методами. 
Проведём графическую иллюстрацию в пакете student.
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                        Рис.2. Касательная к решению.
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                                                          Рис.3. Решение, полученное методом Рунге-Кутты.

Отметим, что решение имеет особую точку, поэтому правая часть графика от особой точки не прорисовывается, если не изменить структуру решения исходного ДУ. Конечно, можно искусственно получить правую часть графика, но это не будет иметь никакого отношения к методу Рунге-Кутты. Метод припасовывания также не дает правую часть графика!!!!! Вывод-предложение: вести управление расчётом (алгоритмом) по скорости, ускорению и т.д

(см. 8.1.3.2. Рун-Кут…. .mws, 8.1.3.2.1. Припас.mws.).
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