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(§__.) 8.2.4. Решение краевых задач методом припасовывания. (Приложение к п.2.3.)
Идея решения сводится к следующему: 1) решаем линейное ДУ с переменными коэффици-

ентами в общем (символьном) виде, прогоняя решение до правой границы; 2) получаем 

СЛАУ относительно граничных условий начального и конечного этапов и вычисляем 

недостающие из них; 3) далее решаем обычную задачу Коши для найденных начальных 

условий.

Пусть требуется решить дифференциальное уравнение: 
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Решение будем искать в виде ряда Тейлора. Для этого будем дифференцировать левую и

правую части равенства (1) по t. Результат дифференцирования запишем в вектор с компо-

нентами   
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[]

mn

mn

dxt

Gn

dt

+

+

=

,  n=0,1,2,...                                                                              (2)

Компоненты {G[n]}, n=0,1,...  вектора  G задают производные порядка (m + n), m=1, 2,... 

от решения x(t). С другой стороны компоненты {G[n]} определяются через известные нам 

функции по рекуррентной формуле:
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или короче    
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где fо=f, G[0]=f  и  t0 - начальный момент времени, 
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 - известные 

начальные условия, которые  запишем в столбец матрицы Х с компонентами {Xi,0}, 

i=0...(m-1). Введём обозначения: T - конец интервала времени, на котором рассматрива-

ется или ищется решение x(t);   h - малый (элементарный) промежуток времени (h<0.01); 
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 - число элементарных промежутков времени; индекс k= 0..K;
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 - известные граничные условия; 
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 (очевидно 
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- значения i-й производной от x(t) в дискретной точке 
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, i=0..(m-1), записываемые в столбцы 
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 с номерами k матрицы 

X; 
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 - параметр, необходимый для вычисления ряда Тейлора. Отметим, 

что 
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 задает точку в фазовом пространстве 
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, соответствующую 

значению 
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. При этом 
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 задает начальные условия или стартовую точку.

Вычисляемые компоненты 
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, n=0..N в начальной точке фазового пространства 
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запишем в столбец матрицы Z таким образом:  
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, что позволяет предста-

вить решение рядом Тейлора в окрестности точки  
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Следует помнить, что мы допускаем дифференцирование правой части f(t,x(t),...) уравне-

ния (1) N-раз. Только в этом случае метод работает.

Ряд Тейлора задаст траекторию x(t), по которой мы можем перейти в следующую точку 
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вычислив в ней значения {Xi,1} следующей точки фазового пространства. После чего 

опять выстроим траекторию x(t), но уже из этой точки 
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. Этой траекторией по-прежнему 

будет ряд Тейлора, инвариантный по отношению к точке, в окрестности которой он стро-

ится. Запишем этот ряд Тейлора в общем случае перехода из точки 
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 в точку 
[image: image28.wmf]1

k

t

+

 
          
[image: image29.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

1

,

1

00

[,]

, , 0..1

!!

mN

imn

ik

kkkk

in

X

Znk

xttttttttkK

imn

-

+

+

==

=-+-££=-

+

åå

                             (4)

Причём 
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. Здесь второй индекс у 
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означает подстановку в эти вектор-столбцы значения 
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. Учитывая (3), запишем
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Это означает, что для определения Z[n,k] в G[n] надо осуществить подстановку
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Отметим без доказательства, что множество точек 
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  лежит на кривой,

сколь угодно близко приближающейся к искомому решению x(t). Пусть при построении

решения мы дошли до точки 
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 и теперь перейдем в точку 
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 по траектории (4),

вычислив её фазовые координаты по формуле:
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При этом должно выполняться:  
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Таким образом, в каждой точке 
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мы получаем решение x(t) в виде ряда Тей-

лора. По построению эти решения припасованы по своим начальным и конечным точкам

фазового пространства 
[image: image42.wmf]k
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. Поэтому этот метод решения дифференциального уравне-

ния (1) можно назвать методом припасовывания. Полученное, таким образом, решение в 

силу ограниченного числа членов ряда Тейлора, является приближенным, но его точность 

может быть сколь угодно высокой и ничем не уступает другим методам, а в чём-то и пре-

восходит их. Метод припасовывания можно обобщить и применить к решению краевых 

задач, в первую очередь линейных, что было показано в п.2.3. 

Если для задачи Коши коэффициенты ряда Тейлора в решении (4) начиная с участка       k = 0, (k=0..K) определяются в конечном виде просто путем дифференцирования уравнения (1) с последующим исключением старшей производной порядка m и подстановкой t = tk и x(tk) = xk, то для краевой задачи это выглядит сложнее. Вначале определим число членов ряда Тейлора, которым будем аппроксимировать решение исходного ДУ. Пусть в этом ряду Тейлора старшая производная имеет порядок (m + N) . Пересчет начальных значений в конечные на участке        k  будем производить по формуле (5). Для каждого участка k имеем m таких уравнений пересчета начальных данных в конечные. Для задачи Коши последовательно выстраиваем траектории, переходя из одной точки фазового пространства (ФП) в другую. Каждая такая траектория конкретно определена. Называть её будем конкретной. 
Для краевой задачи переход из одной точки ФП в другую происходит по неконкретной траектории, заданной в общем (символьном) виде, так как некоторые из 
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 на начальном этапе k = 0 не заданы. Для краевой задачи эта часть граничных условий (ГУ) будет задана в конце. ГУ поставим в соответствие множество первых индексов i компоненты X[i,j]:

I0 - множество первых индексов компоненты X[i,j],  соответствующих ГУ начального этапа;  
IK - множество индексов i ГУ конечного этапа. Введём множество M: где M = {0,1, .., m-1}. Тогда множество индексов неизвестных ГУ начального этапа будет равно m0 = M\I0, а множество индексов неизвестных ГУ конечного этапа – mk = M\IK. Именно эти ГУ, соответствующие множествам индексов m0 и mk, надо найти в краевой задаче.   В множества I0 и IK могут входить одинаковые значения индекса i. Однако, если I0 имеет число nI0 таких индексов, то IK будет иметь число индексов nIK = nM - nI0, nM = m. 

Примечание. В частном случае I0  и IK   могут быть равны. Причём nI0 + nIK = m,  а m - порядок ДУ. Аналогично справедливо равенство для числа индексов nm0 + nmk = m.
Ввиду линейности исходного ДУ (5), соберём коэффициенты при X[i,k], которые обозначим как 
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Здесь все X[i,0],  
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 неизвестны на начальном этапе и записываются символьно. Таким образом, получаем m уравнений с m  неизвестными, из которых nI0 заданы на начальном этапе как ГУ, а nIK  - заданы на конечном этапе.
Применительно к (5) введём обозначения:

[image: image47.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

,,

,  , 0..1, 0.., 1

!!

ijmnj

jijn

hh

abjmnNjim

ijmnj

-+-

===-=££-

-+-

                             (7)
Очевидно, числовые коэффициенты a и  b  не зависят от индекса k дискретной точки отсчета 
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 или номера участка k. 
Если в (1) функция f линейна относительно x(t) и её производных, то результат её дифференцирования не изменяет это свойство. Будем также полагать, что в общем случае  f можно представить в виде двух функций: f -> f + u. Причём одна из них u(t) является функцией только t и не содержит x(t) и её производных. Другая – f наоборот является функцией только x(t) и её производных и не содержит в явном виде t. 
Значения производных 
[image: image49.wmf]()

, 0..1

k

i

i

tt

dxt

im

dt

=

=-

, вычисленных в дискретной точке 
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, как и прежде, будем записывать в матрицу 
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, вычисленные в дискретных точках 
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, будем записывать в матрицу 
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 (без упорядочения и выделения коэффициентов при 
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1) все компоненты G[n], n=0..N вектора G в общем виде как функции 
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2) компоненты G[n], вычисленные для 
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, k = 0 .. K, поместить в столбец с номером k матрицы Z таким образом 
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Это справедливо для задачи Коши. А для краевой - ?. Исходя из решения в виде ряда Тейлора (4) и формулы (5) пересчета фазовых координат, имеющей теперь вид
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при j = m-1 должно быть 
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целесообразнее вычислять G[n] с выделением коэффициентов при производных 
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, то можно записать: 
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Введём обозначения 
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Предположим мы вычислили все производные 
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В каждой компоненте 
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 соберём коэффициенты при производных 
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 и запишем их в матрицу 
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 так, что компоненты 
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Где n – порядок производной от 
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, i – порядок производной от x(t), 
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Следовательно (8) можно записать так
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Здесь Qn  и 
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 зависят от t. Поэтому, вычисляя всякий раз Qn  в дискретной точке t[k], получим матрицу 
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то первую сумму в (13) можно записать так  
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. Вторую сумму в (13) можно преобразовать к виду
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Где 
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Вернёмся к (13) и запишем
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В итоге получим
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Где введены следующие обозначения:  
[image: image92.wmf]k
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 - вектор-столбец, имеющий вид
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 - матрица как компанент вектора 
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Если в матрицах (например, Maple) нумерация строк и столбцов начинается с единицы, то  предыдущее выражение следует записать в виде
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так как нулевой столбец (k=0) теперь будет записан в матрицу под номером km=1, а последний столбец  k=K-1, очевидно, под номером km=K. Таким образом, между k и km есть соответствие  km=k+1. Здесь особое внимание следует обратить на дискретные точки отсчета 
[image: image97.wmf]0
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 и «привязку» индекса k к номеру  столбца. Если до сих пор они совпадали, то теперь это будет выглядеть также, но дискретные точки отсчета будут иметь вид 
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. Следовательно, в столбце матрицы с номером km будут стоять данные, вычисленные при 
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, аналогичные тем, которые стояли в столбце массива с номером k, вычисленные при 
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, если km=k+1. Однако, в формуле (17) можно опять вернуться к символу  k, так как имя может быть любым.
Мы получили рекуррентную формулу (17), которая позволяет вычислять последующий вектор-столбец 
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 через предыдущий 
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. Если на начальном этапе k = 1 из m ГУ известны только nI0, а неизвестны – nm0, то на конечном  этапе неизвестны индексы mk и соответсвующие им ГУ, число которых равно nmk. Следовательно, используя рекуррентную формулу (17), можно всякий раз выражать предыдущий вектор-столбец, например, первый через последующие – второй, третий и т.д.:
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Здесь для единообразия 
[image: image104.wmf]k
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 по-прежнему обозначает матрицу компаненты вектора V.

Проводя соответствующее исключение вектор-столбца 
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, получим
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Продолжая этот процесс дальше для k =  3, 4, …, можно записать общую формулу
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Примечание. Для k = 1 следует взять формулу (17). Для k = K в алгоритме между левой и 

правой частью уравнения оператор " := " заменить на " = ".

Полагая в (18) k = K, мы получим систему линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) относительно неизвестных ГУ, решив которую доопределим ГУ на начальном и конечном этапах. Таким образом, дальше появится возможность решать уже для полностью определен-ных начальных условий задачу Коши.  
Формулы (17) и (18) проверены в алгоритмах файла "...Изд-во \ЧислМетРешЗадДиффузии\ ДопУпражн\РешКраевЗадачиМетПрипас КонтрПрим К.mws". 
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