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Решения в СКМ Maple.
Решение однородного уравнения Навье-Стокса.
Введение. В случае отсутствия массовых сил для описания установившихся течений 

вязкой жидкости в изотермическом приближении можно использовать систему уравнений

Навье-Стокса, которая включает в себя уравнение неразрывности и уравнение изменения 

количества движения (см. Лойцанский Л.Г. Механика жидкости и газа. Учеб. для вузов.

- М.: Дрофа, 2003. - 840с.)
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где [image: image2.png]


 - плотность жидкости, а [image: image3.png]


 - коэффициент кинематической вязкости. Если 

инерционными эффектами можно пренебречь, когда число Рейнольдса Re меньше его

критического значения Re_kr, то уравнение Навье-Стокса записывается в виде

     [image: image4.png]


                                                                  (2)

где [image: image5.png]


 - коэффициент динамической вязкости жидкости. Решение (2) может быть получено

численными методами, например, используя пакет ANSYS или его модули.

Если в канале эжектора поддерживается постоянный градиент давления, направленный 

вдоль оси канала, то жидкость приходит в движение, направленное в сторону 

противоположную направлению градиента давления, а вектор массовой скорости 

жидкости запишется в виде 

          u = (0,0,u),  u = u(x,y)   

Тогда в декартовой системе координат уравнение (2) запишется в виде

          [image: image6.png]+
Uy,



                                                                           (3)

где  [image: image7.png]1o



 остается постоянной величиной. С учетом условия прилипания для

тангенциальной составляющей скорости на стенках канала, граничные условия для

функции u(x,y) запишутся следующим образом

      u(0,y)=0, u(L,y)=0, u(x,0)=0, u(x,Ly)=0                                          (4)

Решение (3) ищем в виде

            u(x,y)=w(x,y)+v(x,y)+z(x,y)                                                    (5)

где z(x,y)=G/4*(x^2+y^2).

Рассмотрим нахождение  компоненты w(x,y) решения u(x,y) уравнения Навье-Стокса 

на примере эжектора прямоугольного сечения со сторонами длиной L и Ly. 

a:=I:a^2; z(x,y):=G/4*(x^2+Ly^2):
[image: image8.wmf]-1


В случае граничных условий (4) компоненту w(x,y) будем определять из однородного 

уравнения
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Зададим граничные  условия по y:

-  w(x,0)=f1(x);  w(x,Ly)=f2(x);

Зададим граничные  условия по x как однородные:  

w(0,y)=0;  w(L,y)=0;

*) Укажем функции, задающие граничные  условия по y:
[image: image10.wmf] := 
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Тогда, учитывая однородные граничные условия для компоненты  v(x,y): v(x,0) = v(x,Ly) = 0

и (4), запишем ещё одно граничное условие f3(y) для v(x,y) 
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При этом 0<x<L, 0<y<Ly, что во многом обусловлено представлением решения в виде ряда. 

Далее построение решения идет в  соответствии с методикой его компьютерного 

изложения и позволяет вести детальный анализ каждого промежуточного результата.

Запишем  дифференциальное уравнение с частными производными, решение которого

как было сказано выше требуется найти, в удобном для дальнейших вычислений виде:

[image: image13.wmf] := 

de

 = 

 + 

æ

è

ç

ç

ç

ö

ø

÷

÷

÷

¶

¶

2

x

2

(

)

w

,

x

y

æ

è

ç

ç

ç

ö

ø

÷

÷

÷

¶

¶

2

y

2

(

)

w

,

x

y

0


Аналогично для v(x,y)
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Запишем также исходное дифференциальное уравнение (3) (deu)
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Для решения дифференциального уравнения, удовлетворяющего выше записанным кра-

евым условиям,  введем обозначение W(x,y) вместо w(x,y). Далее воспользуемся методом

Фурье и будем искать собственные значения и соответствующие им собственные функции.

Представим решение в виде w(x,y)=X(x)*Y(y). Получим необходимые уравнения для 

определения X(x) и Y(y) и запишем решение в виде ряда Фурье (см.  Титов К.В. Уравнения 

математической физики. Практикум. Компьютерные технологии решения задач. Учебное 

пособие. - Москва.: РИОР, ИНФРА-М, 2019. - ISBN 978-5-369-01812-5.)
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                                                 (6)

Аналогично для v(x,y)
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                                             (7)

где [image: image18.png]Fy sin(nx)



, [image: image19.png]Ty sin(ry, y)



   -  соответственно собственные значения и собственные 

функции. 

Неизвестные пока коэффициенты, которые в дальнейшем обозначим как An и Bn, будем 

определять, исходя из граничных условий f1(x), f2(x) для (6) по y и их разложений в ряд 

Фурье по собственным функциям. 

Введем обозначения:

r:=n->Pi*n/L: ry:=n->Pi*n/Ly: 
Запишем  компоненту W(x,y) решения u(x,y). 

Начнем с вычисления коэффициентов ряда Фурье:

- запишем коэффициенты разложения в ряд Фурье для функций f1(x), f2(x) граничных 

условий w(x,y) по y:
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Аналогично получим для v(x,y)
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*) Проведём визуализацию C(n) и Q(n) с учетом выбора параметров

L:=2*q:Ly:=2*b:
и после упрощения
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Аналогично для Qv(n), но с соответствующей заменой (в 1-м слагаемом q->b и во 

2-м - b->q).
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Введем обозначения: Cn=C(n), Qn=Q(n) для удобства символьных вычислений. 

Для вычисления коэффициентов An, Bn уравнения (6) составляем систему двух уравнений  

- для y = 0.
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- для y = Ly.
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Аналогично для v(x,y)

[image: image29.wmf] := 

uv1

 = 

 + 

Av

Bv

Cvn


[image: image30.wmf] := 

uv22

 = 

 + 

Av

e

æ

è

ç

ç

ö

ø

÷

÷

p

n

q

b

Bv

e

æ

è

ç

ç

ö

ø

÷

÷

-

p

n

q

b

Qvn


Введем новую переменную R = Pi*n/L*Ly. Тогда получим
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Решаем систему двух уравнений и находим An, Bn
svv:=solve({ur1,ur2},[An,Bn]); 
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slv:=solve([uv1,uv2],{Av,Bv}); 
[image: image34.wmf] := 
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Для упрощения воспользуемся подстановкой, выбирая одну из формул: 

exp(z)-exp(-z)=2sinh(z), exp(z)+exp(-z)=2cosh(z), (exp(z)^2+1)/(exp(z)^2-1)=coth(z), 

exp(z)=sinh(z)+cosh(z), exp(-z)=-sinh(z)+cosh(z).
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Аналогично для v(x,y)
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[image: image38.wmf] := 

Bvh

1

2

 - 

(

)

 + 

(

)

sinh

Rv

(

)

cosh

Rv

Cvn

Qvn

(

)

sinh

Rv


Здесь: R = Pi*n/L*Ly = r(n)*Ly;  L:=2*q, Ly:=2*b, (q и b могут быть равными); r(n)=Pi*n/L: 

ry(n)=Pi*n/Ly: N=infinity:  0<x<L,  0<y<Ly; Rv = Pi*n/Ly*L = ry(n)*L.

Теперь запишем выражение компоненты W(x,y) и V(x,y): 

N:=infinity: 
[image: image39.wmf] := 
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Аналогично для V(x,y)
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Здесь: r(n) = Pi*n/(2*q);   ry(n) = Pi*n/(2*b); Тогда:

W(x,y); 
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V(x,y);
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В этих формулах экспоненты можно выразить через гиперболические функции, используя

соотношения: exp(z)=sinh(z)+cosh(z), exp(-z)=-sinh(z)+cosh(z).

Проведем определение Cn и  Qn
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Аналогично для V(x,y)

Cvn; Qvn;
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Запишем  сумму Wn(x,y) с ограниченным числом членов NN:=70: 
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                             (8)
Аналогично для V(x,y)
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                       (9)
Зададим параметры.
G:=-1:q:=1:b:=1: 
R:=Pi*n/L*Ly; Rv:=Pi*n/Ly*L; 
Итак, имеем компоненты w(x,y) и v(x,y) решения дифференциального уравнения (3) 
в  виде (8) и (9):

Построим график, для заданных параметров: 

R = Pi*n/L*Ly = r(n)*Ly;  L:=2*q, Ly:=2*b, (q и b могут быть равными); r(n)=Pi*n/L: 

ry(n)=Pi*n/Ly: N:=infinity:  0<x<L,  0<y<Ly; G; Cn=C(n), Qn=Q(n); Rv = Pi*n/Ly*L = ry(n)*L;

Cvn=Cv(n), Qvn=Qv(n);
Укажем в качестве проверки значение контрольной точки
 evalf(Wn(1,1));evalf(Vn(1,1)); - контрольная точка
[image: image51.wmf]0.3973427069


[image: image52.wmf]0.3973427069


И перейдем к построению графиков найденных функций w(x,y),  v(x,y).

Задание на построение графики

plot3d(Wn(x,y), x=0..L, y=0..Ly,axes=boxed,orientation=[-53,46]);
 [image: image53.png]



Аналогично для V(x,y)

plot3d(Vn(x,y), x=0..1.9, y=0..1.8,axes=boxed,orientation=[-33,56]);
[image: image54.png]



Построим график массовой скорости u(x,y):

[image: image55.png]



Проверка. Подставим полученное решение W(x,y)  в исходное дифференциальное уравне-

ние de:

Полученное тождество (его левую часть) проиллюстрируем графически. Для этого рас-

смотрим функцию Wn(x,y) с ограниченным числом слагаемых

ren:=subs(w(x,y)=Wn(x,y),de):
и построим соответствующий график

plot3d(lhs(ren), x=0..L, y=0..2,axes=boxed,orientation=[-33,56]);
[image: image56.png]



          Рис.1. Графическая иллюстрация тождества.

Проверка прошла успешно.

Полученное тождество (его левую часть) проиллюстрируем графически. Для этого рас-

смотрим функцию Vn(x,y) с ограниченным числом слагаемых

renv:=subs(v(x,y)=Vn(x,y),dev):
и построим соответствующий график

plot3d(lhs(renv), x=0..L, y=0..Ly,axes=boxed,orientation=[-33,56]);
[image: image57.png]4813
2813

2613





Проверка прошла успешно.

Проведем проверку на удовлетворение исходному дифференциальному уравнению (3)

reu:=subs(u(x,y)=Wn(x,y)+Vn(x,y)+G/4*(x^2+y^2),deu):
simplify(reu); 
[image: image58.wmf] = 

0

0


Есть тождество! Вывод: решение найдено верно. Его также можно подтвердить графически.
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