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Приложение к методическому пособию

«Компьютерные технологии в вопросах изучения и решения задач интегральных преобразований и операционного исчисления».
Автор: К.В. Титов.

Методические указания к выполнению типового расчета.

Приложение
    В этом Приложении даны методические указания к выполнению типового расчета по курсу «Операционное исчисление» и приведены примеры расчета. 
Запишем преобразование Лапласа [24]:
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                                                                                                  (1)
и дадим определение оригинала, которым называется функция f(t), удовлетворяющая следующим условиям 

1)  f(t)=0 при t<0 и f(0)=f(+0);

2) существуют такие M и s – константы, и 
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;                                                                                                                (2)
3) на любом конечном отрезке [0, T] функция f(t) может иметь лишь конечное число точек разрыва только 1-го рода.
Если f(t) – оригинал, то стоящий в правой части равенства (1) интеграл Лапласа сходится абсолютно и равномерно в полуплоскости 
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. При этом функция F(t) является аналитической в полуплоскости 
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 и называется изображением функции f(t).
1.Необходимые для выполнения типового расчета формулы и теоремы.

1.1.  Функция Хевисайда 
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, её изображение 
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1.2.  Изображение функций: 
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1.3.  Свойство линейности
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1.4. Теорема смещения
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и её следствия
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1.5. Теорема дифференцирования изображения
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Т.к. 
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, то, используя теорему дифференцирования изображения, можно получить последовательно 
[image: image23.wmf]t

p

×

×

®

2

1

 ; 
[image: image24.wmf]2

3

2

t

p

×

×

®

 ; 
[image: image25.wmf]3

4

!

3

t

p

×

×

®

 и т. д. и в общем случае формулу
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1.6. Дифференцирование оригинала
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В частном случае, когда  
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1.7. Оригиналы изображений, заданных простыми дробями
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следствие теорем 1.4. и 1.5.
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1.8. Интегрирование оригинала
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1.9. Интегрирование изображения
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1.10. Теорема запаздывания
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1.11. Изображение периодической функции 
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1.12. Функция Дирака: 
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, (см. Краснов М. Л. и др. «Операционное исчисление»).

Функция Дирака может быть также определена как производная от функции Хевисайда
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 Справедлива формула:
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а на основании 1.10. получим


[image: image44.wmf]t

t

d

p

e

t

-

×

×

¬

-

)

(


1.13. Теорема свертывания (интеграл свертки)
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1.14. Первая теорема разложения
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1.15.Вторая теорема разложения
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Если все полюсы F(p) простые, то формула упрощается
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1.16.Теорема Эфроса. 
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Пусть 
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 аналитические функции такие, что 
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1.17. Интеграл Дюамеля
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2. Примеры решения задач типового расчета.

2.1. Найти изображение функций.

 Пример 1. 
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 Решение:

1) Исходя из теоремы интегрирования изображения  1.9., имеем
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Ответ: 
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2) Исходя из теоремы 1.8., имеем
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Проверка: первый из полученных результатов (R1) проверяем по первой теореме разложения 1.14. Для этого разложим в ряд:
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т.о.  
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Итак, 
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мы доказали правильность полученного результата.

Пример 2. 
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Решение.

1) Находим изображение функции 
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2) Используя теорему интегрирования изображения 1.9., находим
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таким образом 
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3) в соответствии с теоремой интегрирования оригинала 1.8. будем иметь
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Проверка: Проверим (R2) по первой теореме разложения. 

Введем обозначение: 
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Разложим в ряд:
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Теперь разложим в ряд:
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(Здесь можно считать, что все  
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Приходим к выводу, что первая теорема разложения выполняется, а значит полученный результат (R2) верен.

Пример 3.  
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Решение:

1) Воспользуемся результатом решения примера 2.

Т.к. 
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, то по теореме интегрирования изображения 1.9. найдем 
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Здесь для вычисления интеграла можно воспользоваться полученным в примере 2 разложением подынтегральной функции в ряд в области его сходимости.
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где 
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Таким образом получим
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2) Теперь, используя теорему интегрирования оригинала 1.8., находим
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Проверка: Поверим (R3) по первой теореме разложения. Для этого разложим в ряд функцию 
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Следовательно
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Полученный результат (R3) верен:
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2.2. По заданным изображениям, пользуясь теоремой свертывания 1.13. найти оригинал первой функции. Для нахождения последующих оригиналов использовать теорему интегрирования оригинала 1.8.

Пример 1. 
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Решение:

1) Пусть 
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Находим 
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 Таким образом 
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2) Находим оригиналы других изображений
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3) Проверка. По оригиналу 
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 находим изображение 
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Что и требовалось доказать.

Пример 2.  
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Решение.

1) Пусть 
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2) По теореме свертывания 
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Таким образом 
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3) Для отыскивания оригиналов оставшихся изображений используем теорему дифференцирования оригинала 
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Получаем 
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Аналогично находим 
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2.3. Раскладывая изображение в сумму простых дробей, найти оригиналы заданных функций.

Пример 1. 
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Решение.

1) Разложение в сумму простых дробей будет иметь вид 
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2) Для каждой дроби находим оригиналы и складываем их. Получаем оригинал изображения
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3) Проверку делаем по второй теореме разложения
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Здесь: 
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Находим последовательно:
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Аналогично:
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Таким образом, 
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2.4. Найти изображение периодической функции, заданной графически.
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Заданы параметры: 
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Таким образом, 
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Решение.

1) Изображение по Лапласу периодической функции с периодом Т задается формулой 
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Находим 
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Найдем каждый из полученных интегралов в отдельности.
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Второй интеграл берется по частям
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В итоге получаем
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Пример 2.  
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В этом примере, решение которого очевидно 
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Находим интеграл по частям
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Таким образом, 
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, что и требовалось показать.

Так как результат был заранее известен, то I можно было не вычислять, а определить его из равенства 
[image: image152.wmf]1

2

2

1

1

2

1

2

1

1

+

-

-

=

+

=

×

-

-

p

p

e

I

и

p

I

p

e

p

p

.

Что в ряде случаев позволяет более просто вычислять подобные найденному интегралы. Например:  
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 Откуда находим 
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2.5. Проинтегрировать следующие линейные дифференциальные уравнения.

Пример 1.  
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Решение.

1) Преобразуем левую и правую части исходного уравнения по Лапласу, используя соответствующую теорему и вводя обозначение
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решение исходного дифференциального уравнения.
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2) Раскладываем полученную правильную рациональную дробь в сумму элементарных дробей
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3) Для каждой из полученных элементарных дробей находим оригинал
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Таким образом, 
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Решением исходного дифференциального уравнения является
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Пример 2.  
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Решение.

1) Преобразуем уравнение по Лапласу с учетом начальных условий.
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2) Представим изображение в виде суммы элементарных дробей
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Таким образом, получили решение 
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2.6. Найти решение системы дифференциальных уравнений.

Пример 1.  
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Начальные условия: 
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Пусть решение 
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 имеют соответственно изображения по Лапласу 
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Решение.

1) Преобразуем систему (1) по Лапласу
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или  
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         (2)

Определитель системы двух алгебраических уравнений (2) с двумя неизвестными X и Y есть 
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Находим 
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По таблице для заданных изображений находим оригиналы
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Таким образом,  
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и соответствующие им оригиналы (решения)
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2.7. Найти решение дифференциального уравнения, правая часть которого задана графически.

Пример 1.  
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Решение. 

1) Запишем исходное дифференциальное уравнение в операторном виде
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Находим 


[image: image187.wmf](

)

;

1

2

1

)

(

2

2

2

)

(

)

(

+

-

=

+

-

=

p

p

F

p

p

p

F

p

X


2) Найдем изображение 
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Тогда 
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3) найдем оригиналы изображений
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Согласно теореме интегрирования находим
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4) В соответствии с теоремой запаздывания, будем иметь 
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5) На основании полученных результатов записываем решение
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Полученное решение удовлетворяет начальным условиям и исходному дифференциальному уравнению, если его правую часть записать в виде
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Справочные формулы, полученные в MathCAD
Необходимые для вычислений интегралы:
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 EMBED Equation.3  [image: image201.wmf]t
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Оригиналы некоторых изображений
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Вычисление вспомогательных интегралов для F(p).
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Примечание:

Так как оригиналом может быть та функция, которая при t<0 равна нулю (см. Краснов, стр. 112 и 119), то 
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Здесь 
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