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Об одном методе решения системы 

линейных дифференциальных уравнений
Предложен метод решения неоднородной системы линейных дифференциальных уравнений, записанных в нормальной форме. Этот метод можно охарактеризовать как кусочно-аналитический, так как на каждом участке интервала, решение ищется в виде ряда с любой степенью точности приближения к аналитическому виду. Полученные решения для каждого участка припасовываются по конечным и начальным условиям, образуя решение исходной системы дифференциальных уравнений (1), которое дальше можно анализировать спектральными методами. 
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Будем рассматривать нормальную систему линейных дифференциальных уравнений, записанную в виде
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с заданными начальными условиями:     
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Здесь t – аргумент, xi(t)- искомые функции, ai,j  - коэффициенты, которые могут быть функциями аргумента t или постоянными,  fi(t) – заданные функции аргумента t. Эту систему можно решать путем сведения к одному уравнению n-го порядка, которое в данном случае будет также линейным. В [1] рассмотрен метод общего случая решения нелинейного дифференциального уравнения n-го порядка, разрешенного относительно старшей производной. В некоторых случаях эффективнее решать систему (1). Подобные системы дифференциальных уравнений высокого порядка решаются численно методом Рунге-Кутта 4 или 5 порядка, модифицированным Фейхсбергом, который называется rkf45 [2].
В статье рассматривается решение системы (1) методом припасовывания, основанным на разложении в ряд Тейлора. 

Алгоритм решения системы (1).

Будем полагать, что искомые функции xi(t) можно дифференцировать М-раз. Тогда, последовательно дифференцируя уравнения (1), и, всякий раз, исключая из правой части появляющиеся там производные, получаем систему дифференциальных уравнений, но уже порядка m. Каждую производную порядка m 
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 от неоднородной системы дифференциальных уравнений (НСДУ), представленную правой частью (1), будем записывать в матрицу R размером n*M, где n -  число компонент вектора решений Х и совпадает с числом уравнений НСДУ, М – максимальный порядок вычисляемой производной. Пусть задана матрица А, определяющая структуру системы однородных дифференциальных уравнений,  записанных в нормальной форме.

Введем обозначения: 
вектор решений    
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вектор возмущений   FT=(f(t)1,f(t)2,…,f(t)n).
Тогда можно показать, что производная порядка m от Xj  вычисляется по формуле:
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                      (р)
Эту производную будем записывать в матрицу R как её элемент с номером строки j и столбца  m:  
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Далее будет  удобнее работать с матрицей F, а не с вектором. Поэтому в 

первый столбец этой матрицы запишем соответственно вектор F. Во второй и последующие столбцы этой матрицы будем записывать производные от компонент этого вектора: производную порядка (m-1) будем записывать в столбец с номером m матрицы F. Здесь порядковое числительное m  изменяется так m=1,2,...,M. Исходя из синтаксиса Maple, Mathcad следует убрать  появление в  формуле (р)  нулевых степеней и производных для большей надёжности работы алгоритмов. Поэтому запишем отдельно для m=1 и 2 выражения формулы (р), чтобы избежать неточностей:
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Таким образом, Rj,1, j=1,..,n представляет исходную НСДУ. Здесь по смыслу A<j> - j-я строка матрицы А; F<u> - столбец матрицы F  с номером u; Am - матрица, возведенная в степень m.
Для остальных индексов m  получим:
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Или в векторно-матричной форме:


[image: image9.wmf]1

11

,

1

()

m

m

ju

mmu

jjm

m

u

d

XtAAXAFF

dt

-

---

=

éù

=××++

êú

ëû

å

                                              (1)

Для ряда Тейлора нужны числовые значения коэффициентов, которые определяются из [image: image10.wmf]R
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 с помощью подстановки t=0. В результате получаются: вектор X0  начальных условий и матрица F0  возмущений. 
Также запишем отдельно для m=1, 2 выражения:
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Для остальных m справедлива формула:
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Где  
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, по-прежнему, будем записывать в матрицу R0: 
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Сам же ряд, представляющий решение Xj(t), будет иметь вид: 
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Более компактна и удобна при программировании матричная форма записи алгоритма, представленная рекуррентной формулой:
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  где по-прежнему  
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 означает столбец с номером m матрицы R, [image: image20.wmf]col
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 - аналогично.  
Для предложенного метода написана по формуле (4) программа в среде Maple, которая легко модифицируется  и перестраивается под решение конкретных задач.
Программа решения НСДУ с интерактивной коррекцией данных
>restart;
> with(linalg):
Warning, the protected names norm and trace have been redefined and unprotected

Дана система дифференциальных уравнений в нормальной форме:

> n:=2:
Требуется найти её решение.

Запишем матрицу правых частей системы дифференциальных уравнений:

>  A:=matrix(n,n,[0,1,-1,0]):
Зададим вектор возмущений:

> [image: image21.wmf];
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> FV:=vector(n,[f1(t),f2(t)]):  
Вектор решений:

> X:=vector(n,[]):
> for i from 1 to n do
> X[i]:=x[i](t)
> od:
Запишем саму систему дифференциальных уравнений:
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Интервал участка припасовывания (исходя из сходимости ряда на этом участке):

> h:=1:
Начальное значение независимой переменной:

> t0:=0: 
Конечное значение независимой переменной:

> b:=t0+6:
Тогда число участков припасовывания будет равно:

> K:=floor((b-t0)/h): 
Вектор начальных значений независимой переменной t на каждом 

участке k: T=(T[1],..,T[k],..,T[K]).

> T:=vector(K,[]):  

Алгоритм вычисления точек отсчёта:

> T[1]:=t0:
> for k from 1 to K do
> T[k]:=T[1]+h*(k-1): Или T[1]=t0,  k=1,2,...,K-1.  T[k+1]=T[k]+h.

> od:
Зададим начальные условия  и запишем их в вектор начальных условий:

> alpha:=1: beta:=0:
> x0:=vector(n,[alpha,beta]):
Начальные условия, вычисляемые для каждого участка припасовывания,

будем записывать в матрицу Х0:

> X0:=matrix(n,K,[]):
> for i from 1 to n do
> X0[i,1]:=x0[i]:
> od:
Зададим также:

> M:=8:  наибольшая степень аргумента в ряде Тейлора.

В матрицу F будем записывать функции f(t) (первый столбец) и их производные 

(последующие столбцы). Таим образом, в столбец с номером m записываются производные

порядка (m-1), где m = 1,2,...,M.

> F:=matrix(n,M,[]): F0:=matrix(n,M,[]):
Определение столбцов матрицы F:

> for j from 1 to n do номер искомой функции

> F[j,1]:=FV[j]: запись функций fj(t) в первый столбец

> for m from 2 to M do
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в столбец с номером m записываются                                                                                                                                                             производные порядка (m-1)

> od:od:
Введём матрицу R:

> R:=matrix(n,M,[]):
Здесь 
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Матрица числовых коэффициентов ряда Тейлора:

> R0:=matrix(n,M,[]):
> [image: image25.wmf] := 
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Вторая производная X''j(t):
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Запишем алгоритм вычисления коэффициентов  ряда в символьном виде,

представляющий решение xj(t)  

> for m from 3 to M do вычисление производных порядка m>2 как функций от t.

> [image: image27.wmf] := 
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> od:
> for i from 1 to n do
> for u from 1 to n do
> if u=1 then 
> [image: image28.wmf] := 
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> [image: image29.wmf]if
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> od: od:
Алгоритм вычисления вектора решений на каждом участке k (здесь вектор решений по

каждому участку k записывается в матрицу RR):

> for k from 1 to K do номер участка
> for j from 1 to n do номер искомой функции
> for q from 1 to M do порядок производной от искомой функции j
> for s from 1 to n do подстановка н.у. вместо вектора решений

> if s=1 then
> [image: image30.wmf] := 
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> [image: image31.wmf]if
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> od: конец подстановки н.у. вместо вектора решений
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> od:
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> RR[j,k]:=xx(t):
> if k<K then X0[j,k+1]:=xx(T[k+1]) fi:
> od: od:
Функция Хевисайда:

> H:=t->Heaviside(t); 
[image: image34.wmf] := 
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Запись решения с помощью функции Хевисайда. При численном решении это сделать

нельзя! Поэтому полученное решение можно назвать квазианалитическим.
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График решения resh[g](t), который может быть продолжен за T[K].

> T[K]:
В общем виде
> for g from 1 to n do
> [image: image36.wmf] := 
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> od:
> plot(resh[1](t),t=t0..T[K]+2):                                                           
plot([resh[1](t),resh[2](t),t=t0..T[K]+0],style=line,title=`Фазовый портрет`):
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