Титов К.В. Решение одного класса нелинейных дифференциальных уравнений. Сборник трудов: "Современные естественно-научные и гуманитарные проблемы". - М.: Логос, 2005.


Решение одного класса нелинейных дифференциальных уравнений.

Рассматриваются нелинейные дифференциальные уравнения, разрешенные в явном виде относительно старшей производной. Написана в среде Maple 6 программа решения такого класса нелинейных дифференциальных уравнений. Программа имеет,  прежде всего, учебно-методическое значение и ориентирована на студентов, изучающих теорию решения дифференциальных уравнений и связанную с этим теорию разложения функций в ряды Тейлора и Фурье. Данная работа продолжает цикл начатых ранее автором работ [1] по новым технологиям компьютерного обучения. Программа имеет также практическое значение и позволяет решать любые из данного класса нелинейные дифференциальные уравнения с заданными начальными условиями. Ограничением при решении может выступать только недостаточная мощность компьютера, приводящая к увеличению времени получения решения на экране дисплея. Данная программа будет полезна и интересна инженерам и специалистам в области решения дифференциальных уравнений и спектрального анализа, а также преподавателям, использующим компьютерные технологии в обучении.

Метод решения нелинейных дифференциальных уравнений.

Решение нелинейного дифференциального уравнения 


[image: image1.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

t

x

t

x

t

x

t

f

t

x

1

n

n

-

¢

=

,...,

,

,

                                                                      
(1)

разбивается на "М" участков ( n - порядок дифференциального уравнения)
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В начале каждого участка выбирается точка tm-1, в которой определяются начальные условия


[image: image6.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

1

m

1

n

1

m

1

m

t

x

t

x

t

x

-

-

-

-

¢

,...,

,

                                                                              
(2)   

В окрестности этой точки решение x(t) представляется аналитически в виде разложения в ряд Тейлора (система символьной математики Maple 6 [2] позволяет это сделать):
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В этом состоит принципиальное отличие данного метода от численных методов решения подобных уравнений.
Предположим, что верхний индекс суммирования в (3) ограничен значением К. Тогда должно выполняться условие K>=n, в противном случае часть начальных условий (2) на участке «m» будет равна нулю.
Так как для ряда (3) практически всегда можно указать отличный от нуля радиус сходимости Pm, то, выбирая qm<Pm, мы с любой степенью точности можем представить решение на участке "m" рядом с ограниченным числом его членов, не превосходящим "n".

Вычисляя значения (2) в конце участка "m" в точке t = tm по формуле (3), мы получим начальные условия для следующего участка (m+1). Далее повторяется алгоритм, описанный выше и так далее, пока не дойдем до участка "М".

Таким образом, полученное решение для заданных начальных условий является кусочно-аналитическим. В программе оно также представлено таблично "V[k]" и графически "L[k]" с выводом на экран дисплея. Кроме этого программа позволяет проводить спектральный анализ полученного решения. Так как решение определяется для всех 
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, то в этом случае для t<t0 его следует доопределить четным или нечетным образом и представлять его рядом Фурье по косинусам (или синусам): 
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где  
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(5)           


Разработанная программа тестировалась на решении уравнения Бесселя [3] и уравнения  
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В последнем случае для любого "n" ряд Маклорена R[0] в точности совпадал с первыми "n" членами ряда известного  аналитического решения [3] уравнения (6). Кроме этого, результат полученного в программе (при q=0,6; n=16) вычисления корня

fsolve(R[3], t, t = 3q+T[0] .. 4q+T[0])

совпал с "точным" вычислением того же самого корня с точностью 10-6. При этом в качестве "точного" взято аналитическое решение (6) состоящее из его первых сорока (n=40) членов разложения в ряд Маклорена
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Расчеты проводились в системе Mathcad. При этом следует обратить внимание на разницу в количестве членов разложения в программе (n=16) и аналитическом решении (n=40) при практически одной и той же точности.

Текст программы.

Ниже приводится текст программы, в которой в качестве примера вместо уравнения (1) записано конкретное уравнение (6) и соответствующие для него параметры и начальные условия, которые всегда можно заменить  любыми другими вида (1), (2) и также получить решение.

restart;
mm:=10: n:=16:`К-во участков припасовывания и членов разл.в р.Т.`:   
q:=0.6:`Интервал между точками, в окрестности которых ведется разложение в ряд Тейлора`:
b:=0.1: `дискрет по перем.t`:
hh=q/b: h:=floor(hh): `Целое число дискретных отсчетов по перем.t`:
h:=6: 
a:=mm*h: `Общее число дискретных отсчетов по перем.t`:
f2:=(t)->-(t^2)*x(t); `исх.диф.ур.,разрешенное относит.старш.произв.`:
T:=array(0..mm):X:=array(0..n):V:=array(0..a):L:=array(0..a):
K:=array(0..mm-1): KK:=array(0..mm-1): R:=array(0..mm-1):
T[0]:=0:`нач. момент времени`:
x0:=1: dx0:=0:`Исходные н.у.`:
V[0]:=x0:L[0]:=[0,V[0]]:`Запись исходных н.у. в вектор`:
z[3]:=diff(f2(t),t);
z[3]:=subs(diff(x(t),t$2)=f2(t),z[3]);`исключ.старшей производной`:
for m from 1 to mm do `Внешн.цикл определения участков припасования`:
X[0]:=x0: X[1]:=dx0: X[2]:=subs(diff(x(t),t)=dx0,f2(t)): X[2]:=subs(x(t)=x0,X[2]): X[2]:=subs(t=T[m-1],X[2]): `можно так же X[2]:=simplify(X[2])`:
X[3]:=subs(diff(x(t),t)=dx0,z[3]): X[3]:=subs(x(t)=x0,X[3]): X[3]:=subs(t=T[m-1],X[3]):`можно так же X[3]:=simplify(X[3])`:
for i from 4 to n do `Внутр.цикл вычисл.производных и их знач.в т.T[m-1]`:
z[i]:=diff(z[i-1],t): z[i]:=subs(diff(x(t),t$2)=f2(t),z[i]):
z0:=subs(diff(x(t),t)=dx0,z[i]):z0:=subs(x(t)=x0,z0): z0:=subs(t=T[m-1],z0):`вычисл.производной в точке`:
X[i]:=z0: od: `можно так же X[i]:=simplify(z0)`:
r:=(t)->sum(X[j]/(j)!*((t-T[m-1])^j),j=0..n): sort(r(t)):
for k from ((m-1)*h+1) to (m*h) do `Внутр.цикл формиров. вектора реш.`:               V[k]:=r(k*b+T[0]): L[k]:=[k,V[k]] od; `Запись решения в вектор `:
dr:=unapply(diff(r(t),t),t);`1-я производная решения исх. нел.диф.ур.`:       
R[m-1]:=r(t):`Запись уч-ка припас. исх.НДУР в вектор`: 
T[m]:=q*m+T[0]:`Следующая точка,в окрестности которой ищется решение (строится уч-к припасования)`:
x0:=V[m*h]: dx0:=dr(T[m]) od:`Присвоение новых н.у.(r(T[m]=V[m*h])`:
R[0];
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fsolve(R[4-1],t,t=(4-1)*q+T[0]..4*q+T[0]);`есть ли корни на уч.припас.?`:
plot(L,t_T[0]=0..a,thickness=4,style=point,symbol=circle,color=black);
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`спектральный анализ`:
g:=q*(mm-4):
S:=10: AA:=array(0..S): A:=array(0..S,0..mm-1): 
for s from 0 to S do for m from 1 to mm do if
q*m<=g then A[s,m-1]:=2/g*int(R[m-1]*cos(Pi*s*(t-T[0])/g),t=T[0]+q*(m-1)..T[0]+q*m) 
else A[s,m-1]:=2/g*int(R[m-1]*cos(Pi*s*(t-T[0])/g),t=T[0]+q*(m-1)..T[0]+g): 
m1:=m: break: fi: od: AA[s]:=sum(A[s,j-1],j=1..m1) od:
g, m1,A[0,m1-1]; `номер уч-ка припасо-я,где q*m1>g`:
AA[0], AA[1], AA[2],AA[3],AA[4],AA[5];
F:=(t)->AA[0]/2+sum(AA[ss]*cos(Pi*ss*t/g),ss=1..S);
plot(F(t),t=0..g,thickness=4,color=black);
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