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§5.  Теорема вычетов
См. также мои статьи: 1) «Особенности разложения в ряд Лорана мероморфных функций», 2009г 2) «Методические аспекты теории вычетов при вычислении контурных интегралов» Инж. Вестник, сентябрь №9, 2015г. (…\PS МГТУ\Статьи\...)
Приведем без вывода интегральную формулу Коши [24], которая нам понадобится в дальнейшем
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Здесь φ(η) – некоторая функция, регулярная в замкнутой области D, L – контур этой области и точка  z лежит внутри контура L. Выражение (1) можно дифференцировать по z сколько угодно раз под знаком интеграла так, что при любом целом положительном k имеет место формула
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Пусть функция  f(z), регулярная в замкнутой области D за исключением особой точки b,  имеет в окрестности этой точки  разложение в ряд Лорана (согласно теореме Лорана f(z), аналитичная в кольце 
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, единственным образом представима в этом кольце рядом Лорана) 
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При этом коэффициенты ряда Лорана (3) вычисляются по формулам 
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, где 
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 задает контур L.
Тогда, интегрируя (3) по контуру L, охватывающему точку b, получим
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Нетрудно показать [17], что все интегралы под знаком суммы в (4), кроме одного n=-1, будут равны нулю. В результате получим 
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Эта формула вычисления коэффициента С-1 носит название вычета. Если обе части (3) умножить на (z-b)m  (m>0) и проинтегрировать по замкнутому контуру L, то получим
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По-прежнему справа в (6) все интегралы будут равны нулю кроме одного, у которого n+m=-1. Таким образом, получаем формулу вычисления коэффициентов
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Возвращаясь к прежнему индексу n=-m-1, запишем формулу вычисления коэффициентов ряда Лорана, приведенную выше, а здесь выведенную в предположении (3)
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Полагая в (8) n=-1, получим формулу (5), которая указывает на способ вычисления контурных интегралов такого типа, если известно разложение  f(z) в ряд. Для этого надо взять в этом ряду коэффициент С-1. Далее, если предположить, что в (8) f(z) является регулярной функцией, в том числе в точке b, то в этом случае все  коэффициенты Cn с отрицательными индексами n равны нулю, как интегралы от регулярной функции по замкнутому контуру.  А ряд (3) вырождается в ряд Тейлора и его коэффициенты на основании формулы (2) будут иметь вид
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обычный для такого ряда (n≥0).  
Если точка b для f(z) является полюсом порядка u≥1,  а саму функцию можно представить в виде 
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где ψ(z) регулярная в замкнутой области D, охваченной контуром L, функция и ψ(b)≠∞ и 0, то, подставляя (10) в (8), получим
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Из чего следует, что для всех n≤-u-1 коэффициенты Cn=0. Для остальных n≥-u  они будут определяться в соответствии с (2) по формуле
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В этом случае ряд (3) может содержать u членов с отрицательными степенями (z-b). Вычет или коэффициент C-1 теперь будет определяться как
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Произведение f(z)(z-b)u=ψ(z) будет уже регулярной функцией в точке b. В общем случае теорема вычетов формулируется так:
Теорема. Если функция регулярна в замкнутой области, за исключением  конечного числа особых точек (полюсы, существенно особые точки), лежащих внутри области D, то интеграл от функции по контору области равен произведению 2πi на сумму вычетов в указанных особых точках. 
Таким образом, если в области D имеются и другие особые точки (например, полюса 
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}

i

g

, порядка 
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, i=1..N), то интеграл от функции f(z) по контуру области D будет равен сумме контурных интегралов (вычетов) в указанных точках. Рассмотрим одну из таких особых точек, например, полюс 
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 (случай gi = b рассмотрен выше) порядка si, для которого коэффициент (8) будет определяться так
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В этом выражении 
[image: image24.wmf]i

g

 - окружность малого радиуса 
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, внутри которой содержится только одна особая точка gi. Под знаком контурного интеграла проведены тождественные преобразования таким образом, чтобы существовал предел 
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 отличный от нуля. Тогда функция
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Внутри контура 
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 будет регулярна и коэффициент 
[image: image29.wmf]i

n

C

 вычислим по формуле:
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Очевидно
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                                                                 (c-1) 
Совпадает с вычетом в особой точке  gi. Таким образом, в этом случае коэффициент  Cn  ряда (3) будет равен
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и в частном случае   
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, что соответствует первой теореме о вычетах.

           Рассмотрим случай, когда функция f(z) имеет в точке b корень порядка m, а ряд Тейлора для этой функции начинается с члена, содержащего (z-b)m, и будет иметь вид 
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                                      (14)
где φ(z) регулярна в области D и точке b и отлична от нуля и бесконечности. Запишем логарифмическую производную функции f(z):
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Из полученного выражения видно, что точка b является простым полюсом для логарифмической производной, с вычетом, равным порядку корня самой функции f(z). Если в точке b функция f(z) имеет не корень, а полюс кратности m, то точно так же имеет место формула (14), но в ней m следует заменить на (-m). Таким образом, для функции, имеющей в точке b полюс кратности n, её логарифмическая производная будет иметь в этой же точке простой полюс с вычетом   (-n).
1. Теоремы о числе корней
Предположим, что f(z) регулярна в замкнутой области D c контуром L, на котором не обращается в ноль, и внутри области имеет корни bi кратности ki , i=1..m. Логарифмическая производная функции будет иметь в этих точках, как было показано выше, простые полюсы с вычетом ki и теорема вычетов дает нам
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При сделанных предположениях интеграл, стоящий слева, дает число корней функции f(z),  расположенных внутри контура L. Интеграл имеет первообразную Ln[f(z)] и, следовательно, его величина определяется приращением, которое получает первообразная при обходе контура L в положительном направлении. Первообразная является бесконечнозначной функцией и поэтому нужно рассматривать её однозначную ветвь, что приводит к необходимости слежения за непрерывным изменением аргумента f(z) при обходе контура L. Таким образом
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При обходе контура L  ln|f(z)| вернется к прежнему значению и никакого приращения не получит, и общее приращение первообразной  будет равно приращению arg[f(z)], умноженному      на i. Полученный результат согласно (16) надо разделить на 2πi и можно сформулировать в виде отдельной теоремы. 

Теорема Коши. Если f(z) регулярна в замкнутой области D и отлична от нуля на контуре  L этой области, то число корней f(z) внутри области, охваченной контуром L, равно изменению аргумента функции при положительном обходе контура, деленному на 2π. 
Применяя к (16) теорему о вычетах, получим
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где m – общее число корней и  n - общее число полюсов функции f(z) внутри области. Положим, что корни находятся в точках b1, …, bm, а полюсы – в точках c1,…, cn , причем кратные корни и полюсы считаются несколько раз. Нетрудно доказать, пользуясь теоремой вычетов, следующую формулу:
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то есть интеграл, стоящий слева, выражает разность между суммой координат корней и полюсов. Действительно, например, в случае корня b кратности k мы имеем вблизи этой точки разложение (см. формулу (15))
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откуда непосредственно следует, что вычет в этой точке равен 
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. Аналогично рассуждение и для полюса. 
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