Задачи из Ефимова [24]. Ряды Фурье. Задача №12.481 

В задаче требуется разложить функцию в ряд Фурье. Зададим функцию f(x) следу-
ющим образом (см. рис.1) : 
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Для периодической функции f(x) задан полупериод L, который можно выбрать, исходя 
из удобства вычисления (см. [13], стр. 328) коэффициентов ряда Фурье, равным: 
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Введём параметр анимации FRAME так, чтобы 20<FRAME, через который выразим число N членов ряда Фурье, например, так: 
[image: image5.png]N = 4+ FRAME




Примечание. Такое ограничение 20<FRAME связано со временем записи видеоклипа и только. 
Сумма ряда S(x) приближает функцию f(x) при любом из полупериодов: 
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, q=1 или 2. Покажем это в режиме анимации на рис.1, предварительно вычислив коэффициенты ряда Фурье. Как указано в [13], с целью удобства вычисления коэффициентов ряда Фурье, можно выбрать множители h1=0 и h2=2, что упрощает задание функции f(x), оставляя результат прежним. Это также легко проверяется в режиме анимации на рис.1. Заметим, что такой выбор h1=0 и h2=2 равносилен заданию 
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, то есть сочетания параметров (h1=0, h2=2, q=1) и ( h1=1, h2=1, q=1 или 2) - равоносильны. Вычислим (2) при условии h1=0, h2=2, q=1: 
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Проведём визуализацию численных значений коэффициентов ряда Фурье и запишем
его сумму S(x), оставив в ней только коэффициенты b, так как коэффициенты a по
определению равны нулю, что подтверждается ниже [image: image13.png](3)
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Проведём вычисление коэффициентов (2), используя задание функции f(x) в виде
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Вычисленные коэффициенты A(n) и B(n) полностью совпадают с (2) при том, что
подынтегральная функция f(x) проще в её задании.
Рассмотрим Функцию Хевисайда Ф(х) и то как с помощью этой функции можно задавать другие функции на примере данной задачи (см. рис.2): 
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В условиях задачи №12.481 функция задана как z(x), а на рис.2 функцию z(x) имитируют функции H(x) и U(x) соответственно на отрезках [image: image29.png](-m,m)



,  [image: image30.png](—2-m,2-1)



.
. 

[image: image31.png]- 4 2 0 2 4 6
xx.27

Prc.2. AmstepraTnBHOe sananme bynxmn f(x)




Итак, разложим теперь функцию U(x) в ряд Фурье, с полуперидом [image: image32.png]


. Тогда будем иметь 
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Построим график функции z(x) или U(x) и её ряда SU(x) рис.3 
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Полученные ряды Фурье являются неполными, так как один из коэффициентов ряда A(n) равен нулю, что характерно для нечетных функций. 
Введение функции Хевисайда Ф(х) позволяет вести символьные вычисления 

[image: image42.png]



Последнее выражение можно упростить так: 
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Следовательно при n=2m имеем 
[image: image46.png]Ub(2m) =
m



, а при n=2m-1 [image: image47.png]Ub(2m—1)= 0



, где m=1,2,....,  [image: image48.png]


. Тогда сумму SU(x) перепишем и вычислим её значение в точке [image: image49.png]| =
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Построенный график функции U(x) и приближающий её ряд SU(x) рис.3 и 4 в режиме анимации дают оценку точности и поясняют эффект Гиббса. 

