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Вариант 10.

2. Решение уравнения с частными производными параболического типа. 
*) Рассмотрим пример с интерактивным выбором параметров уравнения и новых пере-

менных. Пусть заданы следующие коэффициенты уравнения:

a[1,1]:=1; a[1,2]:=x^2;a[2,2]:=x^4; 
[image: image1.wmf] := 
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F:=2*x*diff(u(x,y),y);
[image: image4.wmf] := 
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Примечание. Здесь везде *) - означает задание исходных данных пользователем или 

передачу в последующий алгоритм предыдущего выражения.

Запишем само линейное дифференциальное уравнение с частными производными  

de:=a[1,1]*diff(u(x,y), x$2)+2*a[1,2]*diff(diff(u(x,y),x),y)+a[2,2]*diff(u(x,y), y$2)+F=0;
[image: image5.wmf] := 
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*) Введем обозначения, указывая на то, относительно какой переменной заданы началь-

ные условия (выберите обозначение  х0 или у0 - это важно для дальнейшего построения 

алгоритма!) 

x0:=0: p:=x0:  u0:=y: du0:=y^2: 
и зададим начальные условия:

if p=x0 then yx0:=u(x0,y)=u0,D[1](u)(x0,y)=du0:
else yx0:=u(x,y0)=u0,D[2](u)(x,y0)=du0 fi:
yx0;
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*) Здесь оператор D имеет следующую семантику (обозначению  х0 или у0  

соответствует номер переменной в операторе D[№]

D[1](u)(x0,y)=y^2; convert(%,diff);
[image: image7.wmf] = 

(

)

(

)

D

1

u

,

0

y

y

2


[image: image8.wmf] = 
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Вычислим критерий, по которому определим тип дифференциального уравнения, указав

на ограничения переменных (здесь это не обязательно делать)

`assume(x>0,y>0);`:
di:=simplify(eval(a[1,2]^2-a[1,1]*a[2,2])); zn:=signum(di);
[image: image9.wmf] := 

di

0


[image: image10.wmf] := 
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Введём ещё один параметр dii
dii:=factor(di): qdii:=sqrt(dii);
[image: image11.wmf] := 

qdii

0


В соответствии с вычисленным критерием di проведем выбор типа уравнения с помощью 

логического блока, используя zn 

if zn>0 then tip:=`гиперболический` 
else if zn=0 then tip:=`параболический`
else tip:=`эллиптический` fi:fi:
и дадим его визуализацию на дисплее

tip; Ответ:

[image: image12.wmf]ïàðàáîëè÷åñêèé


Составляем  характеристическое уравнение, считая одну из переменных x или y функцией 

другой: [image: image13.png]a
Gy, tadii




    и выбираем то из них, которое проще в реше-

нии. Здесь будет одно уравнение - как наиболее простое возьмем первое.

yx1:=diff(y(x),x)=a[1,2]+qdii/(a[1,1]);
[image: image14.wmf] := 
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*) Поэтому будем считать y функцией от x, то есть y(x). Для этого проведем замену y на 
y(x) в коэффициентах a[1,2], a[1,1], если в них входит у  (здесь этого делать не надо, так 

как в a[1,2], a[1,1]  у не входит)

Находим решение составленного таким образом характеристического уравнения:

dsolve(yx1);
[image: image15.wmf] = 
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Итак, записываем одну из новых переменных, снова возвращаясь к х и у
xi:=(x,y)->-x^3/3+y; 
[image: image16.wmf] := 
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Для параболического типа уравнения, вторую из новых переменных выбирают произ-

вольно, но так, чтобы она была линейно независима с первой и пребразование точек 

плоскости (х0у) в точки плоскости (xi0eta) оставалось взаимно однозначным. (По этой

причине нельзя eta  выбрать как константу, но можно приравняь eta=x, что значительно 

проще, чем eta=y ). 

eta:=(x,y)->x;
[image: image17.wmf] := 
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*) Зависимости xi(x,y) и eta(x,y) должны допускать взаимно однозначное преобразование

одних переменных в другие, то есть  x(xi,eta)   y(xi,eta). Поэтому в общем случае последние

зависимости следует найти из системы двух уравнений:

solve({xi=-x^3/3+y,eta=x},{x,y});
[image: image18.wmf]{
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`allvalues(%);`: опция используется в случае возникновения RootOf(expr).

*) Из всех полученных значений, как при eta(x,y)=y, когда появляется функция RootOf(expr)  

[image: image19.wmf]{
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, в силу вышесказанного, следует выбрать

действительную пару и записать её с именами xp и yp. Здесь этой парой будет   

yp:=1/3*eta^3+xi; xp:=eta;
[image: image20.wmf] := 
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[image: image21.wmf] := 
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При необходимости произведем их подстановку при переходе к новым переменным.

Напомним, что переход к новым переменным должен привести к уравнению

[image: image22.wmf] := 
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Так как в уравнении параболического типа при переходе к новым переменным коэф-

фициенты a1[1,1]=a1[1,2]=0, 

a1[1,1]:=0: a1[1,2]:=0:
то нам надо найти только коэффициент a1[2,2] и выражение F1 по следующим формулам

[image: image23.wmf] := 
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[image: image24.wmf] := 
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Если в выражении a1[2,2] присутствуют старые переменные, то их надо заменить на

новые таким образом

a1[2,2]:=subs(x=xp,y=yp,a1[2,2]); используется при необходимости.

[image: image25.wmf] := 
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Для F1 возьмем формулу [image: image26.png]wEm
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  . Будем поэтапно вычислять 

компоненты этой формулы.

[image: image27.wmf] := 
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[image: image28.wmf] := 
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Возможное появление здесь старых переменных требует их замены на новые:

beta1:=subs(x=xp,y=yp,beta1);
[image: image29.wmf] := 
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Вычисляем следующий компонент

[image: image30.wmf] := 
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[image: image31.wmf] := 

b2
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И здесь возможно появление  старых переменных, что требует их замены на новые:

beta2:=subs(x=xp,y=yp,beta2); используется при необходимости.

[image: image32.wmf] := 
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В выражении для F также надо перейти к новым переменным, а  при наличии

  [image: image33.png]dulry) |, dulxy)
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   произвести их замену по следующим формулам
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[image: image35.wmf] := 
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[image: image36.wmf] := 
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[image: image37.wmf] := 
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Проведем необходимые замены (подстановки) в выражениии для F в строгой последова-

тельности как изложено ниже, чтобы избежать нежелательных подстановок в аргументы 

функции u(x,y):

F:=subs(diff(u(x,y),x)=dux,F); F:=subs(diff(u(x,y), y)=duy,F);
[image: image38.wmf] := 
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[image: image39.wmf] := 
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Проведем замену старых переменных x и y на новые xi и eta, используя зависимости xp и yp 
F:=subs(x=xp,y=yp,F); 
[image: image40.wmf] := 
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Теперь можно составить и вычислить выражение F1:

F1:=beta1*diff(u(xi,eta),xi)+beta2*diff(u(xi,eta),eta)+F;
[image: image41.wmf] := 
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Полученное выражение попытаемся упростить: 

F1:=simplify(F1);
[image: image42.wmf] := 
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Окончательно запишем полученное таким образом уравнение и, чтобы получить устой-

чивое решение, отстроимся от старых обозначений.

de1; de1:=subs(xi=v,eta=w,de1);
[image: image43.wmf] = 
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[image: image44.wmf] := 
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Используя опцию pdsolve, проведем решение, которое в данном случае не зависит от 

начальных условий ух0
ans:=pdsolve({de1},u(v,w));
[image: image45.wmf] := 
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Подставим полученное решение в дифференциальное уравнение de1 и убедимся в том,

что оно обращает его в тождество

pdetest(ans,de1);
[image: image46.wmf]0


Как и следовало ожидать, получили ноль. Здесь по-прежнему следует отождествлять v и 

w с новыми переменными xi и  eta: v=xi,  w=eta. В полученном решении ans неизвестны-

ми являются произвольные функции _F1(v) и _F2(w), которые ищутся из начальных усло-

вий ух0. Для их нахождения и применения ух0  в ans перейдем к прежним переменным 

х и у, используя зависимости xi(x,y) и eta(x,y).

ans:=subs(v=xi(x,y),w=eta(x,y),ans);
[image: image47.wmf] := 
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*)  Запишем это выражение в виде функции U(x,y)

U:=(x,y)->_F1(-1/3*x^3+y)*x+_F2(-1/3*x^3+y);
[image: image48.wmf] := 
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Определим её производную (выберите обозначение  х0 или у0 и соответственно номер 

переменной в операторе D[№]) с одновременным вычислением значения в заданной точке

dU:=D[1](U)(x0,y); 
[image: image49.wmf] := 
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После чего запишем по числу начальных условий  два уравнения 

yr1:=U(x0,y)=u0; yr2:=dU=du0;
[image: image50.wmf] := 
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*) Введем в этих уравнениях их общий аргумент z=y, проводя подстановку

yr1:=subs(y=z,yr1); yr2:=subs(y=z,yr2);
[image: image52.wmf] := 
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Далее решаем эту систему двух уравнений относительно неизвестных функций _F1(z) и 

_F2(z)

sys:=yr1,yr2; fons:={_F1(z),_F2(z)}; R:=simplify(dsolve({sys},fons)); 
[image: image54.wmf] := 
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[image: image55.wmf] := 
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[image: image56.wmf] := 
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Таким образом неизвестные функции _F1(z) и  _F2(z) найдены. Остается подставить в 

эти функции вместо общего аргумента  z его конкретное наполнение, указываемое в выра-

жении для  U(x,y) и построить само решение.  

*)  Возьмем из dsolve найденные функции _F1(z) и  _F2(z) и запишем их под новыми 

именами FF1(x,y) и  FF2(x,y)

if lhs(R[1])=_F1(z) then FF1:=(x,y)->subs(z=-1/3*x^3+y,rhs(R[1])):
FF2:=(x,y)->subs(z=-1/3*x^3+y,rhs(R[2]))
else FF1:=(x,y)->subs(z=-1/3*x^3+y,rhs(R[2])): 
FF2:=(x,y)->subs(z=-1/3*x^3+y,rhs(R[1])) fi:
FF1(x,y); FF2(x,y);
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*)  Итак, функция  U(x,y) будет иметь вид 

U:=(x,y)->FF1(x,y)*x+FF2(x,y): U(x,y); 
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U(x,y):=simplify(U(x,y));
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Проверка решения.

Подставим решение U(x,y)  в исходное дифференциальное уравнение:

re:=subs(u(x,y)=U(x,y),de):
В правильности полученного решения можно убедиться, запустив процедуру упрощения, 

в результате которой должны получить тождество:

simplify(re); 
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Проведем также проверку на удовлетворение решения начальным условиям.

Первому из них:

simplify(U(x0,y));
[image: image62.wmf]y


Второму:

D[1](U)(x0,y); simplify(convert(%,diff)); 
[image: image63.wmf](
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[image: image64.wmf]y
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Итак, проверка подтверждает правильность полученного решения.

Дадим графическую интерпретацию решения уравнения с частными производными 

параболического типа.

plot3d(U(x,y), x=-2..2, y=-1..0,axes=boxed,orientation=[-68,58]);
[image: image65.png]



Построим графики линии пересечения поверхности U(x,y) плоскостью y=constanta.

plot([U(x,-0.5),U(x,0)], x=-1.5..1.5,color=[red,black],style=[line,point]);
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Построенные графики дополняют представление о полученном решении.
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