
Гл.7, § 4, п.1.
Структурирование и численное моделирование решения задач математической физики, имеющих особые точки.

7.4.1. Решение гиперболического уравнения, имеющего особые точки.

В решении задач могут быть так называемые особые точки, в которых возникает неопределенность , например, типа "ноль делить на ноль", которую иногда можно устранить (доопределить), вычисляя предел функции в этой точке. Таким образом, решение в этих точках становится иным, изменяет свою структуру. Аналитическая запись такого решения с переменной структурой сложна для графического представления, поэтому необходимо его численное моделирование. Такой подход к решению подобных задач рассматривается ниже на примере решения уравнения математической физики гиперболического типа. Он практически не встречается в специальной научной литературе и поэтому может быть интересен с методической точки зрения преподавателям, использующим СКМ и компьютерные технологии в обучении, а также студентам, изучающим данный предмет.

Рассмотрим решение неоднородного дифференциального уравнения 2-го порядка в частных производных гиперболического типа:
diff(u(x,t), t$2)=a^2*diff(u(x,t), x$2)+g(x,t);
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С краевыми условиями, записанными в общем виде:
u(x,0)=f(x):  ut:=(x,t)->diff(u(x,t), t):  ut(x,0):=F(x);
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u(0,t)=phi(t):  u(L,t)=psi(t):
Пусть заданы следующие функции и значения некоторых параметров:
g:=(x,t)->B*sin(Pi*x*t/L); phi(t)=0: psi(t)=0: F(x)=0: f:=(x)-A*sin(Pi*x/L);
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N:=5:  A:=0.1*L:
Не вдаваясь в подробности, укажем решение, полученное по методу Фурье и представляемое суммой двух функций:  
u(x,t)=R1(x,t)+R2(x,t):
где
R1:=(x,t)->A*cos(Pi*t/L)*sin(Pi*x/L);
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R2:=(x,t)-> sum(L/(Pi*n*a)*sin(Pi*n*x/L)*int(Gi(tau,n)*sin(L/(Pi*n*a)*(t-tau)), tau=0..t), n=1..N);
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Где
Gi:=(t,n)->2/L*int(B*sin(Pi*x*t/L)*sin(Pi*n*x/L), x=0..L);
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Gi(t,n);
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Так как n=1,N принимает значения целых чисел, то sin(Pi*n)=0 и cos(Pi*n)=(-1)^n. Поэтому
Gi(t,n):=subs(sin(Pi*n)=0,cos(Pi*n)=(-1)^n,Gi(t,n));


[image: image9.wmf]22

2sin()(1)

(,):

()

n

Bnt

Gitn

tn

p

p

-

=

-


Эквивалентная полученной, но более удобная при вычислении предела функция, которой мы будем пользоваться в дальнейшем имеет вид:
G:=(t,n)->(B/Pi)*(sin(Pi*(t-n))/(t-n)-sin(Pi*(t+n))/(t+n));
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В  выражении G(t,n) точки t=n являются особыми. Поэтому далее необходимо найти предел от этой функции и, если он существует, заменить им значение функции в этих точках:
gn:=(n)->limit(G(t,n), t=n):
gns:=simplify(gn(n),{sin(n*Pi)=0});
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Значение этого предела с учетом упрощения есть величина конечная, которым мы в последующем заменим значение функции в этой точке, изменив таким образом структуру решения как будет показано ниже. Исходя из алгоритмических требований: 1) ранее введенное обозначение R2(x,t) заменим на VIn(x,t); а также введем обозначение In(t,n);

In:=(t,n)->int(G(t,n)*sin(Pi*n*a/L*(t-tau)), tau=0..t);
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Значение этого интеграла в особых точках t=n будет иметь вид:
inn:=(n)->int(gn(n)*sin(Pi*n*a/L*(n-tau)), tau=0..n);
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Можно провести также вычисление этого интеграла:
inns:=simplify(inn(n),{sin(n*Pi)=0});
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Та часть решения, которая обусловлена неоднородностью дифференциального уравнения (наличием возмущения) имеет вид:
VIn:=(x,t)->sum(L/(Pi*k*a)*In(t,k)*sin(Pi*k*x/L), k=1..N);
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Это выражение, которое понадобится в дальнейшем для численного моделирования решения, в особых точках t=n будет иметь вид:

 
[image: image16.wmf](

)

2

2

1

2

11

1cossin

(,)sin(,)sin

:(,)

nN

kkn

nanx

kxkx

BL

LInnkLInnk

LL

LL

vinnxn

kaka

na

pp

pp

pp

p

-

==+

æö

æö

æö

æö

æöæö

æöæö

-

ç÷

ç÷

ç÷

ç÷

ç÷ç÷

ç÷ç÷

èø

èø

ç÷

èøèøèø

ç÷ç÷

=®++

ç÷

ç÷ç÷

ç÷

ç÷ç÷

ç÷

èøèø

èø

åå


Зададим параметры дифференциального уравнения:

a:=sqrt(2):  L:=1:  B:=1:  N:=5:  T:=6: deltax:=0.1: deltat:=0.05:
Графическая визуализация решения в особых точках с последующей его анимацией. 
 plot(vinn(x,N),x=0..L);
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animate(plot,[sum(L/(Pi*k*a)*In(n,k)*sin(Pi*k*x/L), k=1..n-1) +sum(L/(Pi*k*a)*In(n,k)*sin(Pi*k*x/L), k=n+1..N)+B*L^2/(Pi*n*a)^2*(1-cos(Pi*n^2*a/L))*sin(Pi*n*x/L), x=0..L], n=1..N,frames=100);
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Алгоритм численного моделирования решения с переменной структурой и его запись в матрицу "М":
 M:=matrix(11,101,[]);
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for n from 1 to N do
if n=1 then m1:=0 else m1:=floor((n-1)/deltat)+1 fi:
m2:=floor(n/deltat)-1:
for j from m1 to m2 do
for i from 0 to floor(L/deltax) do
 M[i+1,j+1]:=VIn(i*deltax,j*deltat) od:
od:
for i from 0 to floor(L/deltax) do
M[i+1,floor(n/deltat)+1]:=vinn(i*deltax,n) od:
od:
Полученное, таким образом, решение в виде матрицы позволяет вести с этим решением различного рода преобразования, что очень важно. Кроме этого, можно сразу провести графическое отображение матрицы в виде точек (см. ниже). Однако, решение в виде матрицы не задает функцию!
with(plots):with(linalg):
matrixplot(M);
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Следует заметить, что решение, записанное в массив "V", представить графически нельзя. Необходимо вначале провести интерполяцию массива, получить функцию, а потом отобразить ее графически.
Однако, функцию VIn(x,t), даже несмотря на то, что она имеет особые точки, "plot" отображает  графически. Ниже полученный график подтверждает это! 
plot3d(VIn(x,t), x=0..L, t=0..N);
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Выше приведенные два графика визуально совершенно идентичны. Их совпадение подтверждается численно в точках (кроме особых, в которых VIn(x,t) не определено и вычисляется как предел. Однако, опция "plots" это игнорирует и строит поверхность!?):

M[8,26]: VIn(0.7,1.25):M[8,31]:M[8,21]:evalf(%):
Укажем еще один способ, используя возможность, которую предоставляет Maple с помощью опции PIECEWISE, графического построения решения с переменной структурой. Для этого введем функцию r(t), определяющую достаточно малую окрестность особых точек:  
r:=(t)->abs(t-round(t));
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А также функцию vinnm(x,t), по которой будет определяться решение в этой окрестности:
vinnm:=(x,t)-> sum(L/(Pi*k*a)*In(t,k)*sin(Pi*k*x/L), 
k=1..round(t)-1)+sum(L/(Pi*k*a)*In(t,k)*sin(Pi*k*x/L),  k=round(t)+1..N)+limit((B*L^2/(Pi*s*a)^2*(1-cos(Pi*s^2*a/L)) *sin(Pi*s*x/L)), s=round(t));
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W:=(x,t)->piecewise(r(t)<0.05 and t>0.6,vinnm(x,t),VIn(x,t));
Таким образом, мы задали функцию, которая на разных участках будет иметь разное описание. Её график в точности совпадает с теми, что были ранее.
plot3d(W(x,t),x=0..L,t=0..N);
[image: image24.png]



Значение функции W(x,t)в особых точках t=n (n - целое число)теперь вычисляются.
Эти результаты совпадают со значениями матрицы"М" ! В.т.числе в особых токах t=1.
Графическое решение поставленной задачи будет иметь вид:
plot3d((R1(x,t)+W(x,t)),x=0..L,t=0..N);
[image: image25.png]



На этом решение можно считать завершенным.
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