Геометрическая интерпретация решения дифференциального уравнения
[image: image1.png]Ly = f(x,)
dx



                                                                  (1) 

Рассмотрим на примере уравнения с функцией f(x,y) 
[image: image2.png]f(x,y) = cos(x)



                                [image: image3.png](2)




Примечание. Можно рассмотреть и др. примеры, которые читатель может 
предложить самостоятельно. Например, взять 
[image: image4.png]f(x,y) = tan(x)



    и    [image: image5.png]¢ (x) = —In(cos(x))



    с   x0=-Pi/3, xk=Pi/3,
или  f(x,y)=cos(y(x));  ᵠ(y)=ln[sec(y)+tan(y)]+C.
Очевидно, решением этого дифференциального уравнения будет семейство 
кривых: 

[image: image6.png]¥(x) = (x) = sin(x) + C




где константа С определяется начальными условиями: xo, y(xo)=yo. Функция f(x,y) задает поверхность, а y(x), кривая под этой поверхностью, является решением дифференциального уравнения, в каждой точке которого угловой коэффициент касательной равен значению f(x,y) в этой точке. 

Итак, зададим поверхность f(x,y) в виде дискретных точек и запишем её в
матрицу М. 
Зададим интервалы изменения переменных: 
[image: image7.png]


   [image: image8.png]


   [image: image9.png]


  [image: image10.png]



так, что 
[image: image11.png]


     [image: image12.png]



. В качестве дискретного шага попеременным
x и у выберем 
[image: image13.png]



(здесь он один и тот же, но может быть разным и переменным). Введём обозначения: n - номер строки матрицы М; m - номер столбца матрицы М. Число строк и столбцов матрицы М, определим так: 

[image: image14.png]



[image: image15.png]N1 = 157



[image: image16.png]



[image: image17.png]



[image: image18.png]N2 =50



[image: image19.png]N2




Перейдем к дискретным переменным: 

[image: image20.png]xp = x0+ h-n



  [image: image21.png]¥m = y0 + h-m




Выведем для проверки на дисплей некоторые из них: 

[image: image22.png]xp = —3.142



[image: image23.png]x7g = —0.022



[image: image24.png]x79 = 0.018




Тогда поверхность (функцию f(x,y)) можно представить матрицей: 
[image: image25.png]Mn m = f(xn,¥m)




Так как f(x,y) не зависит от у, то у матрицы М все столбцы будут одинаковы и задавать она будет цилиндрическую поверхность с образующей, параллельной оси ординат (0у), а направляющая будет лежать в плоскости f0x (аппликата-абсцисса). Теперь построим поверхность f(x,y) рис.1. 

Таким образом все параметры уравнения (1) заданы и представлены графически. Перейдём к решению уравнения (1). В общем случае решение задачи (1) сводится к нахождению цилиндрической поверхности, направляющая которой на плоскости x0y удовлетворяет уравнению (1). Алгоритм построения цилиндрической поверхности, если известно решение 
[image: image26.png](x)+Cl




   уравнения (1) 
[image: image27.png]


    [image: image28.png]#(x) = sin(x+ C1) + C1



                                                                   [image: image29.png](3)




может быть следующим: 

1. находим значения решения у в дискретных точках 
[image: image30.png]


   как [image: image31.png]¥n = ¢(xn)



,   где  [image: image32.png]n=0._NIl



;
2. чтобы представить решение y(x) матрицей [image: image33.png]


, запишем yn как функцию номера n, вводя параметры b и Vn и считая ymin=y0, в таком виде: 
[image: image34.png]


  [image: image35.png]b
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= floor|
[oroba)



  [image: image37.png]


    [image: image38.png]4




Здесь предполагается, что: 1) ymin<y<ymax, а ymin и ymax известны и в частном случае могут совпадать соответственно с y0 и yk; 2) Vn - неотрицательные целочисленные компоненты вектора V, задающие номер столбца матрицы {Yn,Vn};  3) n - параметр, позволяющий записать переменные x и y в параметрическом виде: [image: image39.png]


    [image: image40.png]


, который в декартовой системе координат представляет решение (1) или задает на плоскости x0y направляющую цилиндрической поверхности. 
Итак, для получения решения (направляющей) на плоскости x0y следует записать в матрицу Y в строку с номером n и столбец с номером Vn константу, задающую линию пересечения цилиндрической поверхности с плоскостью z=const (чем меньше константа, тем лучше прорисовывается линия) 

[image: image41.png]const = 0.05



  [image: image42.png]



3. Зададим матрицу решений, обозначив её через Z, представляющую собой цилиндрическую поверхность рис.1. 

Зависимость y(x) как и прежде представим в дискретном виде, необходимом для вычисления f(xn,yn) и записи последней в матрицу Z. Причем номер строки n матрицы будет абсциссой, а номер столбца m=vn - ординатой решения y(x). 
Сам же элемент матрицы Zn,m=f(xn,yn) будет представлять аппликату образующей цилиндрической поверхности с направляющей y(x). 
[image: image43.png]


    [image: image44.png]Mys 3= —0.54



  [image: image45.png]



[image: image46.png]Puc 1. Nosepxsocts fix.y) n y(x)=sin(x).

M,Y,Z




Здесь плоскость Z=0 определяется матрицей Y, в которой все компоненты Yn,m =0, [image: image47.png]m = Vy



, кроме компонент Yn,Vn, задающих решение y(x).
Из рис.1 видно, что в каждой точке y(x) угловой коэффициент касательной равен значению f(x,y) в этой точке. А поверхность f(x,y) является геометрическим местом таких точек, что подтверждает также анимация рисунка 1. 

Убедимся в том, что Vnh-1 есть синусоида (3) - это следует из (4) 
[image: image48.png]


, то есть [image: image49.png]


. См. рис.2. 
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Представим отдельно поверхность Z на рис.2а, 2б с возможностью анимации. 

[image: image51.png]


   [image: image52.png]Z2y m = f(m = Vp,—1,f(xn,yn))




[image: image53.png]Puc. 2a
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[image: image54.png]



Упражнение 1. Найти решение дифференциального уранения методом Эйлера: 

[image: image55.png]4y = sin(x.y()
dx




Дано: [image: image56.png]


   [image: image57.png]


. Начальные условия: [image: image58.png]11



   [image: image59.png]


. 

Число точек дискретизации: [image: image60.png]N3 := 30 + FRAME



  [image: image61.png]0.N3—





Задание функции: 1) [image: image62.png]f(x,y) = sin(x-y)



                                                                 
2)     [image: image63.png]


                                                                                                                     
Область определения функции: x=[x0,b] [image: image64.png]o





Просмотр на экране дисплея численного значения функции в точке: 

[image: image65.png]flxo,v0) = 1




Дискрет по "х": [image: image66.png]



Для выше выбранных параметров он равен: [image: image67.png]h= 0067




Дискретное представление переменной: [image: image68.png]



Таким образом, для вычисления У(х) методом Эйлера получим выражение: 

[image: image69.png]¥ie1 = vi+ hf(xi, ¥)



                                                                                            [image: image70.png](1)




[image: image71.png]15 2





С другой стороны это решение можно получить более точными численными методами штатного программного обеспечения Mathcad. Например, используя функцию Bulstoer(v,x1,x2,N,D). (См. мет.пособие, Титов, «…\КомпТехнол\... ), представляющую матрицу решения системы ОДУ методом Булириш-Штера с постоянным шагом, где: v - вектор начальных условий; х1,х2 - интервал (начало - конец); N – число точек отсчёта; D - вектор правой части системы ОДУ. 

Пример. 

Пусть задана система линейных дифференциальных уравнений
[image: image72.png]



[image: image73.png]2441





Проведем численное решение исходной системы дифференциальных уравнений средствами MathCAD, используя функцию Bulstoer. Для этого введем обозначения: [image: image74.png]


  [image: image75.png]¥y=11




и перепишем исходную систему в нормальной форме:
[image: image76.png]


      [image: image77.png]d
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      [image: image78.png]4 =222
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       [image: image79.png]4= 2o -+ @it )
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, 

Здесь х, у и т.д. надо записать в вектор с именем z в качестве его компонент. От каждой компоненты взять 1-ю производную и выразить её через остальные компоненты, переписав их в правую часть. 
В общем случае: [image: image80.png]


     , где   [image: image81.png]NN 5

= Sx0




сводим к системе дифференциальных уравнений: 
[image: image82.png]


    [image: image83.png]d
Sx1=x



     [image: image84.png]Sn=u=Sx



   , ..., [image: image85.png]S _x=xme1= S
= el =




Так как порядок дифференциального уравнения равен n, то получим следующую систему уравнений
[image: image86.png]d
Sx1=x



      [image: image87.png]d
Sx=x3



     , ....,   [image: image88.png]‘i;,,: (51,52, %)



. 

Итак, здесь вектор начальных условий: Z=(1,0,1,-1). Будем искать решение данной системы уравнений в интервале [0, 4 [image: image89.png]


 ] с количеством точек, в которых ищется приближенное решение, равным 100, используя функцию Bulstoer(z,0,4[image: image90.png]


,100,D). Результатом решения будет матрица, содержащая rows(R) строк и cols(R) столбцов. Затем зададим ранжированную переменную: i=0..rows(R)-1. Ниже повторена эта запись в терминах MathCAD: 

[image: image91.png]£
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     [image: image92.png]


   это есть --> [image: image93.png]



[image: image94.png]R := Bulstoer(vz,0,4-7,100,D)



  
[image: image95.png]0. rows(R) — 1




    [image: image96.png]


[image: image97.png]cols(R) = 5




[image: image98.png](
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Получили фазовый портрет. 
Здесь равносильны записи: [image: image99.png](R?), = & 5



    ,[image: image100.png]


. В дискретном виде в
первом столбце матрицы R записано решение x(t), во втором - y(t), третьем и четвёртом - значения их производных x'(t), y'(t); в нулевом столбце идёт нумерация строк или, что одно и тоже, запись t в дискретном виде. 

Аналогичное назначение имеет функция Rkadapt(v,x1,x2,N,D) с переменным шагом и rkfixed(v,x1,x2,N,D) с постоянным шагом, в которых реализован метод Рунге-Кутта. 

Итак, проведём решение ОДУ упражнения 1 численно, используя Bulstoer:
(вместо  [image: image101.png]


  можно брать [image: image102.png]


 и наоборот) 

[image: image103.png]D(x,y) = (f{x,v0) )



  [image: image104.png]



[image: image105.png]R1 = Bulstoer(v,xg,b,N3,D)



  [image: image106.png]i=0_rows(RI) —




 [image: image107.png]rows(R1) = 31



[image: image108.png]cols(R1) = 2
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Из рис.3а видно, что метод Эйлера менее точен. Однако, с уменьшением дискрета решение y(x) стремится к R1i,1. 

Упражнение 2. Найти решение дифференциального уравнения методом Эйлера: 

[image: image110.png]4 2
Sy =x"s
dx




В упражнении 1 надо f(x,y) заменить на [image: image111.png]


 и получить решение. 

