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ÁÀÇÛ ÄÀÍÍÛÕ

Ëåêöèÿ 1. ÝËÅÌÅÍÒÛ ÒÅÎÐÈÈ
ÌÍÎÆÅÑÒÂ È ÎÒÍÎØÅÍÈÉ
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1.1. Ìíîæåñòâà
Ïîíÿòèå ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ èñõîäíûì, äëÿ íåãî íåëüçÿ äàòü ñòðîãîãî
ìàòåìàòè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ. Ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ.
Ãåîðã Êàíòîð:

"
Ïîä ìíîãîîáðàçèåì èëè ìíîæåñòâîì ÿ ïîíèìàþ âîîáùå

âñå ìíîãîå, êîòîðîå âîçìîæíî ìûñëèòü êàê åäèíîå, ò.å. òàêóþ ñîâîêóïíîñòü
îïðåäåëåííûõ ýëåìåíòîâ, êîòîðàÿ ïîñðåäñòâîì îäíîãî çàêîíà ìîæåò áûòü
ñîåäèíåíà â îäíî öåëîå.\
Ýëåìåíò a ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó A | a ∈ A .
Êîíñòàíòà ñ îáëàñòüþ çíà÷åíèé A îáîçíà÷àåò ôèêñèðîâàííûé ýëåìåíò
ìíîæåñòâà A .
Ðàâåíñòâî êîíñòàíò a è b ñ îáëàñòüþ çíà÷åíèé A : a = b , îçíà÷àåò
ñîâïàäåíèå îáîçíà÷àåìûõ èìè ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A .
Ïåðåìåííîå ñ îáëàñòüþ çíà÷åíèé A îáîçíà÷àåò ïðîèçâîëüíûé, çàðàíåå íå
îïðåäåëåííûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà A .Ïåðåìåííîå x ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî
A (èëè x ïðèíèìàåò ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ íà ìíîæåñòâå A ).
Çíà÷åíèå x ïåðåìåííîãî ìîæíî ôèêñèðîâàòü, x = a , ãäå a | êîíñòàíòà ñ
òîé æå îáëàñòüþ çíà÷åíèé, ÷òî è x .
Ðàâåíñòâî ïåðåìåííûõ x = y : âñÿêèé ðàç, êîãäà ïåðåìåííîå x ïðèíèìàåò
ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå a , ïåðåìåííîå y ïðèíèìàåò òî æå ñàìîå çíà÷åíèå
a , è íàîáîðîò. Ðàâíûå ïåðåìåííûå

"
ñèíõðîííî\ ïðèíèìàþò âñåãäà îäíè è

òå æå çíà÷åíèÿ.
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Ëîãè÷åñêàÿ ñèìâîëèêà. Âûñêàçûâàíèÿ
Ïîíÿòèå âûñêàçûâàíèÿ íå îïðåäåëÿåòñÿ. Óêàçûâàåòñÿ òîëüêî, ÷òî âñÿêîå
âûñêàçûâàíèå ìîæåò áûòü èñòèííûì èëè ëîæíûì (íå îäíîâðåìåííî!).
Äëÿ îáðàçîâàíèÿ èç óæå èìåþùèõñÿ âûñêàçûâàíèé íîâûõ âûñêàçûâàíèé
èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ëîãè÷åñêèå îïåðàöèè (èëè ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè).
1. Äèçúþíêöèÿ ∨ : âûñêàçûâàíèå P ∨Q èñòèííî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
èñòèííî õîòÿ áû îäíî èç âûñêàçûâàíèé P è Q .
2. Êîíúþíêöèÿ ∧ : âûñêàçûâàíèå P ∧Q èñòèííî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
èñòèííû îáà âûñêàçûâàíèÿ P è Q .
3. Îòðèöàíèå ¬ : âûñêàçûâàíèå ¬P èñòèííî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà P
ëîæíî.
4. Èìïëèêàöèÿ ⇒ : âûñêàçûâàíèå P ⇒ Q èñòèííî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà èñòèííî âûñêàçûâàíèå Q èëè îáà âûñêàçûâàíèÿ ëîæíû.
5. Ýêâèâàëåíòíîñòü(èëè ðàâíîñèëüíîñòü) ⇔ : âûñêàçûâàíèå P ⇔ Q
èñòèííî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îáà âûñêàçûâàíèÿ P è Q ëèáî
îäíîâðåìåííî èñòèííû, ëèáî îäíîâðåìåííî ëîæíû.
Î÷åðåäíîñòü âûïîëíåíèÿ âñåõ îïåðàöèé îïðåäåëÿåòñÿ ðàññòàíîâêîé
ñêîáîê.Ïðè îòñóòñòâèè ñêîáîê ïîðÿäîê âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé îïðåäåëÿåò-
ñÿ
"
ñîãëàøåíèåì î ïðèîðèòåòàõ\.
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Îïåðàöèÿ îòðèöàíèÿ âñåãäà èìååò âûñøèé ïðèîðèòåò, ò.å. âûïîëíÿåòñÿ
ïåðâîé (åå â ñêîáêè îáû÷íî íå çàêëþ÷àþò).
Âòîðîé âûïîëíÿåòñÿ îïåðàöèÿ êîíúþíêöèè, çàòåì äèçúþíêöèè. Îïåðàöèè
èìïëèêàöèè è ýêâèâàëåíòíîñòè èìåþò ðàâíûé ïðèîðèòåò è âûïîëíÿþòñÿ â
ïîñëåäíþþ î÷åðåäü.
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ èñòèííîñòè èëè ëîæíîñòè ñëîæíîãî âûñêàçûâàíèÿ â
çàâèñèìîñòè îò èñòèííîñòè èëè ëîæíîñòè âõîäÿùèõ â íåãî âûñêàçûâàíèé
èñïîëüçóþò òàáëèöû èñòèííîñòè.

Òàáëèöû èñòèííîñòè ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé
P Q P ∨Q
Ë Ë Ë
Ë È È
È Ë È
È È È

P Q P ∧Q
Ë Ë Ë
Ë È Ë
È Ë Ë
È È È

P Q P ⇒ Q
Ë Ë È
Ë È È
È Ë Ë
È È È

P Q P ⇔ Q
Ë Ë È
Ë È Ë
È Ë Ë
È È È

P ¬P
Ë È
È Ë
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Ïðåäèêàòû è êâàíòîðû
Ïðåäèêàò åñòü âûñêàçûâàíèå, ñîäåðæàùåå îäíî èëè íåñêîëüêî ïåðåìåííûõ
( P (x) , Q(x, y) , R(x, y, z) ).
Ïðèìåðû.
1.
"
x åñòü ÷åòíîå ÷èñëî\.

2.
"
x äåëèòñÿ íà y \,

"
x ìåíüøå y \.

Ôèêñèðóÿ çíà÷åíèÿ êàæäîãî ïåðåìåííîãî, âõîäÿùåãî â ïðåäèêàò
P (x1, . . . , xn) ïîëó÷àåì âûñêàçûâàíèå.
Â çàâèñèìîñòè îò òîãî, èñòèííî èëè ëîæíî ïîëó÷åííîå âûñêàçûâàíèå,
ãîâîðÿò, ÷òî ïðåäèêàò âûïîëíÿåòñÿ èëè íå âûïîëíÿåòñÿ íà íàáîðå çíà÷åíèé
ïåðåìåííûõ x1 = a1, . . . , xn = an .
Ïðåäèêàò, âûïîëíÿþùèéñÿ íà ëþáîì íàáîðå âõîäÿùèõ â íåãî ïåðåìåííûõ,
íàçûâàþò òîæäåñòâåííî èñòèííûì.
Ïðåäèêàò, íå âûïîëíÿþùèéñÿ íè íà îäíîì íàáîðå çíà÷åíèé âõîäÿùèõ â íåãî
ïåðåìåííûõ, | òîæäåñòâåííî ëîæíûì.
Êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ ∃ è êâàíòîð âñåîáùíîñòè è ∀ .
Âûñêàçûâàíèå (∃x ∈ A)P (x) èñòèííî, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íà
íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííîãî x âûïîëíÿåòñÿ ïðåäèêàò P (x) .
Âûñêàçûâàíèå (∀x ∈ A)P (x) èñòèííî, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðåäèêàò
P (x) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîãî x .
Ïðè îáðàçîâàíèè âûñêàçûâàíèÿ èç ïðåäèêàòà ïîñðåäñòâîì êâàíòîðà ãîâîðÿò,
÷òî ïåðåìåííîå ïðåäèêàòà ñâÿçûâàåòñÿ êâàíòîðîì.
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Ñïîñîáû çàäàíèÿ ìíîæåñòâ
Ìíîæåñòâî ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè ýëåìåíòàìè.
Äëÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí ñïîñîá íåïîñðåäñòâåí-
íîãî ïåðå÷èñëåíèÿ ýëåìåíòîâ (ïîðÿäîê, â êîòîðîì ïåðå÷èñëåíû ýëåìåíòû
ìíîæåñòâà, íå èìååò çíà÷åíèÿ).
Îáùèé ñïîñîá çàäàíèÿ ìíîæåñòâà| óêàçàíèå íåêîòîðîãî ñâîéñòâà, êîòîðûì
äîëæíû îáëàäàòü âñå ýëåìåíòû îïèñûâàåìîãî ìíîæåñòâà, è òîëüêî îíè.
Ïóñòü ïåðåìåííîå x ïðîáåãàåò íåêîòîðîå ìíîæåñòâî U , íàçûâàåìîå
óíèâåðñàëüíûì ìíîæåñòâîì.
Ñâîéñòâî, êîòîðûì îáëàäàþò èñêëþ÷èòåëüíî ýëåìåíòû äàííîãî ìíîæåñòâà
A , ìîæåò áûòü âûðàæåíî ïîñðåäñòâîì ïðåäèêàòà P (x) , âûïîëíÿþùåãîñÿ
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïåðåìåííîå x ïðèíèìàåò ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå
èç ìíîæåñòâà A .
P (x) èñòèííî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âìåñòî x ïîäñòàâëÿåòñÿ êîíñòàíòà
a ∈ A .
Ïðåäèêàò P íàçûâàþò õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïðåäèêàòîì ìíîæåñòâà A , à
ñâîéñòâî, âûðàæàåìîå ñ ïîìîùüþ ýòîãî ïðåäèêàòà, | õàðàêòåðèñòè÷åñêèì
èëè êîëëåêòèâèçèðóþùèì ñâîéñòâîì. A = {x: P (x)} .
Òîæäåñòâåííî ëîæíûé ïðåäèêàò çàäàåò ïóñòûå ìíîæåñòâî ∅ .
Òîæäåñòâåííî èñòèííûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïðåäèêàò çàäàåò óíèâåðñàëüíîå
ìíîæåñòâî.
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Îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè
• A∪B = {x |x ∈ A∨x ∈ B} |îáúåäèíåíèå A è B åñòü ìíîæåñòâî
âñåõ òàêèõ x , ÷òî x ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì õîòÿ áû îäíîãî èç ìíîæåñòâ
A , B ;

• A∩B = {x |x ∈ A∧x ∈ B} |ïåðåñå÷åíèå A è B åñòü ìíîæåñòâî
âñåõ òàêèõ x , ÷òî x | îäíîâðåìåííî ýëåìåíò A è ýëåìåíò B ;

• A \ B = {x |x ∈ A ∧ x /∈ B} | ðàçíîñòü A è B åñòü ìíîæåñòâî
âñåõ òàêèõ x , ÷òî x | ýëåìåíò A , íî íå ýëåìåíò B ( x /∈ B );

• A4B = (A \ B) ∪ (B \ A) , à ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü A è B |
ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ x , ÷òî x | ýëåìåíò A , íî íå ýëåìåíò B èëè
x | ýëåìåíò B , íî íå ýëåìåíò A .

Ôèêñèðóåì óíèâåðñàëüíîå ìíîæåñòâî U . Äîïîëíåíèå ìíîæåñòâà A |
ýòî ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ óíèâåðñàëüíîãî ìíîæåñòâà, íå ïðèíàäëåæà-
ùèõ A . A = U \ A .
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Ìíîæåñòâà A è B çàäàíû ïîñðåäñòâîì õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïðåäèêàòîâ:
A = {x: P (x)} , B = {x: Q(x)} .

A ∪B = {x: P (x) ∨Q(x)} .

A ∩B = {x: P (x) ∧Q(x)} .

A \B = {x: P (x) ∧ ¬Q(x)} .

Ïîäìíîæåñòâà
Ìíîæåñòâî B åñòü ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà A , åñëè âñÿêèé ýëåìåíò B
åñòü ýëåìåíò A : B ⊆ A ⇔ (∀x)(x ∈ B ⇒ x ∈ A)
Ïóñòîå ìíîæåñòâî åñòü ïîäìíîæåñòâî ëþáîãî ìíîæåñòâà. Åñëèôèêñèðîâàíî
óíèâåðñàëüíîå ìíîæåñòâî, êàæäîå ðàññìàòðèâàåìîå ìíîæåñòâî åñòü åãî
ïîäìíîæåñòâî.
Åñëè A = {x: P (x)} , B = {x: Q(x)} , òî B ⊆ A òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà âûñêàçûâàíèå Q(x) ⇒ P (x) òîæäåñòâåííî èñòèííî.
Ìíîæåñòâî A ðàâíî ìíîæåñòâó B òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A åñòü
ïîäìíîæåñòâî B è íàîáîðîò, ò.å. A = B ⇔ (∀x)(x ∈ A ⇔ x ∈ B) .
Ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå

A = B ⇔ ((A ⊆ B) ∧ (B ⊆ A)). (1.1)
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Ôîðìóëà (1.1) ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé äëÿ ïîñòðîåíèÿ äîêàçàòåëüñòâ î ðàâåíñòâå
ìíîæåñòâ.

×òîáû äîêàçàòü ðàâåíñòâî äâóõ ìíîæåñòâ X è Y , ò.å. ÷òî X = Y ,
äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äâà âêëþ÷åíèÿ X ⊆ Y è Y ⊆ X .
1. Äîêàçàòü, ÷òî èç ïðåäïîëîæåíèÿ x ∈ X (äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x ) ñëåäóåò,
÷òî x ∈ Y .
2. Äîêàçàòü, ÷òî èç ïðåäïîëîæåíèÿ x ∈ Y ñëåäóåò, ÷òî x ∈ X .

Òàêîé ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ ðàâåíñòâ íàçûâàþò
ìåòîäîì äâóõ âêëþ÷åíèé.
Åñëè B ⊆ A , íî B 6= A , òî ïèøóò B ⊂ A è B íàçûâàþòñòðîãèì
ïîäìíîæåñòâîì (èëè ñîáñòâåííûì ïîäìíîæåñòâîì) ìíîæåñòâà A , à
ñèìâîë ⊂ | ñèìâîëîì ñòðîãîãî âêëþ÷åíèÿ.

Äëÿ âñÿêîãî ìíîæåñòâà A ìîæåò áûòü îáðàçîâàíî ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíî-
æåñòâ ìíîæåñòâà A . Åãî îáîçíà÷àþò 2A :

2A = {X : X ⊆ A} .

Áóëåàí ìíîæåñòâà {a, b} ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ìíîæåñòâ ∅ , {a} , {b} ,
{a, b} , ò.å. 2{a, b} = {∅, {a}, {b}, {a, b}} .
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Ñâîéñòâà òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ îïåðàöèé

1) A ∪B = B ∪ A 2) A ∩B = B ∩ A

3) A ∪ (B ∪ C) = (A ∪B) ∪ C 4) A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ C

5) A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C) 6) A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C)

7) A ∪B = A ∩B 8) A ∩B = A ∪B

9) A ∪∅ = A 10) A ∩∅ = ∅
11) A ∩ U = A 12) A ∪ U = U

13) A ∪ A = U 14) A ∩ A = ∅
15) A ∪ A = A 16) A ∩ A = A

17) A = A 18) A \B = A ∩B

19) A4B = (A ∪B) \ (A ∩B) 20) (A4B)4C = A4(B4C);

21) A4B = B4A; 22) A ∩ (B4C) = (A ∩B)4(A ∩ C).
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Äîêàæåì òîæäåñòâî A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ C ;
Ïåðâîå âêëþ÷åíèå:

x ∈ (A ∩ (B ∩ C)) ⇒
⇒ (x ∈ A) ∧ (x ∈ (B ∩ C)) ⇒
⇒ (x ∈ A) ∧ ((x ∈ B) ∧ (x ∈ C)) ⇒
⇒ ((x ∈ A) ∧ (x ∈ B)) ∧ (x ∈ C) ⇒
⇒ (x ∈ (A ∩B)) ∧ (x ∈ C) ⇒
⇒ x ∈ ((A ∩B) ∩ C)

Ïåðâîå âêëþ÷åíèå óñòàíîâëåíî. Âòîðîå âêëþ÷åíèå:

x ∈ ((A ∩B) ∩ C)

⇒ (x ∈ (A ∩B)) ∧ (x ∈ C) ⇒
⇒ ((x ∈ A) ∧ (x ∈ B)) ∧ (x ∈ C) ⇒
⇒ (x ∈ A) ∧ ((x ∈ B) ∧ (x ∈ C)) ⇒
⇒ (x ∈ A) ∧ (x ∈ (B ∩ C)) ⇒
⇒ x ∈ (A ∩ (B ∩ C)) ⇒

Îáà âêëþ÷åíèÿ èìåþò ìåñòî, òîæäåñòâî äîêàçàíî.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ òîæäåñòâ ìîãóò áûòü èñïîëü-
çîâàíû ìåòîä õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé è ìåòîä ýêâèâàëåíòíûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ òîæäåñòâ ìåòîäîì ýêâèâà-
ëåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé èñïîëüçóþòñÿ ðàíåå äîêàçàííûå òîæäåñòâà äëÿ
ïðåîáðàçîâàíèÿ ëåâîé ÷àñòè ê ïðàâîé èëè íàîáîðîò.

A \ (B ∪ C) = (A \B) \ C,

Ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü ê ïðàâîé:

A \ (B ∪ C) =

= A ∩ (B ∪ C) =
= A ∩ (B ∩ C) =
= (A ∩B) ∩ C =
= (A \B) ∩ C =

= (A \B) \ C

Òîæäåñòâî äîêàçàíî.
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1.2. Êîðòåæ. Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå
Ïóñòü A è B | ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà. Íåóïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà ýòî
ëþáîå ìíîæåñòâî {a, b} , ãäå a ∈ A , b ∈ B èëè a ∈ B , b ∈ A .
Óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà (a, b) íà ìíîæåñòâàõ A è B , îïðåäåëÿåòñÿ íå òîëüêî
ñàìèìè ýëåìåíòàìè a ∈ A è b ∈ B , íî è ïîðÿäêîì, â êîòîðîìîíè çàïèñàíû.
Åñëè A = B , òî ãîâîðÿò îá óïîðÿäî÷åííîé ïàðå íà ìíîæåñòâå A .

Îïðåäåëåíèå 1.1. Äâå óïîðÿäî÷åííûå ïàðû (a, b) è (a′, b′) íà ìíîæåñòâàõ
A è B íàçûâàþò ðàâíûìè, åñëè a = a′ è b = b′ .

Êîðòåæ (óïîðÿäî÷åííûé n -íàáîð) |îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ óïîðÿäî÷åííîé
ïàðû. Êîðòåæ (a1, . . . , an) íà ìíîæåñòâàõ A1 , . . . , An õàðàêòåðèçóåòñÿ
âõîäÿùèìè â íåãî ýëåìåíòàìè a1 ∈ A1 , . . . , an ∈ An è ïîðÿäêîì, â êîòîðîì
îíè ïåðå÷èñëÿþòñÿ.
×èñëî n íàçûâàåòñÿ äëèíîé êîðòåæà (èëè ðàçìåðíîñòüþ êîðòåæà), à
ýëåìåíò ai | i -é ïðîåêöèåé (êîìïîíåíòîé) êîðòåæà.
Äëÿ äâóõ êîðòåæåé îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè èõ êîìïîíåíòû ñ îäèíàêîâûìè
íîìåðàìè íàçûâàþò îäíîèìåííûìè êîìïîíåíòàìè.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Äâà êîðòåæà îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè (a1, . . . , an) è
(b1, . . . , bn) íà ìíîæåñòâàõ A1 , . . . , An ðàâíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
èõ îäíîèìåííûå êîìïîíåíòû ñîâïàäàþò ai = bi , i = 1, n .
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Îïðåäåëåíèå 1.3. Ìíîæåñòâî âñåõ êîðòåæåé äëèíû n íà ìíîæåñòâàõ A1 ,
. . . , An íàçûâàþò äåêàðòîâûì (ïðÿìûì) ïðîèçâåäåíèåì ìíîæåñòâ A1 ,
. . . , An è îáîçíà÷àþò A1 × . . .× An .

A1 × . . .× An = {(a1, . . . , an): a1 ∈ A1, . . . , an ∈ An} .

Åñëè âñå ìíîæåñòâà Ai , i = 1, n , ðàâíû ìåæäó ñîáîé, òî óêàçàííîå
äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå íàçûâàþò n -é äåêàðòîâîé ñòåïåíüþ ìíîæåñòâà
A è îáîçíà÷àþò An .
Ïðè n = 2 ïîëó÷àåì äåêàðòîâ êâàäðàò, ïðè n = 3 |äåêàðòîâ êóá
ìíîæåñòâà A . Ïåðâàÿ äåêàðòîâà ñòåïåíü ëþáîãî ìíîæåñòâà A åñòü ñàìî
ìíîæåñòâî A , ò.å. A1 = A .
Ñâîéñòâà äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ :

• A× (B ∪ C) = (A×B) ∪ (A× C) ;

• A× (B ∩ C) = (A×B) ∩ (A× C) ;

• A×∅ = ∅× A = ∅ .
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Îòîáðàæåíèå f èç ìíîæåñòâà A â ìíîæåñòâî B (f : A → B) ñ÷èòàåòñÿ
çàäàííûì, åñëè êàæäîìó ýëåìåíòó x ∈ A ñîïîñòàâëåí åäèíñòâåííûé
ýëåìåíò y ∈ B .
Ýëåìåíò y ∈ B , êîòîðûé îòîáðàæåíèåì f ñîïîñòàâëÿåòñÿ ýëåìåíòó x ∈
A , íàçûâàþò îáðàçîì ýëåìåíòà x ïðèîòîáðàæåíèè f èîáîçíà÷àþò f (x) .
Êàæäîå îòîáðàæåíèå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ
ïàð {(x, y): x ∈ A, y = f (x)} , ÿâëÿþùååñÿ ïîäìíîæåñòâîì äåêàðòîâà
ïðîèçâåäåíèÿ A × B ìíîæåñòâà A íà ìíîæåñòâî B è íàçûâàåìîå
ãðàôèêîì îòîáðàæåíèÿ f .
Îáðàòíî, åñëè â äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè A × B ôèêñèðîâàíî ïîäìíîæå-
ñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð f , òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ïàð (x, y) è (x′, y′)
ìíîæåñòâà f èç x = x′ ñëåäóåò ðàâåíñòâî y = y′ , òî f åäèíñòâåííûì
îáðàçîì îïðåäåëÿåò íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå èç A â B .
Îòîáðàæåíèå f ìíîæåñòâà A â ñåáÿ íàçûâàþò òîæäåñòâåííûì, åñëè
f (x) = x ïðè âñåõ x èç A .
Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ îòîáðàæåíèÿ f : A → B ìîæåò ñóùåñòâîâàòü íåñêîëüêî
ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A , îáðàçû êîòîðûõ ñîâïàäàþò.
Ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ x ∈ A , äëÿ êîòîðûõ f (x) = y0 , íàçûâàþò
ïðîîáðàçîì ýëåìåíòà y0 ∈ B ïðè îòîáðàæåíèè f .
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Îòîáðàæåíèå åñòü ïîäìíîæåñòâî äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ.
Ìíîæåñòâî A íàçûâàþò îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ f .
Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ f áóäåì îáîçíà÷àòü D(f )
Ìíîæåñòâî âñåõ y ∈ B , òàêèõ, ÷òî íàéäåòñÿ x ∈ A , äëÿ êîòîðîãî
y = f (x) , íàçûâàþò îáëàñòüþ çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ f .
Îáëàñòü çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ f áóäåì îáîçíà÷àòü R(f ) .
Îòîáðàæåíèå f : A → B íàçûâàþò èíúåêòèâíûì (èíúåêöèåé), åñëè
êàæäûé ýëåìåíò èç îáëàñòè åãî çíà÷åíèé èìååò åäèíñòâåííûé ïðîîáðàç, ò.å.
èç f (x1) = f (x2) ñëåäóåò x1 = x2 .
Îòîáðàæåíèå f : A → B íàçûâàþ ñþðúåêòèâíûì (ñþðúåêöèåé), åñëè
åãî îáëàñòü çíà÷åíèé ñîâïàäàåò ñî âñåì ìíîæåñòâîì B , îòîáðàæåíèåì
ìíîæåñòâà A íà ìíîæåñòâî B .
Îòîáðàæåíèå f : A → B íàçûâàþò áèåêòèâíûì (áèåêöèåé), åñëè îíî
îäíîâðåìåííî èíúåêòèâíî è ñþðúåêòèâíî.
Åñëè îòîáðàæåíèå f : A → B áèåêòèâíî, òî êàæäîìó ýëåìåíòó ìíîæåñòâà
A îòâå÷àåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà B è íàîáîðîò. Ìíîæåñòâà A
è B íàõîäÿòñÿ ìåæäó ñîáîé âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè.
Áèåêöèþ ìíîæåñòâà A íà ñåáÿ íàçûâàþò àâòîìîðôèçìîì ìíîæåñòâà A .
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Äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ f : A → B îáðàç f (A) âñåãî ìíîæåñòâà A
åñòü îáëàñòü çíà÷åíèé äàííîãî îòîáðàæåíèÿ. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà
D ⊆ B ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ x ∈ A , òàêèõ, ÷òî f (x) ∈ D , íàçûâàþò
ïðîîáðàçîì ìíîæåñòâà D ïðè îòîáðàæåíèè f .

Ïðîîáðàç îáëàñòè çíà÷åíèé ïðîèçâîëüíîãî îòîáðàæåíèÿ f : A → B ñîâïà-
äàåò ñî âñåì ìíîæåñòâîì A .
Ìíîæåñòâî âñåõ îòîáðàæåíèé èç A â B áóäåì îáîçíà÷àòü êàê BA .

1.×àñòè÷íîå îòîáðàæåíèå.
Åñëè îáðàç îïðåäåëåí íå äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ìíîæåñòâà A , à ëèøü äëÿ íå-
êîòîðûõ ýëåìåíòîâ ýòîãî ìíîæåñòâà, òî ãîâîðÿò î ÷àñòè÷íîì îòîáðàæåíèè
(îòêàç îò ïîëíîé îïðåäåëåííîñòè îòîáðàæåíèÿ).
Ïîäìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ A , äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëåí îáðàç, íàçûâàþò
îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ äàííîãî ÷àñòè÷íîãî îòîáðàæåíèÿ.
2.Ñîîòâåòñòâèå.
Åñëè äàííîìó x ∈ A ñîïîñòàâëåí íå îäèí, à íåñêîëüêî îáðàçîâ (ìíîæåñòâî
îáðàçîâ) â ìíîæåñòâå B (îòêàç îò îäíîçíà÷íîñòè îòîáðàæåíèÿ). òî ãîâîðÿò,
î ñîîòâåòñòâèè.
Ñîîòâåòñòâèå ρ èç A â B áóäåì îáîçíà÷àòü ρ(x) .
ρ(x) åñòü ýëåìåíò ïîäìíîæåñòâà B .
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Ãðàôèêîì ñîîòâåòñòâèÿ ãðàôèê ñîîòâåòñòâèÿ ρ èç ìíîæåñòâà A â
ìíîæåñòâî B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî Cρ óïîðÿäî÷åííûõ ïàð (x, y) , òàêèõ,
÷òî x ∈ A , y ∈ B è ýëåìåíòû x , y ñâÿçàíû ñîîòâåòñòâèåì ρ , ò.å.
y ∈ ρ(x) . Ìíîæåñòâî Cρ óïîðÿäî÷åííûõ ïàð åñòü ïîäìíîæåñòâî äåêàðòîâà
ïðîèçâåäåíèÿ A×B .
Îáðàòíî, ôèêñèðóÿ íà äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè A×B êàêîå-ëèáî ïîäìíî-
æåñòâî C , ìû îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåì íåêîòîðîå ñîîòâåòñòâèå ρC èç A â
B , à èìåííî ρC(x) = {y: y ∈ B ∧ (x, y) ∈ C} .
Ñîîòâåòñòâèå èçìíîæåñòâà A âìíîæåñòâî B åñòü íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî
ρ äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ A×B , ò.å. ρ ⊆ A×B .
Ïðè ρ = ∅ ïîëó÷àåì ïóñòîå ñîîòâåòñòâèå.
Ïðè ρ , ñîâïàäàþùåì ñî âñåì óêàçàííûì äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì, |
óíèâåðñàëüíîå ñîîòâåòñòâèå.
(x, y) ∈ ρ {óïîðÿäî÷åííûå ïàðû, ñâÿçàííûõ ñîîòâåòñòâèåì ρ .
Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâèÿ ρ ⊆ A × B èç ìíîæåñòâà A â
ìíîæåñòâî B | ýòî ìíîæåñòâî âñåõ ïåðâûõ êîìïîíåíò óïîðÿäî÷åííûõ
ïàð èç ρ : D(ρ) = {x: (∃y ∈ B)(x, y) ∈ ρ} .
Îáëàñòü çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâèÿ ρ | ýòî ìíîæåñòâî âñåõ âòîðûõ êîìïî-
íåíò óïîðÿäî÷åííûõ ïàð èç ρ : R(ρ) = {y: (∃x ∈ A)(x, y) ∈ ρ} .
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D(ρ) ⊆ A , R(ρ) ⊆ B .
Ñîîòâåòñòâèå èç A â B íàçûâàþò âñþäó îïðåäåëåííûì, åñëè åãî îáëàñòü
îïðåäåëåíèÿ ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì A : D(ρ) = A .
Ñå÷åíèåì ñîîòâåòñòâèÿ ρ ⊆ A×B äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ýëåìåíòà x ∈ A
íàçûâàþò ìíîæåñòâî ρ(x) = {y: (x, y) ∈ ρ} .
Ñå÷åíèå ñîîòâåòñòâèÿ ρ(x) åñòü ìíîæåñòâî âñåõ

"
îáðàçîâ\ ýëåìåíòà x ïðè

äàííîì ñîîòâåòñòâèè.
Ñå÷åíèåì ñîîòâåòñòâèÿ ρ ïî ìíîæåñòâó C ⊆ A íàçûâàþò ìíîæåñòâî
ρ(C) = {y: (x, y) ∈ ρ, x ∈ C} .
Ñîîòâåòñòâèå ρ ⊆ A × A èç ìíîæåñòâà A â ñåáÿ, ò.å. ïîäìíîæåñòâî
ìíîæåñòâà A2 , íàçûâàþò áèíàðíûì îòíîøåíèåì íà ìíîæåñòâå A .

Ïðèìåð 1.1. Îòíîøåíèå íåñòðîãîãî íåðàâåíñòâà íà ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëü-
íûõ ÷èñåë R . Çäåñü êàæäîìó x ∈ R ïîñòàâëåíû â ñîîòâåòñòâèå òàêèå
y ∈ R , äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî x ≤ y .

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå ÷àñòî
èñïîëüçóþò çàïèñü x ρ y âìåñòî (x, y) ∈ ρ .
Áèíàðíîå îòíîøåíèå íà ìíîæåñòâå A , ñîñòîÿùåå èç âñåõ ïàð (x, x) , ò.å.
ïàð ñ ñîâïàäàþùèìè êîìïîíåíòàìè, íàçûâàþò äèàãîíàëüþ ìíîæåñòâà A
è îáîçíà÷àþò idA . Äèàãîíàëü A åñòü òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèåA íà
ñåáÿ.
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Íàãëÿäíîå èçîáðàæåíèå ñîîòâåòñòâèé èç A â B .
1. Ãðàôèê ñîîòâåòñòâèÿ Ñîîòâåòñòâèå èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ïîäìíîæåñòâî
äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ è èçîáðàæàåòñÿ íà ïëîñêîñòè êàê ïîäìíîæåñòâî
äåêàðòîâà êâàäðàòà ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ.
2.Ãðàô ñîîòâåòñòâèÿÄëÿ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ A è B ,ïðèìåíÿåòñÿ ïîñòðî-
åíèå ãðàôà ñîîòâåòñòâèÿ.

Ñîîòâåòñòâèå ρ ⊆ A×B íàçûâàþò ôóíêöèîíàëüíûì ïî âòîðîé (ïåðâîé)
êîìïîíåíòå, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ óïîðÿäî÷åííûõ ïàð (x, y) ∈ ρ è
(x′, y′) ∈ ρ èç ðàâåíñòâà x = x′ ñëåäóåò y = y′ (è èç y = y′ ñëåäóåò
x = x′ ).
Ñîîòâåòñòâèå, ôóíêöèîíàëüíîå ïî âòîðîé êîìïîíåíòå, åñòü îòîáðàæåíèå
(âîçìîæíî, ÷àñòè÷íîå).
Ñîîòâåòñòâèå f ⊆ A×B ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì èç A â B , åñëè è òîëüêî
åñëè îíî âñþäó îïðåäåëåíî (ò.å. D(f ) = A ) è ôóíêöèîíàëüíî ïî âòîðîé
êîìïîíåíòå.
Îòîáðàæåíèå èç A â B ÿâëÿåòñÿ èíúåêöèåé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî
ôóíêöèîíàëüíî ïî ïåðâîé êîìïîíåíòå.

МГ
ТУ

 им
. Н

.Э.Ба
ум
ан
а. 
ФН

12



• First • Prev • Next • Last • Go Back • Full Screen • Close • Quit

Îïðåäåëåíèå 1.4. Ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî ρ äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ
A1 × . . . × An íàçûâàþò ( n -àðíûì èëè n -ìåñòíûì) îòíîøåíèåì íà
ìíîæåñòâàõ A1 , . . . , An .
Åñëè âñå ìíîæåñòâà A1 , . . . , An ñîâïàäàþò, ò.å. A1 = . . . = An = A ,
ãîâîðÿò îá n -àðíîì îòíîøåíèè íà ìíîæåñòâå A .

Åñëè ρ | n -àðíîå îòíîøåíèå íà ìíîæåñòâàõ A1 , . . . , An è
(a1, . . . , an) ∈ ρ , òî ãîâîðÿò îá ýëåìåíòàõ a1 , . . . , an , ñâÿçàííûõ îò-
íîøåíèåì ρ .
Ïðè n = 2 ïîëó÷àåì áèíàðíîå îòíîøåíèå íà ìíîæåñòâàõ A1 , A2 .
Ïðè A1 = A2 = A ïîëó÷àåì áèíàðíîå îòíîøåíèå íà ìíîæåñòâå, ò.å.
ïîäìíîæåñòâî äåêàðòîâà êâàäðàòà A .
Ïóñòü n -àðíîå îòíîøåíèå ρ ⊆ A1× . . .×An óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ: äëÿ
ëþáûõ äâóõ êîðòåæåé (x1, . . . , xi, . . . , xn) ∈ ρ è (y1, . . . , yi, . . . , yn) ∈ ρ
èç âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâ xk = yk äëÿ ëþáîãî k 6= i ( 0 ≤ k ≤ n ) ñëåäóåò,
÷òî è xi = yi . Òîãäà îòíîøåíèå ρ íàçûâàþò ôóíêöèîíàëüíûì ïî i -é
êîìïîíåíòå (1 ≤ i ≤ n) .
Ôóíêöèîíàëüíîñòü n -ìåñòíîãî îòíîøåíèÿ ïî i -é (i ≤ n) êîìïîíåíòå
ðàâíîñèëüíà óñëîâèþ, ÷òî, ôèêñèðóÿ âñå êîìïîíåíòû, êðîìå i -é, ìû
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåì è i -þ êîìïîíåíòó.
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1.3. Îïåðàöèè íàä ñîîòâåòñòâèÿìè
Ïîñêîëüêó ñîîòâåòñòâèÿ ìîæíî ñ÷èòàòü ìíîæåñòâàìè, òî âñå îïåðàöèè íàä
ìíîæåñòâàìè (ïåðåñå÷åíèå, îáúåäèíåíèå, ðàçíîñòü, äîïîëíåíèå è ò.ä.)
ìîæíî ïðèìåíèòü è ê ñîîòâåòñòâèÿì.

Ãîâîðÿ î äîïîëíåíèè ñîîòâåòñòâèÿ èç A â B , ìû èìååì â âèäó äîïîëíåíèå
äî óíèâåðñàëüíîãî ñîîòâåòñòâèÿ èç A â B , ò.å. äî äåêàðòîâà ïðîèçâåäå-
íèÿ A×B .

Ðàâåíñòâî ñîîòâåòñòâèé ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ðàâåíñòâî ìíîæåñòâ.
Íà ñîîòâåòñòâèÿ ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü îïåðàöèè, îïðåäåëÿåìûå äëÿ îòî-
áðàæåíèé.
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Êîìïîçèöèÿ ñîîòâåòñòâèé

Êîìïîçèöèåé (ïðîèçâåäåíèåì) ñîîòâåòñòâèé ρ ⊆ A × B è σ ⊆ B × C
íàçûâàþò ñîîòâåòñòâèå

ρ ◦ σ = {(x, y): (∃z ∈ B)((x, z) ∈ ρ) ∧ ((z, y) ∈ σ)} . (1.2)

Ïðèìåð 1.2. Ñîîòâåòñòâèå ρ çàäàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Åñòü ìíîæåñòâî ïðîãðàììèñòîâ A = {i , p , s} , ìíîæåñòâî ïðî-
ãðàìì B = {P1, P2, P3, P4, P5} è ìíîæåñòâî çàêàç÷èêîâ ÏÎ C =
{z1, z2, z3, z4} .
Ñîîòâåòñòâèå ρ èç A â B ñâÿçûâàåò ïðîãðàììèñòîâ è ðàçðàáàòûâàåìûå
èìè ïðîãðàììû:
ρ = {(i , P1), (i , P3), (i , P5), (p , P2), (p , P4), (s , P2), (s , P5)} ⊆
A×B.
Ñîîòâåòñòâèå σ èç B â C ñâÿçûâàåò ïðîãðàììû è çàêàç÷èêîâ
σ = {(P1, z3), (P1, z4), (P2, z1), (P3, z2), (P4, z4), (P5, z3)}.
Êîìïîçèöèÿ ñîîòâåòñòâèé ρ è σ :
Èìååì ρ(i ) = {P1, P3, P5} , σ(P1) = {z3, z4} , σ(P3) = {z2} è
σ(P5) = {z3} .
Ïîëó÷àåì σ(P1) ∪ σ(P3) ∪ σ(P5) = {z2, z3, z4} ñå÷åíèå êîìïîçèöèè ïî
ýëåìåíòó i .
Àíàëîãè÷íî, ïîëó÷èì (ρ ◦ σ)(p ) = {z1, z4} è (ρ ◦ σ)(s ) = {z1, z3} .
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Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ êîìïîçèöèè ñîîòâåòñòâèé ñîäåðæèòñÿ â îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ ïåðâîãî ñîîòâåòñòâèÿ, à îáëàñòü çíà÷åíèé êîìïîçèöèè ñîîò-
âåòñòâèé | â îáëàñòè çíà÷åíèé âòîðîãî ñîîòâåòñòâèÿ.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû êîìïîçèöèÿ ñîîòâåòñòâèé áûëà îòëè÷íà îò ïóñòîãî ñîîò-
âåòñòâèÿ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïåðåñå÷åíèå îáëàñòè çíà÷åíèé
ïåðâîãî ñîîòâåòñòâèÿ è îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ âòîðîãî ñîîòâåòñòâèÿ áûëî íå
ïóñòî.

Ïðèìåð 1.3. Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâèå τ èç ìíîæåñòâà A = {1, 2, 3} â
ìíîæåñòâî B = {a, b, d}

τ = {(1, a), (2, a), (3, d)}

è ñîîòâåòñòâèå ϕ èç ìíîæåñòâà C = {b, c, d} â ìíîæåñòâî D = {e, f}

ϕ = {(b, d), (b, f), (c, f )}.

Íàéäåì τ ◦ ϕ .
B ∩ C 6= ∅ , íî τ ◦ ϕ = ∅ , ïîñêîëüêó R(τ ) = {a, d} , D(ϕ) = {b, c} è
R(τ ) ∩D(ϕ) = ∅ .
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Áèíàðíîå îòíîøåíèå íà ìíîæåñòâå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñîîòâåò-
ñòâèÿ. Äëÿ äâóõ áèíàðíûõ îòíîøåíèé ρ è σ , çàäàííûõ íà ìíîæåñòâå A ,
èõ êîìïîçèöèÿ ρ ◦σ (1.2) êàê ñîîòâåòñòâèé ÿâëÿåòñÿ áèíàðíûì îòíîøåíèåì
íà òîì æå ìíîæåñòâå A . Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î êîìïîçèöèè áèíàðíûõ
îòíîøåíèé íà ìíîæåñòâå A .
Ñâîéñòâà êîìïîçèöèè ñîîòâåòñòâèé.
Êîìïîçèöèÿ ñîîòâåòñòâèé ρ ⊆ A×B è σ ⊆ C ×D íå êîììóòàòèâíà. Â
îáùåì ñëó÷àå ρ ◦ σ 6= σ ◦ ρ , ïîñêîëüêó ρ ◦ σ ⊆ A×D , à σ ◦ ρ ⊆ C ×B .
1) ρ ◦ (σ ◦ τ ) = (ρ ◦ σ) ◦ τ ;
2) äëÿ ëþáîãî ñîîòâåòñòâèÿ ρ èìååò ìåñòî ρ ◦ ∅ = ∅ ◦ ρ = ∅ ;
3) ρ ◦ (σ ∪ τ ) = (ρ ◦ σ) ∪ (ρ ◦ τ ) ;
4) äëÿ ëþáîãî áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ íà ìíîæåñòâå A èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
ρ ◦ idA = idA ◦ρ = ρ .
5) ρ ◦ (σ∩ τ ) ⊆ ρ ◦σ∩ρ ◦ τ , îáðàòíîå âêëþ÷åíèå â îáùåì ñëó÷àå íå èìååò
ìåñòà.
Ðîëü ïóñòîãî ñîîòâåòñòâèÿ â îïåðàöèè êîìïîçèöèè, îïðåäåëåííîé íà
ìíîæåñòâå âñåõ áèíàðíûõ îòíîøåíèé íà A , àíàëîãè÷íà ðîëè íóëÿ ïðè
óìíîæåíèè ÷èñåë.
Äèàãîíàëü ìíîæåñòâà A èãðàåò ðîëü, àíàëîãè÷íóþ ðîëè åäèíèöû.
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Äîêàæåì ñâîéñòâî

ρ ◦ (σ ∪ τ ) = (ρ ◦ σ) ∪ (ρ ◦ τ ).

Äîêàçàòåëüñòâî 1-ãî âêëþ÷åíèÿ

ρ ◦ (σ ∪ τ ) ⊆ ((ρ ◦ σ) ∪ (ρ ◦ τ ))

(x, y) ∈ ρ ◦ (σ ∪ τ ) ⇒
⇒ (∃z)(((x, z) ∈ ρ) ∧ (z, y) ∈ (σ ∪ τ )) ⇒

⇒ (∃z)(((x, z) ∈ ρ) ∧ ((z, y) ∈ σ ∨ (z, y) ∈ τ )) ⇒
⇒ (∃z)(((x, z) ∈ ρ ∧ (z, y) ∈ σ) ∨ ((x, z) ∈ ρ ∧ (z, y) ∈ τ )) ⇒

⇒ ((x, y) ∈ ρ ◦ σ) ∨ ((x, y) ∈ ρ ◦ τ ) ⇒
⇒ ((x, y) ∈ (ρ ◦ σ) ∪ (ρ ◦ τ )).МГ
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Äîêàçàòåëüñòâî 2-ãî âêëþ÷åíèÿ

(ρ ◦ σ) ∪ (ρ ◦ τ ) ⊆ ρ ◦ (σ ∪ τ )

(x, y) ∈ (ρ ◦ σ) ∪ (ρ ◦ τ ) ⇒
⇒ ((x, y) ∈ (ρ ◦ σ)) ∨ ((x, y) ∈ (ρ ◦ τ )) ⇒

⇒ (∃u)(((x, u) ∈ ρ) ∧ ((u, y) ∈ σ))∨
∨ (∃v)(((x, v) ∈ ρ) ∧ ((v, y) ∈ τ )) ⇒

⇒ (∃z)(((x, z) ∈ ρ) ∧ (((z, y) ∈ σ) ∨ ((z, y) ∈ τ ))) ⇒
⇒ (∃z)(((x, z) ∈ ρ) ∧ ((z, y) ∈ σ ∪ τ )) ⇒

⇒ (x, y) ∈ ρ ◦ (σ ∪ τ ).
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Îáðàòíîå ñîîòâåòñòâèå

Ñîîòâåòñòâèå, îáðàòíîå ê ñîîòâåòñòâèþ ρ ⊆ A× B , åñòü ñîîòâåòñòâèå èç
B â A , îáîçíà÷àåìîå ρ−1 è ðàâíîå, ïî îïðåäåëåíèþ,
ρ−1 = {(y, x): (x, y) ∈ ρ} .

Ïðèìåð 1.4. Ñîîòâåòñòâèå ρ èç A â B , ñâÿçûâàåò ìíîæåñòâî ïðî-
ãðàììèñòîâ A = {i , p , s} è ðàçðàáàòûâàåìûå èìè ïðîãðàììû (B =
{P1, P2, P3, P4, P5} ) (ñì. ïðèìåð 1.2):
ρ = {(i , P1), (i , P3), (i , P5), (p , P2), (p , P4), (s , P2), (s , P5)} ⊆
⊆ A×B.
Îáðàòíîå ñîîòâåòñòâèå: ρ−1 = {(P1, i ), (P2, p ), (P2, s ), (P3, i ),
(P4, p ), (P5, i ), (P5, s )}.
Ñâîéñòâà îáðàòíîãî ñîîòâåòñòâèÿ
1) (ρ−1)−1 = ρ ;
2) (ρ ◦ σ)−1 = σ−1 ◦ ρ−1 .
Äëÿ áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ ρ íà ìíîæåñòâå A îáðàòíîå ñîîòâåòñòâèå åñòü
áèíàðíîå îòíîøåíèå íà òîì æå ìíîæåñòâå.
Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ ρ íà ìíîæåñòâå A ρ ◦ ρ−1 6=
ρ−1 ◦ ρ , ρ ◦ ρ−1 6= idA è ρ−1 ◦ ρ 6= idA .
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1.4. Ñïåöèàëüíûå ñâîéñòâà
áèíàðíûõ îòíîøåíèé

Áèíàðíîå îòíîøåíèå ρ íà ìíîæåñòâå A íàçûâàþò
1) ðåôëåêñèâíûì, åñëè (∀x ∈ A)((x, x) ∈ ρ) , ò.å. idA ⊆ ρ .
2) èððåôëåêñèâíûì, åñëè (∀x ∈ A)((x, x) /∈ ρ) , ò.å. idA∩ρ = ∅ .
Èððåôëåêñèâíîå îòíîøåíèå íåðåôëåêñèâíî, íî íå âñÿêîå íåðåôëåêñèâíîå
îòíîøåíèå èððåôëåêñèâíî.
3) ñèììåòðè÷íûì, åñëè (∀x∀y)((x, y) ∈ ρ ⇒ (y, x) ∈ ρ) , ò.å. ρ−1 = ρ .
Ãðàôèê ñèììåòðè÷íîãî áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ íà ìíîæåñòâå A ñèììåòðè÷åí
îòíîñèòåëüíî äèàãîíàëè.
4) àíòèñèììåòðè÷íûì, åñëè
(∀x∀y)(((x, y) ∈ ρ ∧ (y, x) ∈ ρ) ⇒ (x = y)) ò.å. ρ ∩ ρ−1 ⊆ idA (÷àñòíûé
ñëó÷àé ρ ∩ ρ−1 = ∅ ).
Ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå: (∀x∀y)(((x, y) ∈ ρ∧x 6= y) ⇒ ((y, x)) /∈ ρ).
5) òðàíçèòèâíûì, åñëè
(∀x∀y∀z)(((x, y) ∈ ρ ∧ (y, z) ∈ ρ) ⇒ ((x, z) ∈ ρ)), ò.å. ρ ◦ ρ ⊆ ρ .
6) ïëîòíûì, åñëè (∀x∀y)(((x, y) ∈ ρ ⇒ (∃z)((z 6= x)∧ (z 6= y)∧ ((x, z) ∈
ρ) ∧ ((z, y) ∈ ρ)).
Ñîîòâåòñòâóþùèå ñâîéñòâà íàçûâàþò ðåôëåêñèâíîñòüþ, èððåôëåêñèâíî-
ñòüþ, ñèììåòðè÷íîñòüþ, àíòèñèììåòðè÷íîñòüþ è òðàíçèòèâíîñòüþ..
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Òåîðåìà 1. Áèíàðíîå îòíîøåíèå ρ íà ìíîæåñòâå A ñèììåòðè÷íî, åñëè
è òîëüêî åñëè áèíàðíîå îòíîøåíèå íà ìíîæåñòâå A , îáðàòíîå ê ρ ,
ñîâïàäàåò ñ ρ : ρ−1 = ρ .

Òåîðåìà 2. Áèíàðíîå îòíîøåíèå ρ íàìíîæåñòâå A àíòèñèììåòðè÷íî òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ρ ∩ ρ−1 ⊆ idA .

Äëÿ àíòèñèììåòðè÷íîãî áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ íàìíîæåñòâå A ìîæåò èìåòü
ìåñòî ðàâåíñòâî ρ ∩ ρ−1 = ∅ .

Òåîðåìà 3. Áèíàðíîå îòíîøåíèå ρ íà ìíîæåñòâå A òðàíçèòèâíî òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî êâàäðàò ñîäåðæèòñÿ â íåì, ò.å. ρ ◦ρ ⊆ ρ ( ρ ◦ρ = ρ2 ).
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Ñðåäè âñåõ áèíàðíûõ îòíîøåíèé íà ïðîèçâîëüíîì ìíîæåñòâå âûäåëÿþò
êëàññû îòíîøåíèé â çàâèñèìîñòè îò ñâîéñòâ, êîòîðûìè ýòè îòíîøåíèÿ
îáëàäàþò.

Áèíàðíîå îòíîøåíèå íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå íàçûâàþò:
1) ýêâèâàëåíòíîñòüþ, åñëè îíî ðåôëåêñèâíî, ñèììåòðè÷íî è òðàíçèòèâíî;

2) òîëåðàíòíîñòüþ, åñëè îíî ðåôëåêñèâíî è ñèììåòðè÷íî;

3) ïîðÿäêîì (èëè ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì), åñëè îíî ðåôëåêñèâíî, àíòèñèì-
ìåòðè÷íî è òðàíçèòèâíî;

4) ïðåäïîðÿäêîì (èëè êâàçèïîðÿäêîì), åñëè îíî ðåôëåêñèâíî è
òðàíçèòèâíî;

5) ñòðîãèì ïîðÿäêîì, åñëè îíî èððåôëåêñèâíî, àíòèñèììåòðè÷íî è
òðàíçèòèâíî;

6) ñòðîãèì ïðåäïîðÿäêîì, åñëè îíî èððåôëåêñèâíî è òðàíçèòèâíî.

Îïðåäåëåííûå âûøå áèíàðíûå îòíîøåíèÿ íàçûâàþò îòíîøåíèÿìè ýêâèâà-
ëåíòíîñòè, òîëåðàíòíîñòè, ïîðÿäêà (÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà), ïðåäïîðÿäêà
(êâàçèïîðÿäêà), ñòðîãîãî ïîðÿäêà, ñòðîãîãî ïðåäïîðÿäêà.
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1.5. Ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ
Ïóñòü U | óíèâåðñàëüíîå ìíîæåñòâî.
Åñëè êàæäîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó n âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîïîñòàâëåíî
íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî An ⊆ U , òî òåì ñàìûì îïðåäåëåíà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ìíîæåñòâ A1 , . . . , An , . . . , ( (An)n∈N ).
Ïóñòü âìåñòî ìíîæåñòâà N íàòóðàëüíûõ ÷èñåë çàäàíî ïðîèçâîëüíîå
ìíîæåñòâî I è êàæäîìó ýëåìåíòó i ∈ I âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîïîñòàâëåíî
ïîäìíîæåñòâî Ai ⊆ U .
Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî çàäàíî (èíäåêñèðîâàííîå) ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ (Ai)i∈I .
Ìíîæåñòâî I íàçûâàþò ìíîæåñòâîì èíäåêñîâ, à ìíîæåñòâà Ai | ýëåìåí-
òàìè ñåìåéñòâà (Ai)i∈I .
Â ñëó÷àå I = N ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ, èëè ñ÷åòíîå
ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ;
Åñëè ìíîæåñòâî I êîíå÷íî, ïîëó÷àåì êîíå÷íîå ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ.
Ñåìåéñòâî (Ai)i∈I îïðåäåëåíî, åñëè çàäàíî îòîáðàæåíèå ν: I → 2U .
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Îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà
ïðîèçâîëüíûå ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ.
1. Îáúåäèíåíèå ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ:⋃

i∈I Ai = {x: (∃i)(x ∈ Ai)} .
2. Ïåðåñå÷åíèå ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ:

⋂
i∈I Ai = {x: (∀i)(x ∈ Ai)} .

Îñíîâíûå òîæäåñòâà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ñåìåéñòâ ìíîæåñòâ:

A ∪
(⋃

i∈I

Bi

)
=

⋃
i∈I

(A ∪Bi), A ∩
(⋂

i∈I

Bi

)
=

⋂
i∈I

(A ∩Bi). (1.3)

A ∩
(⋃

i∈I

Bi

)
=

⋃
i∈I

(A ∩Bi), A ∪
(⋂

i∈I

Bi

)
=

⋂
i∈I

(A ∪Bi), (1.4)

⋃
i∈I

Ai =
⋂
i∈I

Ai,
⋂
i∈I

Ai =
⋃
i∈I

Ai. (1.5)

Òîæäåñòâà (1.4) âûðàæàþò ñâîéñòâî áåñêîíå÷íîé äèñòðèáóòèâíîñòè îïåðà-
öèé ïåðåñå÷åíèÿ è îáúåäèíåíèÿ.
Òîæäåñòâà (1.5) íàçûâàþò áåñêîíå÷íûìè çàêîíàìè äå Ìîðãàíà.

МГ
ТУ

 им
. Н

.Э.Ба
ум
ан
а. 
ФН

12



• First • Prev • Next • Last • Go Back • Full Screen • Close • Quit

1.6. Îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè
Ïóñòü A | ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî.
Ñåìåéñòâî (Bi)i∈I íåïóñòûõ è ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ
íàçûâàþòðàçáèåíèåììíîæåñòâà A , åñëè îáúåäèíåíèåìíîæåñòâ ñåìåéñòâà
(Bi)i∈I ðàâíî A, ò.å.

⋃
i∈I

Bi = A .

Ñàìè ìíîæåñòâà Bi íàçûâàþòýëåìåíòàìè (èëè ÷ëåíàìè) ðàçáèåíèÿ
(Bi)i∈I .
Ìíîæåñòâà [0, 1/3) , [1/3, 2/3) è [2/3, 1] îáðàçóþò ðàçáèåíèå îòðåçêà
[0, 1] .
Òðèâèàëüíûìè ðàçáèåíèÿìè A ÿâëÿþòñÿ, ïî îïðåäåëåíèþ, ðàçáèåíèå
{A} , ñîñòîÿùåå òîëüêî èç ñàìîãî A , è ðàçáèåíèå, ñîñòîÿùåå èç âñåõ
îäíîýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà A .
Ïóñòü ρ | ýêâèâàëåíòíîñòü íà ìíîæåñòâå A è x ∈ A .
Êëàññîì ýêâèâàëåíòíîñòè ïî îòíîøåíèþ ρ íàçûâàþò ìíîæåñòâî âñåõ
ýëåìåíòîâ A , ýêâèâàëåíòíûõ x , ò.å. ìíîæåñòâî {y: y ρ x} ( [x]ρ ).
Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ A êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè íå ïóñò â ñèëó
ðåôëåêñèâíîñòè , òàê êàê x ∈ [x]ρ .
Ôàêòîð-ìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà A ïî îòíîøåíèþ ρ íàçûâàþò ìíîæåñòâî
âñåõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ïî äàííîìó îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè ρ
íà ìíîæåñòâå A è îáîçíà÷àþò A/ρ .
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Óòâåðæäåíèå 1.1. Ëþáûå äâà êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè ïî îòíîøåíèþ ρ
ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî ñîâïàäàþò.

J Ïóñòü äâà êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè [x]ρ è [y]ρ èìåþò îáùèé ýëåìåíò
z ∈ [x]ρ ∩ [y]ρ .
Òîãäà z ρ x è z ρ y .
Â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè îòíîøåíèÿ ρ : x ρ z , òîãäà x ρ z è z ρ y .
Â ñèëó òðàíçèòèâíîñòè îòíîøåíèÿ ρ ïîëó÷èì x ρ y .
Ïóñòü

h ∈ [x]ρ ⇒ (h ρ x ∧ x ρ y) ⇒ h ρ y ⇒ h ∈ [y]ρ.

Ýòî âåðíî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà h ∈ [x]ρ .
Îáðàòíî,
åñëè

h ∈ [y]ρ ⇒ (h ρ y) ∧ (x ρ y) ⇒
⇒ ( òî â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòèρ) (h ρ y) ∧ (y ρ x) ⇒
⇒ (â ñèëó òðàíçèòèâíîñòè) h ρ x ⇒ h ∈ [x]ρ ⇒ [x]ρ = [y]ρ.

I
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Òåîðåìà 4. Äëÿ ëþáîãî îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå A
ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè îáðàçóåò ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà A .
Îáðàòíî, ëþáîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà A çàäàåò íà íåì îòíîøåíèå ýêâèâà-
ëåíòíîñòè, äëÿ êîòîðîãî êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ñîâïàäàþò ñ ýëåìåíòàìè
ðàçáèåíèÿ.

J Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ρ íà ìíîæåñòâå A îïðåäåëÿåò íåêîòîðîå
ðàçáèåíèå ýòîãî ìíîæåñòâà.
∀x ∈ A x ∈ [x]ρ â ñèëó ðåôëåêñèâíîñòè ( x ρ x ).
Ìíîæåñòâî âñåõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ïî îòíîøåíèþ ρ îáðàçóåò
ðàçáèåíèå èñõîäíîãî ìíîæåñòâà A .
Ò. î. , ëþáîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò íåêîòîðîå
ðàçáèåíèå.
Ïóñòü (Bi)i∈I | íåêîòîðîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà A .
Ðàññìîòðèì îòíîøåíèå ρ , òàêîå, ÷òî
x ρ y ⇔ (∃i ∈ I)(x ∈ Bi) ∧ (y ∈ Bi).
Ââåäåííîå îòíîøåíèå ρ ðåôëåêñèâíî è ñèììåòðè÷íî.
Åñëè äëÿ ëþáûõ x , y è z èìååò ìåñòî x ρ y è y ρ z , òî x , y è z â
ñèëó îïðåäåëåíèÿ îòíîøåíèÿ ρ ïðèíàäëåæàò îäíîìó è òîìó æå ýëåìåíòó
Bi ðàçáèåíèÿ.
Ñëåäîâàòåëüíî, x ρ z è îòíîøåíèå ρ òðàíçèòèâíî.
Òàêèì îáðàçîì, ρ | ýêâèâàëåíòíîñòü íà A . I

Ëþáàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü îïðåäåëÿåò åäèíñòâåííîå ðàçáèåíèå è íàîáîðîò.
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ÌÀÒÅÐÈÀË ÄËß ÑÀÌÎÑÒÎßÒÅËÜÍÎÃÎ ÈÇÓ×ÅÍÈß

Êîìïîçèöèÿ äâóõ îòîáðàæåíèé (÷àñòíûé ñëó÷àé ñîîòâåòñòâèé).
Ïóñòü çàäàíû îòîáðàæåíèÿ : f èç A â B è g èç B â C .
Êîìïîçèöèÿ f ◦ g îïðåäåëÿåòñÿ êàê îòîáðàæåíèå èç A â C , çàäàâàåìîå
ôîðìóëîé y = g(f (x)) .
Òåì ñàìûì çàäàåòñÿ ãðàôèê îòîáðàæåíèÿ f ◦ g , ò.å. ìíîæåñòâî óïîðÿäî-
÷åííûõ ïàð (x, y) , òàêèõ, ÷òî y = g(f (x)) .
Ïðè ýòîì óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà (x, y) áóäåò ïðèíàäëåæàòü ãðàôèêó îòîáðà-
æåíèÿ f ◦ g ,
åñëè è òîëüêî åñëè íàéäåòñÿ ýëåìåíò z ∈ B , òàêîé, ÷òî z = f (x) è
y = g(z) .
Ãðàôèê êîìïîçèöèè îòîáðàæåíèé f è g åñòü

f ◦ g = {(x, y): (∃z)(z = f (x) è y = g(z))} =

= {(x, y): y = g(f (x))} . (1.6)
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Ïðèìåð êîìïîçèöèè ëèíåéíîé ôóíêöèè Ïóñòü îòíîøåíèå ρ íà ìíîæåñòâå
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë îïðåäåëåíî êàê ôóíêöèÿ y = ax+b . Íàéäåì êâàäðàò
ýòîãî îòíîøåíèÿ (ëèíåéíîé ôóíêöèè îò îäíîãî ïåðåìåííîãî).
Ñîãëàñíî (1.6), Ýòî áóäåò ôóíêöèÿ h , òàêàÿ, ÷òî h(x) = a(ax + b) + c , ò.å.
h(x) = a2x + (ab + c) .
Ýòî òîæå ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, íî ñ äðóãèìè êîýôôèöèåíòàìè. Òàêèì îáðàçîì,
êâàäðàò ëèíåéíîé ôóíêöèè ñíîâà åñòü ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ. #
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Îáðàòíîå ñîîòâåòñòâèå (äîïîëíåíèå).
Åñëè f : A → B | îòîáðàæåíèå, òî îíî ÿâëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâèåì. Îáðàòíîå
ê f ñîîòâåòñòâèå èç B â A â îáùåì ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì.
Ñîîòâåòñòâèå f−1 , îáðàòíîå ê f , ñîñòîèò èç âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ ïàð âèäà
(f (x), x) , x ∈ A .
Â îáùåì ñëó÷àå ìîãóò íàéòèñü òàêèå äâà ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòà x è x′ ,
÷òî f (x) = f (x′) , òî ñîîòâåòñòâèå f−1 ñëó÷àå íå áóäåò ôóíêöèîíàëüíî
ïî âòîðîé êîìïîíåíòå è ïîýòîìó íå áóäåò îòîáðàæåíèåì.
Åñëè îòîáðàæåíèå f èíúåêòèâíî, òî îáðàòíîå ñîîòâåòñòâèå åñòü ÷àñòè÷íîå
îòîáðàæåíèå èç B â A .
Åñëè îòîáðàæåíèå f áèåêòèâíî, òî îáðàòíîå ñîîòâåòñòâèå ÿâëÿåòñÿ
îòîáðàæåíèåì èç B â A , ïðè÷åì èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

f ◦ f−1 = idA, f−1 ◦ f = idB .

Îòîáðàæåíèå f−1 â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàþò îòîáðàæåíèåì, îáðàòíûì ê f .МГ
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ÒÅÎÐÅÌÀ 1. Áèíàðíîå îòíîøåíèå ρ íà ìíîæåñòâå A ñèììåòðè÷íî,
åñëè è òîëüêî åñëè áèíàðíîå îòíîøåíèå íà ìíîæåñòâå A , îáðàòíîå ê
ρ , ñîâïàäàåò ñ ρ : ρ−1 = ρ .

J Ïóñòü áèíàðíîå îòíîøåíèå ρ íà ìíîæåñòâå A ñèììåòðè÷íî
Äîêàæåì, ÷òî ρ−1 = ρ .

(x, y) ∈ ρ−1 ⇒ (y, x) ∈ ρ ⇒
(â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè ρ : (x, y) ∈ ρ ⇒ (y, x) ∈ ρ)

⇒ (x, y) ∈ ρ ⇒ ρ−1 ⊆ ρ

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ âêëþ÷åíèå ρ ⊆ ρ−1 .

Ïóñòü ρ = ρ−1 .
Äîêàæåì, ÷òî áèíàðíîå îòíîøåíèå ρ íà ìíîæåñòâå A ñèììåòðè÷íî.

(x, y) ∈ ρ ⇒ (x, y) ∈ ρ−1 ⇒
(ïî îïðåäåëåíèþ îáðàòíîãî îòíîøåíèÿ)
⇒ (y, x) ∈ ρ.

Ñëåäîâàòåëüíî, ρ | ñèììåòðè÷íîå áèíàðíîå îòíîøåíèå. I
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ÒÅÎÐÅÌÀ 2. Áèíàðíîå îòíîøåíèå ρ íà ìíîæåñòâå A àíòèñèììåòðè÷íî
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ρ ∩ ρ−1 ⊆ idA .

J Ïóñòü îòíîøåíèå ρ íà ìíîæåñòâå A àíòèñèììåòðè÷íî, ò.å.
∀(x, y) ∈ A : (x, y) ∈ ρ ∧ (y, x) ∈ ρ ⇒ x = y
Äîêàæåì, ÷òî ρ ∩ ρ−1 ⊆ idA .

(x, y) ∈ ρ ∩ ρ−1 ⇒ (x, y) ∈ ρ ∧ (x, y) ∈ ρ−1 ⇒
⇒ (x, y) ∈ ρ ∧ (y, x) ∈ ρ ⇒

(ïî îïðåäåëåíèþ àíòèñèììåòðè÷íîñòè )⇒ x = y ⇒ (x, y) ∈ idA

Ïóñòü ρ ∩ ρ−1 ⊆ idA .
Äîêàæåì, ÷òî îòíîøåíèå ρ íà ìíîæåñòâå A àíòèñèììåòðè÷íî.
Îò ïðîòèâíîãî: ïóñòü îòíîøåíèå ρ íà ìíîæåñòâå A íå àíòèñèììåòðè÷íî,
ò.å. ∃(x, y) : ((x, y) ∈ ρ) ∧ ((y, x) ∈ ρ) ∧ x 6= y .

((x, y) ∈ ρ ∧ (y, x) ∈ ρ−1) ∧ x 6= y ⇒
⇒ ((x, y) ∈ (ρ ∩ ρ−1)) ∧ (ρ ∩ ρ−1 ⊆ idA)(ïî óñëîâèþ) ∧
∧ (x, y) /∈ idA(ò.ê. óñëîâèþx 6= y)

Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå: (x, y) ∈ idA è (x, y) /∈ idA îäíîâðåìåííî.
I
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ÒÅÎÐÅÌÀ 3 . Áèíàðíîå îòíîøåíèå ρ íà ìíîæåñòâå A òðàíçèòèâíî òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî êâàäðàò ñîäåðæèòñÿ â íåì, ò.å. ρ ◦ρ ⊆ ρ ( ρ ◦ρ = ρ2 ).

J Ïóñòü áèíàðíîå îòíîøåíèå ρ íà ìíîæåñòâå A òðàíçèòèâíî,
ò.å. ∀x, y, z ∈ A : (x, y) ∈ ρ ∧ (y, z) ∈ ρ ⇒ (x, z) ∈ ρ .
Äîêàæåì, ÷òî: ρ2 ⊆ ρ.

(x, z) ∈ ρ2 ⇒ ∃y : (x, y) ∈ ρ ∧ (y, z) ∈ ρ ⇒
⇒ (ïî îïðåäåëåíèþ òðàíçèòèâíîñòè)(x, z) ∈ ρ ⇒

⇒ ρ2 ⊆ ρ

Ïóñòü ρ2 ⊆ ρ .
Äîêàæåì, ÷òî: áèíàðíîå îòíîøåíèå ρ òðàíçèòèâíî ( (x, y) ∈ ρ ∧ (y, z) ∈
ρ ⇒ (x, z) ∈ ρ )

(x, y) ∈ ρ ∧ (y, z) ∈ ρ

⇒(ïî îïðåäåëåíèþ êîìïîçèöèè áèíàðíûõ îòíîøåíèé)(x, z) ∈ ρ2

⇒ (ò.ê.ρ2 ⊆ ρ) (x, z) ∈ ρ

I
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Áèíàðíîå îòíîøåíèå ρ íà ìíîæåñòâå A íàçûâàåòñÿ ïëîòíûì, åñëè äëÿ
ëþáûõ x, y ∈ A , îòëè÷íûõ äðóã îò äðóãà è òàêèõ, ÷òî (x, y) ∈ ρ , íàéäåòñÿ
z , îòëè÷íûé è îò x è îò y , òàêîé, ÷òî (x, z) ∈ ρ è (y, z) ∈ ρ .
äëÿ ëþáîéïàðû ýëåìåíòîâ, ñâÿçàííûõïëîòíûìîòíîøåíèåì, âñåãäà íàéäåòñÿ
òðåòèé ýëåìåíò, êîòîðûé âñòðàèâàåòñÿ ìåæäó íèìè è ñâÿçàí ñ êàæäûì èç
íèõ òåì æå îòíîøåíèåì. Îòíîøåíèÿ íåðàâåíñòâà (ñòðîãîãî è íåñòðîãîãî)
íà ìíîæåñòâàõ ðàöèîíàëüíûõ è äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ïëîòíû, îòíîøåíèÿ
íåðàâåíñòâà íà ìíîæåñòâàõ öåëûõ è íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ïëîòíûìè íå
ÿâëÿþòñÿ.
Êàêîâû áû íè áûëè ðàöèîíàëüíûå (èëè äåéñòâèòåëüíûå) ÷èñëà x è y , èç
òîãî, ÷òî x < y , ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî z , îòëè÷íîå êàê îò x , òàê
è îò y , òàêîå, ÷òî x < z < y . Íàïðèìåð, ÷èñëî z = (x + y)/2 . Íî äëÿ
öåëûõ ÷èñåë m è m + 1 òàêîãî ïðîìåæóòî÷íîãî öåëîãî ÷èñëà íåò.
Ïóñòü ρ | ïëîòíîå áèíàðíîå îòíîøåíèå íà ìíîæåñòâå A . Òîãäà

∀x, y ∈ A : (x, y) ∈ ρ
∃z ∈ A : x 6= z ∧ y 6= z : (x, z) ∈ ρ ∧ (z, y) ∈ ρ ⇒

⇒ ïî îïðåäåëåíèþ êîìïîçèöèè(x, y) ∈ ρ2

Åñëè ρ ïëîòíî, òî îíî ñîäåðæèòñÿ â ñâîåì êâàäðàòå. Äëÿ òðàíçèòèâíîãî
áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ ρ2 ⊆ ρ . Åñëè áèíàðíîå îòíîøåíèå ρ ïëîòíî è
òðàíçèòèâíî îäíîâðåìåííî, òî ρ = ρ2 .
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Ïðèìåð 1.5. Íà ìíîæåñòâå R äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë çàäàäèì îòíîøåíèå
a≡(mod 1) b , ïîëàãàÿ, ÷òî ÷èñëà a è b ðàâíû ïî ìîäóëþ 1 òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ÷èñëî a− b ÿâëÿåòñÿ öåëûì.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî êàæäîå ÷èñëî ïî ìîäóëþ 1 ðàâíî ñâîåé äðîáíîé
÷àñòè
Òàê êàê îòíîøåíèå ≡(mod 1) îïðåäåëåíî ÷åðåç ðàâåíñòâî, âñå ñâîéñòâà
îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ íåãî âûïîëíÿþòñÿ.
Êàæäûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè áóäåò ñîäåðæàòü ÷èñëà ñ ðàâíûìè äðîáíûìè
÷àñòÿìè.

Êàæäûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ïî äàííîìó îòíîøåíèþ îäíîçíà÷íî îïðåäå-
ëÿåò íåêîòîðîå ÷èñëî èç ïîëóèíòåðâàëà [0, 1) .
Íàîáîðîò, êàæäîìó ÷èñëó γ ∈ [0, 1) îäíîçíà÷íî ñîïîñòàâëÿåòñÿ êëàññ
ýêâèâàëåíòíîñòè, ñîñòîÿùèé èç âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, äðîáíàÿ ÷àñòü
êîòîðûõ ðàâíà γ .

Òàêèì îáðàçîì, ôàêòîð-ìíîæåñòâî R/≡(mod 1) è ïîëóèíòåðâàë [0, 1) íà
÷èñëîâîé ïðÿìîé íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè.
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Ñâÿçü ìåæäó ïîíÿòèÿìè ýêâèâàëåíòíîñòè è îòîáðàæåíèÿ.

Äëÿ ëþáîãî îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ρ íà ìíîæåñòâå A ìîæíî
îïðåäåëèòü îòîáðàæåíèå fρ: A → A/ρ , ñîïîñòàâèâ êàæäîìó x ∈ A
ñîäåðæàùèé åãî êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè.
fρ(x) = [x]ρ
Ýòî îòîáðàæåíèå ñþðúåêòèâíî, òàê êàê êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà A
ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè, ò.å. äëÿ êàæäîãî [x]ρ ∈
A/ρ ñïðàâåäëèâî [x]ρ = fρ(x) .

Îòîáðàæåíèå fρ , îïðåäåëåííîå òàêèì îáðàçîì, íàçûâàþò
êàíîíè÷åñêîé ñþðúåêöèåé ìíîæåñòâà A .

Ëþáîå îòîáðàæåíèå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò íåêîòîðîå îòíîøåíèå ýêâèâà-
ëåíòíîñòè. МГ
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Òåîðåìà 5. Ïóñòü f : A → B | ïðîèçâîëüíîå îòîáðàæåíèå. Íà ìíîæåñòâå
A îïðåäåëèì îòíîøåíèå ρf : (x, y) ∈ ρf , åñëè è òîëüêî åñëè f (x) =
f (y) . Ýòî îòíîøåíèå ρf ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè, ïðè÷åì
ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ ôàêòîð-ìíîæåñòâà A/ρf íà ìíîæåñòâî f (A) .

J Ðåôëåêñèâíîñòü : f (x) = f (x) ;
Ñèììåòðè÷íîñòü : f (x) = f (y) è f (y) = f (x) ;
Òðàíçèòèâíîñòü : f (x) = f (y) ∧ f (y) = f (z) ⇒ f (x) = f (z) ;
ò.å. ρf | ýêâèâàëåíòíîñòü.

Çàäàäèì îòîáðàæåíèå ϕ ôàêòîð-ìíîæåñòâà A/ρf â ìíîæåñòâî f (A)
ñëåäóþùèì îáðàçîì: ϕ: A/ρf → f (A) ϕ([x]ρf

) = f (x) .
Êàæäîìó êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè ïîñòàâëåí â ñîîòâåòñòâèå åäèíñòâåííûé
ýëåìåíò y ∈ f (A) (îòîáðàæåíèå îïðåäåëåíî êîððåêòíî).
Äîêàæåì, ÷òî ϕ | áèåêöèÿ (èíúåêöèÿ è ñþðúåêöèÿ îäíîâðåìåííî).
Ïóñòü êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè [x]ρf

è [y]ρf
íå ñîâïàäàþò.

Â ñèëó òåîðåìû 4 îíè íå ïåðåñåêàþòñÿ, ò.å. x íå ýêâèâàëåíòíî y .
Èç îïðåäåëåíèÿ îòíîøåíèÿ ρf ñëåäóåò, ÷òî f (x) 6= f (y) .
Òàêèì îáðàçîì, ϕ | èíúåêöèÿ.
Åñëè ýëåìåíò u ∈ f (A) , òî íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò x ∈ A , ÷òî u = f (x) =
ϕ([x]ρf

) , ò.å. ϕ | ñþðúåêöèÿ.
Èòàê, ϕ | áèåêöèÿ. I
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Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó äîêàçàííûõ òåîðåì 4 è 5 ñóùåñòâóåò ñâÿçü ìåæäó
òðåìÿ ïîíÿòèÿìè|îòîáðàæåíèåììíîæåñòâà, îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè
íà ìíîæåñòâå è ðàçáèåíèåì ìíîæåñòâà.

Íî íåâåðíî, ÷òî ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó
îòîáðàæåíèÿìè è îòíîøåíèÿìè ýêâèâàëåíòíîñòè.
Äâà ðàçíûõ îòîáðàæåíèÿ ìîãóò îïðåäåëÿòü îäíî è òî æå ðàçáèåíèå îòîáðà-
æàåìîãî ìíîæåñòâà, òåì ñàìûì çàäàâàÿ íà íåì îäíî è òî æå îòíîøåíèå
ýêâèâàëåíòíîñòè.

Ïðèìåð 1.6.
a. Ëþáîå áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå f : A → B çàäàåò íà A îäíî è òî æå
ðàçáèåíèå | òðèâèàëüíîå ðàçáèåíèå íà îäíîýëåìåíòíûå ìíîæåñòâà.
b. Òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà öåëûõ ÷èñåë è îòîáðàæåíèå,
ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîìó öåëîìó n ÷èñëî n + 1 , çàäàþò îäèíàêîâûå
ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà öåëûõ ÷èñåë.МГ

ТУ
 им

. Н
.Э.Ба

ум
ан
а. 
ФН

12



• First • Prev • Next • Last • Go Back • Full Screen • Close • Quit

Îòíîøåíèå ïîðÿäêà

Ïðèìåð 1.7. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R ñ åñòåñòâåí-
íûì ÷èñëîâûì ïîðÿäêîì.

Ïóñòü a < c .
Äëÿ ëþáûõ a è c íàéäåòñÿ òàêîå b , ÷òî a < b < c .
Îòíîøåíèå ïîðÿäêà íà ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ïëîòíûì.
Ïîýòîìó îòíîøåíèå äîìèíèðîâàíèÿ áóäåò ïóñòûì.

Ïóñòûì áóäåò è îòíîøåíèå äîìèíèðîâàíèÿ, àññîöèèðîâàííîå ñ åñòåñòâåí-
íûì ÷èñëîâûì ïîðÿäêîì íà ìíîæåñòâå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.

Íà ìíîæåñòâå öåëûõ ÷èñåë ñ åñòåñòâåííûì ÷èñëîâûì ïîðÿäêîì îòíîøåíèå
äîìèíèðîâàíèÿ íå ïóñòî.
1 J 2 , −5 J −4 ;
ìåæäó 1 è 2 íå ñóùåñòâóåò

"
ïðîìåæóòî÷íûé\ ýëåìåíò.

Çàïèñûâàòü 1 J 3 íåâåðíî, ÷òî , ïîñêîëüêó ìåæäó åäèíèöåé è òðîéêîé
ñóùåñòâóåò

"
ïðîìåæóòî÷íûé\ ýëåìåíò | äâîéêà.
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