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ÄÈÑÊÐÅÒÍÀß ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ

ÔÍ, ìàãèñòðû - 2 ñåìåñòð

Ñåìèíàð 3. ÌÅÒÎÄÛ
ÑÈÑÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ
ÎÁÕÎÄÀ ÂÅÐØÈÍ ÃÐÀÔÀ.
ÀËÃÎÐÈÒÌÛ ÍÀ ÃÐÀÔÀÕ
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Âàæíûìè çàäà÷àìè òåîðèè ãðàôîâ ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è ãëîáàëüíîãî àíàëèçà
êàê íåîðèåíòèðîâàííûõ, òàê è îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ. Ê ýòèì çàäà÷àì
îòíîñÿòñÿ, íàïðèìåð, çàäà÷è ïîèñêà öèêëîâ èëè êîíòóðîâ, âû÷èñëåíèå
äëèí ïóòåé ìåæäó ïàðàìè âåðøèí, ïåðå÷èñëåíèå ïóòåé ñ òåìè èëè èíûìè
ñâîéñòâàìè è ò.ï.
Íåîáõîäèìî óìåòü îáõîäèòü âñå âåðøèíû ãðàôà òàêèìîáðàçîì, ÷òîáûêàæäàÿ
âåðøèíà áûëà îòìå÷åíà ðîâíî îäèí ðàç. Îáû÷íî òàêîå

"
ïóòåøåñòâèå\ ïî

ãðàôó ñîïðîâîæäàåòñÿ íóìåðàöèåé âåðøèí ãðàôà â òîì ïîðÿäêå, â êîòîðîì
îíè îòìå÷àþòñÿ, à òàêæå îïðåäåëåííîé

"
ìàðêèðîâêîé\ ðåáåð (èëè äóã) ãðàôà.

Ñóùåñòâóþò äâå îñíîâíûå ñòðàòåãèè òàêèõ îáõîäîâ: ïîèñê â ãëóáèíó è
ïîèñê â øèðèíó.
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3.1. Àëãîðèòì ïîèñêà â â
ãëóáèíó â íåîðèåíòèðîâàííîì
è â îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå

Ïîèñê â ãëóáèíó â íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå
Ãðàô çàäàí ñïèñêàìè ñìåæíîñòè, ñîáðàííûìè â ìàññèâ ëèäåðîâ.
Ïðè ïîèñêå âåðøèíû ãðàôà íóìåðóþòñÿ â ïîðÿäêå èõ ïîñåùåíèÿ. Íîìåð
âåðøèíû v ãðàôà, ïðèñâàèâàåìûé åé ïðè ïîèñêå â ãëóáèíó, îáîçíà÷èì D[v]
è áóäåì íàçûâàòü D -íîìåðîì.
Â ïðîöåññå îáõîäà áóäåì íàõîäèòü ôóíäàìåíòàëüíûå öèêëû ãðàôà.
Ïóñòü â íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå G = (V, E) ïðîèçâîëüíî ôèêñèðîâàí
ìàêñèìàëüíûé îñòîâíûé ëåñ. Äëÿ ñâÿçíîãî ãðàôà ýòî áóäåò ìàêñèìàëüíîå
îñòîâíîå äåðåâî. Ìíîæåñòâî åãî ðåáåð îáîçíà÷èì T . Âñå ðåáðà èç T
íàçîâåì äðåâåñíûìè, à ðåáðà èñõîäíîãî ãðàôà G , íå ïðèíàäëåæàùèå T , |
îáðàòíûìè.
Ëþáîé öèêë ãðàôà G , ñîäåðæàùèé òîëüêî îäíî îáðàòíîå ðåáðî, íàçîâåì
ôóíäàìåíòàëüíûì.

МГ
ТУ

 им
. Н

.Э.Ба
ум
ан
а. 
ФН

12



• First • Prev • Next • Last • Go Back • Full Screen • Close • Quit

Ìàêñèìàëüíûé îñòîâíûé ëåñ, íàõîäèìûé ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà ïîèñêà â
ãëóáèíó, íàçûâàþò îñòîâíûì ëåñîì ïîèñêà â ãëóáèíó èëè ãëóáèííûì
îñòîâíûì ëåñîì.
Êëàññèôèêàöèÿ ðåáåð çàâèñèò îò õîäà ðàáîòû àëãîðèòìà, êîòîðûé îïðåäåëÿ-
åòñÿ ñòàðòîâîé âåðøèíîé è ðàñïîëîæåíèåì âåðøèí â ñïèñêàõ ñìåæíîñòè.
Äëÿ îðãàíèçàöèè ðàáîòû àëãîðèòìà ïîèñêà â ãëóáèíó èñïîëüçóåòñÿ ñïîñîá
õðàíåíèÿ äàííûõ, íàçûâàåìûé ñòåêîì.
Ýëåìåíòû â ñòåêå óïîðÿäî÷èâàþòñÿ â ïîðÿäêå ïîñòóïëåíèÿ. Â ñòåê ìîæíî
äîáàâëÿòü íîâûå ýëåìåíòû è èç íåãî ìîæíî èçâëåêàòü ýëåìåíòû. Ïðè ýòîì
äîñòóïåí òîëüêî ïîñëåäíèé äîáàâëåííûé ýëåìåíò | âåðøèíà ñòåêà.
Â àëãîðèòìå ïîèñêà â ãëóáèíó èñïîëüçóåòñÿ ñòåê âåðøèí.
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Ðèñ. 1

Ñïèñêè ñìåæíîñòè
V0 → (V1, V2, V3, V5)
V1 → (V0, V3, V4)
V2 → (V0, V5)
V3 → (V0, V1, V5, V6)
V4 → (V1, V6)
V5 → (V0, V2, V3)
V6 → (V3, V4)
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Ðèñ. 2

Ñïèñêè ñìåæíîñòè
V0 → (6 V1, V2, V3, V5)
V1 → (V0, V3, V4)
V2 → (V0, V5)
V3 → (V0, V1, V5, V6)
V4 → (V1, V6)
V5 → (V0, V2, V3)
V6 → (V3, V4)
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Ðèñ. 3

Ñïèñêè ñìåæíîñòè
V0 → (6 V1, V2, V3, V5)
V1 → (6 V0, 6 V3, V4)
V2 → (V0, V5)
V3 → (V0, V1, V5, V6)
V4 → (V1, V6)
V5 → (V0, V2, V3)
V6 → (V3, V4)
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Ðèñ. 4

Ñïèñêè ñìåæíîñòè
V0 → (6 V1, V2, 6 V3, V5)
V1 → (6 V0, 6 V3, V4)
V2 → (V0, V5)
V3 → (6 V0, 6 V1, 6 V5, V6)
V4 → (V1, V6)
V5 → (V0, V2, V3)
V6 → (V3, V4)
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Ðèñ. 5

Ñïèñêè ñìåæíîñòè
V0 → (6 V1, 6 V2, 6 V3, 6 V5)
V1 → (6 V0, 6 V3, V4)
V2 → (V0, V5)
V3 → (6 V0, 6 V1, 6 V5, V6)
V4 → (V1, V6)
V5 → (6 V0, 6 V2, 6 V3)
V6 → (V3, V4)
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Ðèñ. 6

Ñïèñêè ñìåæíîñòè
V0 → (6 V1, 6 V2, 6 V3, 6 V5)
V1 → (6 V0, 6 V3, V4)
V2 → (6 V0, 6 V5)
V3 → (6 V0, 6 V1, 6 V5, V6)
V4 → (V1, V6)
V5 → (6 V0, 6 V2, 6 V3)
V6 → (V3, V4)
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Ðèñ. 7

Ñïèñêè ñìåæíîñòè
V0 → (6 V1, 6 V2, 6 V3, 6 V5)
V1 → (6 V0, 6 V3, V4)
V2 → (6 V0, 6 V5)
V3 → (6 V0, 6 V1, 6 V5, 6 V6)
V4 → (V1, V6)
V5 → (6 V0, 6 V2, 6 V3)
V6 → (V3, V4)

МГ
ТУ

 им
. Н

.Э.Ба
ум
ан
а. 
ФН

12



• First • Prev • Next • Last • Go Back • Full Screen • Close • Quit

Ðèñ. 8

Ñïèñêè ñìåæíîñòè
V0 → (6 V1, 6 V2, 6 V3, 6 V5)
V1 → (6 V0, 6 V3, V4)
V2 → (6 V0, 6 V5)
V3 → (6 V0, 6 V1, 6 V5, 6 V6)
V4 → (V1, V6)
V5 → (6 V0, 6 V2, 6 V3)
V6 → (6 V3, 6 V4)
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Ðèñ. 9

Ñïèñêè ñìåæíîñòè
V0 → (6 V1, 6 V2, 6 V3, 6 V5)
V1 → (6 V0, 6 V3, 6 V4)
V2 → (6 V0, 6 V5)
V3 → (6 V0, 6 V1, 6 V5, 6 V6)
V4 → (6 V1, 6 V6)
V5 → (6 V0, 6 V2, 6 V3)
V6 → (6 V3, 6 V4)
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Ðèñ. 10

Ñïèñêè ñìåæíîñòè
V0 → (6 V1, 6 V2, 6 V3, 6 V5)
V1 → (6 V0, 6 V3, 6 V4)
V2 → (6 V0, 6 V5)
V3 → (6 V0, 6 V1, 6 V5, 6 V6)
V4 → (6 V1, 6 V6)
V5 → (6 V0, 6 V2, 6 V3)
V6 → (6 V3, 6 V4)
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Â îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå âåðøèíàì òàêæå ïðèñâàèâàþòñÿ D -íîìåðà. Íî
êëàññèôèêàöèÿ äóã ïðè ïîèñêå â ãëóáèíó â îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå ñëîæíåå
ïî ñðàâíåíèþ ñ àíàëîãè÷íîé êëàññèôèêàöèåé ðåáåð ïðè ïîèñêå â ãëóáèíó â
íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå. Ðàçëè÷àþò ÷åòûðå êëàññà äóã:
1) äðåâåñíûå äóãè| êàæäàÿ òàêàÿ äóãà âåäåò îò îòöà ê ñûíó â ãëóáèííîì
îñòîâíîì ëåñó;
2) ïðÿìûå äóãè | êàæäàÿ òàêàÿ äóãà âåäåò îò ïîäëèííîãî ïðåäêà ê
ïîäëèííîìó ïîòîìêó (íî íå îò îòöà ê ñûíó) â ãëóáèííîì îñòîâíîì ëåñó;
3) îáðàòíûå äóãè| îò ïîòîìêîâ ê ïðåäêàì (âêëþ÷àÿ âñå ïåòëè);
4) ïîïåðå÷íûå äóãè | âñå äóãè, íå ÿâëÿþùèåñÿ íè äðåâåñíûìè, íè
ïðÿìûìè, íè îáðàòíûìè.
Â ðåçóëüòàòå ðàáîòû àëãîðèòìà áóäóò ïîëó÷åíû ìíîæåñòâà Tree |
äðåâåñíûõ äóã, Back | îáðàòíûõ äóã, Forward | ïðÿìûõ äóã, C |
ïîïåðå÷íûõ äóã è ìàññèâ D , ñîäåðæàùèé D -íîìåðà âåðøèí.МГ
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Â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà ïî ñðàâíåíèþ ñ àëãîðèòìîì ïîèñêà â ãëóáèíó
â íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå èìååòñÿ ðÿä îñîáåííîñòåé. Òàê, åñëè î÷åðåäíàÿ
âåðøèíà w , èçâëå÷åííàÿ èç ñïèñêà ñìåæíîñòè òåêóùåé âåðøèíû v , íîâàÿ,
òî äóãà (v, w) ÿâëÿåòñÿ äðåâåñíîé.
Åñëè âåðøèíà w íå íîâàÿ (w /∈ V0) , òî äóãà (v, w) áóäåò ëèáî ïðÿìîé,
ëèáî îáðàòíîé, ëèáî ïîïåðå÷íîé.
Åñëè D -íîìåð âåðøèíû v ñòðîãî ìåíüøå D -íîìåðà âåðøèíû w (D[v] <
D[w]) , òî äóãà (v, w) ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé.
Åñëè D -íîìåð âåðøèíû v íå ìåíüøå D -íîìåðà âåðøèíû w (D[v] ≥
D[w]) , íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü, åñòü ëè â ñòåêå STACK âåðøèíà w .
Åñëè âåðøèíà w íàõîäèòñÿ â ñòåêå, òî äóãà (v, w) ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé.Åñëè
âåðøèíû w â ñòåêå íåò, òî äóãà ÿâëÿåòñÿ ïîïåðå÷íîé.
Åñëè ñòåê ïóñò, íî íå âñå âåðøèíû îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà îáðàáîòàíû,
ïîèñê ïðîäîëæàþò èç ëþáîé íåîáðàáîòàííîé âåðøèíû.
Â ñëó÷àå îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà ïîèñê êîíòóðîâ íà áàçå ïîèñêà â ãëóáèíó
ñóùåñòâåííî ñëîæíåå.
Îðèåíòèðîâàííûé ãðàô ÿâëÿåòñÿ áåñêîíòóðíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ïðè ïîèñêå â ãëóáèíó îò íåêîòîðîé íà÷àëüíîé âåðøèíû ìíîæåñòâî îáðàòíûõ
äóã îêàçûâàåòñÿ ïóñòûì.
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Ñïèñêè ñìåæíîñòè
V0 → (V1, V3)
V1 → (V2, V3)
V2 → (V0)
V3 → (V2)

МГ
ТУ

 им
. Н

.Э.Ба
ум
ан
а. 
ФН

12



• First • Prev • Next • Last • Go Back • Full Screen • Close • Quit

Ñïèñêè ñìåæíîñòè
V0 → (V1, V3)
V1 → (V2, V3)
V2 → (V0)
V3 → (V2)
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Ñïèñêè ñìåæíîñòè
V0 → (6 V1, V3)
V1 → (V2, V3)
V2 → (V0)
V3 → (V2)
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Ñïèñêè ñìåæíîñòè
V0 → (6 V1, V3)
V1 → (6 V2, V3)
V2 → (V0)
V3 → (V2)
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Ñïèñêè ñìåæíîñòè
V0 → (6 V1, V3)
V1 → (6 V2, V3)
V2 → (6 V0)
V3 → (V2)
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Ñïèñêè ñìåæíîñòè
V0 → (6 V1, V3)
V1 → (6 V2, 6 V3)
V2 → (6 V0)
V3 → (V2)
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Ñïèñêè ñìåæíîñòè
V0 → (6 V1, V3)
V1 → (6 V2, 6 V3)
V2 → (6 V0)
V3 → (6 V2)
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Ñïèñêè ñìåæíîñòè
V0 → (6 V1, 6 V3)
V1 → (6 V2, 6 V3)
V2 → (6 V0)
V3 → (6 V2)
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3.2. Àëãîðèòì ïîèñêà â øèðèíó
â îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå

Âõîä. Ãðàô G = (V, E) , çàäàííûé ñïèñêàìè ñìåæíîñòè; v0 | íà÷àëüíàÿ
âåðøèíà (íå îáÿçàòåëüíî ïåðâûé ýëåìåíò ìàññèâà ëèäåðîâ).
Âûõîä. Ìàññèâ M ìåòîê âåðøèí, ãäå êàæäàÿ ìåòêà ðàâíà äëèíå ïóòè îò v0
äî v .
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0. Î÷åðåäü Q ïîëîæèòü ïóñòîé (Q := ∅) . Âñå âåðøèíû ïîìåòèòü êàê
íåäîñòèæèìûå èç âåðøèíû v0 , ïðèñâàèâàÿ ýëåìåíòàì ìàññèâà M çíà÷åíèå
+∞ (M [vi] := +∞ , i = 1, N ).
Ñòàðòîâóþ âåðøèíó v0 ïîìåòèòü íîìåðîì 0, ò.å. äëèíó ïóòè îò ñòàðòîâîé
âåðøèíû v0 äî ñàìîé ñåáÿ ïîëîæèòü ðàâíîé 0 (M [v0] := 0 ). Ïîìåñòèòü
âåðøèíó v0 â î÷åðåäü Q . Ïåðåéòè íà øàã 1.
1. Åñëè î÷åðåäü Q íå ïóñòà (Q 6= ∅) , òî èç

"
ãîëîâû\ î÷åðåäè èçâëå÷ü (ñ

óäàëåíèåì èç î÷åðåäè) âåðøèíó u è ïåðåéòè íà øàã 2. Åñëè î÷åðåäü ïóñòà,
ïåðåéòè íà øàã 3.
2. Åñëè ñïèñîê ñìåæíîñòè L(u) âåðøèíû u ïóñò, âåðíóòüñÿ íà øàã 1.
Åñëè ñïèñîê ñìåæíîñòè L(u) âåðøèíû u íå ïóñò, äëÿ êàæäîé âåðøèíû
w èç ñïèñêà ñìåæíîñòè, ãäå M [w] = +∞ , ò.å. âåðøèíû, êîòîðóþ
åùå íå ïîñåùàëè, ïîëîæèòü äëèíó ïóòè èç ñòàðòîâîé âåðøèíû v0 äî
âåðøèíû w ðàâíîé äëèíå ïóòè îò v0 äî âåðøèíû u ïëþñ îäíà äóãà
(M [w] := M [u] + 1) , ò.å. îòìåòèòü âåðøèíó w è ïîìåñòèòü åå â î÷åðåäü
Q . Ïîñëå ïðîñìîòðà âñåõ âåðøèí ñïèñêà ñìåæíîñòè L(u) âåðíóòüñÿ íà
øàã 1.
3. Ðàñïå÷àòàòü ìàññèâ M . Çàêîí÷èòü ðàáîòó.
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Àëãîðèòì ïîèñêà â øèðèíó ìîæåò áûòü äîïîëíåí ïðîöåäóðîé
"
îáðàòíîãî

õîäà\, îïðåäåëÿþùåé íîìåðà âåðøèí, ëåæàùèõ íà êðàò÷àéøåì ïóòè èç
âåðøèíû v0 â äàííóþ âåðøèíó u .
Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî çàâåñòè ìàññèâ PR ðàçìåðà |V | , êàæäûé ýëåìåíò
PR[w] êîòîðîãî ñîäåðæèò íîìåð òîé âåðøèíû, èç êîòîðîé áûë îñóùåñòâëåí
ïåðåõîä â âåðøèíó w ïðè åå ïîìåòêå.
Åñëè âåðøèíà w íàõîäèòñÿ â ñïèñêå ñìåæíîñòè L(u) âåðøèíû u ,
çàïîëíåíèå ýëåìåíòà ìàññèâà PR[w] ïðîèñõîäèò ïðè èçìåíåíèè ìåòêè
âåðøèíû w M [w] ñ +∞ íà åäèíèöó. Ïðè ýòîì â ýëåìåíòå PR[w]
ñîõðàíÿåòñÿ íîìåð âåðøèíû u (PR[w] := u) . Äëÿ íà÷àëüíîé âåðøèíû
PR[v0] ìîæíî ïîëîæèòü ðàâíûì0, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íà÷àëüíàÿ âåðøèíà
v0 èìååò íîìåð 0 è îñòàëüíûå âåðøèíû ïðîíóìåðîâàíû îò 1 äî N .
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Ðèñ. 11

Ñïèñêè ñìåæíîñòè
v0 → (v1, v2, v3)
v1 → (v4)
v2 → (v4, v5, v3)
v3 → (v6)
v4 → ()
v5 → (v4)
v6 → (v5, v0)

v0 v1 v2 v3 v4 v5 v6

1. 0 +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞

Q = {v0}
PR(v0) = ∅
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Ðèñ. 12

Ñïèñêè ñìåæíîñòè
v0 → (v1, v2, v3)
v1 → (v4)
v2 → (v4, v5, v3)
v3 → (v6)
v4 → ()
v5 → (v4)
v6 → (v5, v0)

v0 v1 v2 v3 v4 v5 v6

1. 0 +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞
2. 0 1 1 1 +∞ +∞ +∞

Q = {6 v0, v1, v2, v3}
PR(v0) = ∅, PR(v1) = v0, PR(v2) = v0,
PR(v3) = v0
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Ðèñ. 13

Ñïèñêè ñìåæíîñòè
v0 → (v1, v2, v3)
v1 → (v4)
v2 → (v4, v5, v3)
v3 → (v6)
v4 → ()
v5 → (v4)
v6 → (v5, v0)

v0 v1 v2 v3 v4 v5 v6

1. 0 +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞
2. 0 1 1 1 +∞ +∞ +∞
3. 0 1 1 1 2 +∞ +∞

Q = {6 v0 6 v1, v2, v3, v4}
PR(v0) = ∅, PR(v1) = v0, PR(v2) = v0,
PR(v3) = v0, PR(v4) = v1
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Ðèñ. 14

Ñïèñêè ñìåæíîñòè
v0 → (v1, v2, v3)
v1 → (v4)
v2 → (v4, v5, v3)
v3 → (v6)
v4 → ()
v5 → (v4)
v6 → (v5, v0)

v0 v1 v2 v3 v4 v5 v6

1. 0 +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞
2. 0 1 1 1 +∞ +∞ +∞
3. 0 1 1 1 2 +∞ +∞
4. 0 1 1 1 2 2 +∞

Q = {6 v0 6 v1 6 v2, v3, v4, v5}
PR(v0) = ∅, PR(v1) = v0, PR(v2) = v0,
PR(v3) = v0, PR(v4) = v1, PR(v5) = v2
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Ðèñ. 15

Ñïèñêè ñìåæíîñòè
v0 → (v1, v2, v3)
v1 → (v4)
v2 → (v4, v5, v3)
v3 → (v6)
v4 → ()
v5 → (v4)
v6 → (v5, v0)

v0 v1 v2 v3 v4 v5 v6

1. 0 +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞
2. 0 1 1 1 +∞ +∞ +∞
3. 0 1 1 1 2 +∞ +∞
4. 0 1 1 1 2 2 +∞
5. 0 1 1 1 2 2 2
Q = {6 v0 6 v1 6 v2 6 v3, v4, v5, v6}
PR(v0) = ∅, PR(v1) = v0, PR(v2) = v0,
PR(v3) = v0, PR(v4) = v1, PR(v5) = v2,
PR(v6) = v3
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Ðèñ. 16

Ñïèñêè ñìåæíîñòè
v0 → (v1, v2, v3)
v1 → (v4)
v2 → (v4, v5, v3)
v3 → (v6)
v4 → ()
v5 → (v4)
v6 → (v5, v0)

v0 v1 v2 v3 v4 v5 v6

1. 0 +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞
2. 0 1 1 1 +∞ +∞ +∞
3. 0 1 1 1 2 +∞ +∞
4. 0 1 1 1 2 2 +∞
5. 0 1 1 1 2 2 2
Q = {6 v0 6 v1 6 v2 6 v3 6 v4 6 v5 6 v6}
PR(v0) = ∅, PR(v1) = v0, PR(v2) = v0,
PR(v3) = v0, PR(v4) = v1, PR(v5) = v2,
PR(v6) = v3

МГ
ТУ

 им
. Н

.Э.Ба
ум
ан
а. 
ФН

12



• First • Prev • Next • Last • Go Back • Full Screen • Close • Quit

Ðèñ. 17

Ñïèñêè ñìåæíîñòè
v0 → (v1, v2, v3)
v1 → (v4)
v2 → (v4, v5, v3)
v3 → (v6)
v4 → ()
v5 → (v4)
v6 → (v5, v0)

v0 v1 v2 v3 v4 v5 v6

1. 0 +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞
2. 0 1 1 1 +∞ +∞ +∞
3. 0 1 1 1 2 +∞ +∞
4. 0 1 1 1 2 2 +∞
5. 0 1 1 1 2 2 2
Q = ∅
PR(v0) = ∅, PR(v1) = v0, PR(v2) = v0,
PR(v3) = v0, PR(v4) = v1, PR(v5) = v2,
PR(v6) = v3
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3.3. Îñòîâíîå äåðåâî íàèìåíüøåãî âåñà
Íåîðèåíòèðîâàííûé (îðèåíòèðîâàííûé) ãðàô, ó êîòîðîãî êàæäîìó ðåáðó (
äóãå) ñîïîñòàâëåíî íåêîòîðîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, íàçûâàþòâçâåøåííûì
èëè ðàçìå÷åííûì ãðàôîì.
Ýòî ÷èñëî íàçûâàþò âåñîì èëè ìåòêîé ðåáðà (äóãè).
Àëãîðèòì Êðàñêàëà âû÷èñëÿåò äëÿ çàäàííîãî âçâåøåííîãî íåîðèåíòèðî-
âàííîãî ãðàôà G îñòîâíîå äåðåâî ñ íàèìåíüøåé ñóììîé âåñîâ ðåáåð |
îñòîâíîå äåðåâî íàèìåíüøåãî âåñà.

Àëãîðèòì Êðàñêàëà
Ïóñòü äàí ñâÿçíûé íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô G = (V, E) ñ ÷èñëîâûìè
íåîòðèöàòåëüíûìè âåñàìè ðåáåð. Âåñ ðåáðà e îáîçíà÷èì ϕ(e) .
Â ðåçóëüòàòå ðàáîòû àëãîðèòìà ïîëó÷èì îñòîâíîå äåðåâî T = (V, H) ãðàôà
G , òàêîå, ÷òî ñóììà

∑
e∈H

ϕ(e) ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøåé.

Îòñîðòèðóåì âñå ðåáðà èñõîäíîãî ãðàôà ïî âîçðàñòàíèþ âåñîâ è ñôîðìèðóåì
èç íèõ î÷åðåäü, â

"
ãîëîâå\ î÷åðåäè | ðåáðî ñ íàèìåíüøèì âåñîì, â

"
õâîñòå\ | ñ íàèáîëüøèì.
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Ìåòîä ñîñòîèò â
"
ñøèâàíèè\ èñêîìîãî äåðåâà èç êîìïîíåíò îñòîâíîãî ëåñà.

Ïåðâîíà÷àëüíî îñòîâíûé ëåñ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî èçîëèðîâàííûõ
âåðøèí èñõîäíîãî ãðàôà, ò.å. åãî ìíîæåñòâî ðåáåð ïóñòî. Íà ïåðâîì øàãå
èç î÷åðåäè èçâëåêàåòñÿ ðåáðî íàèìåíüøåãî âåñà è äîáàâëÿåòñÿ ê ìíîæåñòâó
ðåáåð èñõîäíîãî äåðåâà.
Íà ïîñëåäóþùèõ øàãàõ àëãîðèòìà èç î÷åðåäè èçâëåêàåòñÿ ïî îäíîìó ðåáðó.
Åñëè ýòî ðåáðî ñîåäèíÿåò âåðøèíû, ïðèíàäëåæàùèå ðàçíûì êîìïîíåíòàì
òåêóùåãî îñòîâíîãî ëåñà, òî îíî äîáàâëÿåòñÿ ê òåêóùåìó ìíîæåñòâó ðåáåð
èñêîìîãî äåðåâà, óêàçàííûå êîìïîíåíòû ñëèâàþòñÿ â îäíó. Èíà÷å ðåáðî
îòáðàñûâàåòñÿ.
Ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà ÷èñëî êîìïîíåíò îñòîâíîãî ëåñà íå
îêàæåòñÿ ðàâíûì 1. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòà êîìïîíåíòà è áóäåò èñêîìûì
îñòîâíûì äåðåâîì íàèìåíüøåãî âåñà.МГ
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1. Ìíîæåñòâî ðåáåð H èñêîìîãî îñòîâíîãî äåðåâà ïîëàãàåì ïóñòûì (H =
∅ ).
2. Ôîðìèðóåì ìíîæåñòâî VS = {{v1}, . . . , {vn}} , ýëåìåíòàìè êîòîðîãî
ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà âåðøèí, ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïîíåíòàì èñõîäíîãî
îñòîâíîãî ëåñà. Êàæäàÿ òàêàÿ êîìïîíåíòà ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé âåðøèíû.
3. Ñîðòèðóåì ìíîæåñòâî ðåáåð E èñõîäíîãî ãðàôà ïî âîçðàñòàíèþ âåñîâ è
ôîðìèðóåì î÷åðåäü Q , ýëåìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ðåáðà ãðàôà G .
4. Åñëè ìíîæåñòâî VS ñîäåðæèò áîëåå îäíîãî ýëåìåíòà (ò.å. îñòîâíûé ëåñ
ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ êîìïîíåíò) è î÷åðåäü Q íå ïóñòà, ïåðåõîäèì íà øàã
5, åñëè èíà÷å | íà øàã 7.
5. Èçâëåêàåì èç î÷åðåäè Q ðåáðî e . Åñëè êîíöû ðåáðà e ïðèíàäëåæàò
ðàçëè÷íûì ìíîæåñòâàì âåðøèí Vi è Vj èç VS , òî ïåðåõîäèì íà øàã 6, åñëè
èíà÷å, òî îòáðàñûâàåì èçâëå÷åííîå ðåáðî è âîçâðàùàåìñÿ íà øàã 4.
6. Îáúåäèíÿåì ìíîæåñòâà âåðøèí Vi è Vj (ïîëàãàÿ W = Vi∪Vj ), óäàëÿåì
ìíîæåñòâà Vi è Vj èç ìíîæåñòâà VS è äîáàâëÿåì â VS ìíîæåñòâî W .
Äîáàâëÿåì ðåáðî e â ìíîæåñòâî H . Âîçâðàùàåìñÿ íà øàã 4.
7. Ïðåêðàùàåì ðàáîòó. Ìíîæåñòâî H åñòü ìíîæåñòâî ðåáåð ïîëó÷åííîãî
îñòîâíîãî äåðåâà.
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Ðèñ. 18

Èñõîäíûé ãðàô èçîáðàæåí íà ðèñóíêå à. Íà ðèñóíêå á ïðîèëëþñòðèðîâàí
ðåçóëüòàò âûïîëíåíèÿ ïåðâîãî øàãà àëãîðèòìà.
Íà â ïîêàçàí ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ñëåäóþùåãî ðåáðà {v1, v2} ñ âåñîì 2 èç
î÷åðåäè. Íà ã ïðèâåäåí ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ðåáðà {v0, v4} ñ âåñîì 3 .
Åñëè ñëåäóþùèì â î÷åðåäè ðåáðîì áóäåò {v1, v4} , îíî áóäåò îòáðîøåíî.
Äàëüíåéøèé õîä ðàáîòû àëãîðèòìà çàâèñèò îò òîãî, â êàêîì ïîðÿäêå â î÷åðåäè
ðàçìåùåíû ðåáðà {v2, v3} è {v3, v4} ñ âåñàìè 4 . Ëþáîå èç íèõìîæåò áûòü
äîáàâëåíî â ìíîæåñòâî ðåáåð îñòîâíîãî äåðåâà, è íà ýòîì àëãîðèòì çàêîí÷èò
ðàáîòó. Íà ä ïðèâåäåíî îñòîâíîå äåðåâî, ïîëó÷åííîå ïîñëå äîáàâëåíèÿ ðåáðà
{v3, v4} .
Äëÿ ïðèâåäåííîãî ãðàôà îáà ðåáðà ñ âåñîì 2 âîéäóò â îñòîâíîå äåðåâî
íåçàâèñèìî îò ïîðÿäêà èõ ðàñïîëîæåíèÿ â î÷åðåäè ïîñëå ñîðòèðîâêè, à ðåáðî
{v1, v4} íå âîéäåò íè â êàêîå îñòîâíîå äåðåâî íàèìåíüøåãî âåñà.
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3.4. Òîïîëîãè÷åñêàÿ ñîðòèðîâêà.
Îïðåäåëåíèå 3.1. Îðèåíòèðîâàííîé ñåòüþ (èëè ïðîñòî ñåòüþ) íàçûâàþò
áåñêîíòóðíûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô

Ñåòü ÿâëÿåòñÿ áåñêîíòóðíûì ãðàôîì, ïîýòîìó ñóùåñòâóþò âåðøèíû (óçëû)
ñåòè ñ íóëåâîé ïîëóñòåïåíüþ èñõîäà , êîòîðûå íàçûâàþò ñòîêàìè èëè
âûõîäàìè ñåòè, è âåðøèíû (óçëû) ñ íóëåâîé ïîëóñòåïåíüþ çàõîäà, êîòîðûå
íàçûâàþò èñòî÷íèêàìè èëè âõîäàìè ñåòè.

Îïðåäåëåíèå 3.2.
Óðîâåíüâåðøèíû ñåòè|ýòî íàòóðàëüíîå ÷èñëî, îïðåäåëÿåìîå ñëåäóþùèì
îáðàçîì:
1) åñëè ïîëóñòåïåíü çàõîäà âåðøèíû ðàâíà 0 , òî åå óðîâåíü ðàâåí 0 è
íàîáîðîò (ò.å. íóëåâîé óðîâåíü N0 | ýòî ìíîæåñòâî âñåõ âõîäîâ);
2) åñëè ìíîæåñòâà Ni âåðøèí óðîâíÿ i îïðåäåëåíû äëÿ âñåõ i ≤ k , òî
óðîâåíü Nk+1 ñîäåðæèò òå è òîëüêî òå âåðøèíû, ïðåäøåñòâåííèêè êîòîðûõ
ïðèíàäëåæàò ëþáîìó èç óðîâíåé ñ íîìåðîì îò 0 äî k , ïðè÷åì ñóùåñòâóåò
õîòÿ áû îäèí ïðåäøåñòâåííèê óðîâíÿ k , ò.å.

Nk+1 =
{
v: Γ−1(v) ⊆ N1 ∪ . . . ∪Nk, Γ−1(v) ∩Nk 6= ∅

}
,

ãäå Γ−1(v) = {x: x → v} | ìíîæåñòâî ïðåäøåñòâåííèêîâ âåðøèíû v .
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Óðîâåíü âåðøèíû ñåòè ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê äëèíó ìàêñèìàëüíîãî
ïóòè îò âõîäîâ ñåòè äî ýòîé âåðøèíû.

Îïðåäåëåíèå 3.3. Ïîðÿäêîâîé ôóíêöèåé ñåòè G = (V, E) íàçûâàþò
îòîáðàæåíèå ord: V → N , ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîé âåðøèíå ñåòè íîìåð åå
óðîâíÿ.

Âî ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ âîçíèêàåò ïðîáëåìà òàêîãî óïîðÿäî÷åíèÿ
âåðøèí ñåòè, ïðè êîòîðîì âåðøèíû, ïðèíàäëåæàùèå îäíîìó óðîâíþ,
ðàñïîëàãàþòñÿ äðóã ïîä äðóãîì, à äóãè îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà âåäóò â åãî
èçîáðàæåíèè íà ïëîñêîñòè îò âåðøèí ñ ìåíüøèì óðîâíåì ê âåðøèíàì ñ
áîëüøèì óðîâíÿì ñëåâà íàïðàâî.
Ïîäîáíîãî ðîäà ïðîáëåìà íàçûâàåòñÿ ïðîáëåìîé òîïîëîãè÷åñêîé ñîðòè-
ðîâêè, ïîñêîëüêó íåîáõîäèìî ðàñïîëîæèòü âåðøèíû ãðàôà íà ïëîñêîñòè
òàê, ÷òîáû îò÷åòëèâî áûëî âèäíî ðàñïðåäåëåíèå âåðøèí ïî óðîâíÿì.
Ñàìî ðàñïîëîæåíèå ïðè ýòîì ìîæåò áûòü ðàçíûì, ëèøü áû îíî èìåëî

"
ñëîèñòóþ\ ñòðóêòóðó, â êîòîðîé êàæäûé ñëîé ñîñòàâëÿþò âåðøèíû îäíîãî
óðîâíÿ.
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Òîïîëîãè÷åñêàÿ ñîðòèðîâêà ïðèìåíÿåòñÿ , íàïðèìåð, ïðè ðàñïàðàëëåëèâàíèè
àëãîðèòìîâ, êîãäà ïî íåêîòîðîìó îïèñàíèþ àëãîðèòìà íóæíî ñîñòàâèòü ãðàô
çàâèñèìîñòåé åãî îïåðàöèé è, îòñîðòèðîâàâ åãî òîïîëîãè÷åñêè, îïðåäåëèòü,
êàêèå èç îïåðàöèé ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè è ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ ïàðàëëåëü-
íî (îäíîâðåìåííî).

Ðèñ. 19

Ñåòü è ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ñîðòèðîâêè ñåòè.
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Ôîðìàëüíî òîïîëîãè÷åñêóþ ñîðòèðîâêó ìîæíî ðåàëèçîâàòü ïî-ðàçíîìó. Ìû
îïèøåì îäèí èç âîçìîæíûõ ìåòîäîâ
Ýòîò ìåòîä ñîñòîèò â âû÷èñëåíèè ïîðÿäêîâîé ôóíêöèè ñåòè è èçâåñòåí êàê
àëãîðèòì Äåìóêðîíà.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âåðøèíû ñåòè ïðîíóìåðîâàíû îò 1 äî n .
Íàãëÿäíî ïðîöåññ îïðåäåëåíèÿ óðîâíåé âåðøèí ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì.
Íóëåâîé óðîâåíü îáðàçóþò âõîäû ñåòè | âåðøèíû ñ ïîëóñòåïåíüþ çàõîäà,
ðàâíîé 0.
Óäàëèâ èç ñåòè âñå âåðøèíû íóëåâîãî óðîâíÿ è èñõîäÿùèå èç íèõ äóãè, âíîâü
ïîëó÷èì ñåòü, âõîäàìè êîòîðîé áóäóò âåðøèíû ïåðâîãî óðîâíÿ èñõîäíîé
ñåòè.
Óêàçàííûé ïðîöåññ

"
ïîñëîéíîãî\ óäàëåíèÿ âåðøèí ñëåäóåò ïðîäîëæàòü äî

òåõ ïîð, ïîêà âñå âåðøèíû èñõîäíîé ñåòè íå áóäóò ðàñïðåäåëåíû ïî óðîâíÿì.

ÀëãîðèòìÄåìóêðîíà èñïîëüçóåò ìàòðèöó ñìåæíîñòè âåðøèí B òèïà n× n
â êà÷åñòâå ñðåäñòâà ïðåäñòàâëåíèÿ ñåòè è îñíîâàí íåïîñðåäñòâåííî íà
îïðåäåëåíèè óðîâíÿ âåðøèíû è ñâîéñòâàõ ìàòðèöû B .
Ñóììà ýëåìåíòîâ k -ãî ñòîëáöà ìàòðèöû B ðàâíà ïîëóñòåïåíè çàõîäà
âåðøèíû vk . Ïîýòîìó, ïðîñóììèðîâàâ ýëåìåíòû ìàòðèöû ïî âñåì ñòîëáöàì
è âûáðàâ âåðøèíû, ñîîòâåòñòâóþùèå ñòîëáöàì ñ íóëåâîé ñóììîé, ïîëó÷èì
ìíîæåñòâî âåðøèí íóëåâîãî óðîâíÿ | âõîäû ñåòè.
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"
Ôèçè÷åñêè\ âåðøèíû è äóãè èç ñåòè íå óäàëÿþò, ñòðîêè, ñîîòâåòñòâóþùèå
óäàëÿåìûì âåðøèíàì,èç ìàòðèöû B íå âû÷åðêèâàþò.
Ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ ïîðÿäêîâîé ôóíêöèè.
Çàïèøåì ñóììû ýëåìåíòîâ ñòîëáöîâ ìàòðèöû B â âåêòîð M äëèíû n .
Ýëåìåíò mk âåêòîðà M ñîäåðæèò ïîëóñòåïåíü çàõîäà âåðøèíû vk .
Ïóñòü èç ñåòè óäàëåíû âåðøèíà vi è âñå èñõîäÿùèå èç íåå äóãè.
Ýëåìåíò bik ðàâåí 1, åñëè èç âåðøèíû vi èäåò äóãà â âåðøèíó vk , è ðàâåí
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
×òîáû ïåðåñ÷èòàòü ïîëóñòåïåíè çàõîäà âñåõ âåðøèí ñåòè, îñòàâøèõñÿ â
íåé ïîñëå óäàëåíèÿ âåðøèíû vi , íàäî èç âåêòîðà M âû÷åñòü i -þ ñòðîêó
ìàòðèöû B .
Åñëè íà î÷åðåäíîì øàãå âõîäàìè ñåòè ÿâëÿþòñÿ âåðøèíû vi1 , . . . , vir , òî
äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñëåäóþùåãî

"
ñëîÿ\ âåðøèí íóæíî èç âåêòîðà M âû÷åñòü

ñòðîêè ìàòðèöû B ñ íîìåðàìè i1 , . . . , ir è çàôèêñèðîâàòüíîâûå íóëåâûå
ýëåìåíòû âåêòîðà M , ïîÿâèâøèåñÿ ïîñëå âû÷èòàíèÿ. Ôèêñèðîâàòü
ñëåäóåò èìåííî íîâûå íóëåâûå ýëåìåíòû, ïîñêîëüêó ýëåìåíòû âåêòîðà
M , ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíàì, ëåæàùèì íà ïðåäûäóùèõ óðîâíÿõ, ñòàëè
ðàâíûìè 0 íà ïðåäûäóùèõ øàãàõ àëãîðèòìà.
Ïîðÿäêîâóþ ôóíêöèþ ñåòè ìîæíî çàäàòü, óêàçàâ ìíîæåñòâà âåðøèí,
ïðèíàäëåæàùèõ êàæäîìó óðîâíþ, èëè ñîïîñòàâèâ êàæäîé âåðøèíå åå íîìåð
óðîâíÿ. Ïåðâûé ñïîñîá áîëåå óäîáåí ïðè òåîðåòè÷åñêèõ ðàññóæäåíèÿõ,
âòîðîé | ïðè âû÷èñëåíèÿõ.
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Àëãîðèòì Äåìóêðîíà
âû÷èñëåíèÿ ïîðÿäêîâîé ôóíêöèè ñåòè

Àëãîðèòì îáðàáàòûâàåò ìàòðèöó B ñìåæíîñòè âåðøèí ãðàôà ïîðÿäêà n . Â
ðåçóëüòàòå ðàáîòû àëãîðèòìà ïîëó÷àåì ìàññèâ Ord äëèíû n , i -é ýëåìåíò
êîòîðîãî ðàâåí íîìåðó óðîâíÿ âåðøèíû vi .
0. Ñôîðìèðîâàòü ìíîæåñòâî V1 âåðøèí ñåòè. Çíà÷åíèå ñ÷åò÷èêà óðîâíåé k
ïîëîæèòü ðàâíûì 0. Íàéòè ñóììû ýëåìåíòîâ ïî âñåì ñòîëáöàì ìàòðèöû B
(ïîëóñòåïåíè çàõîäà âåðøèí) è çàïîëíèòü èìè ìàññèâ M .
1. Åñëè ìíîæåñòâî V1 íå ïóñòî, ïåðåéòè íà øàã 2,åñëè èíà÷å, òî ïåðåéòè íà
øàã 5.
2. Îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî I íîìåðîâ âñåõ íîâûõ íóëåâûõ ýëåìåíòîâ ìàññèâà
M , ò.å. òàêèõ, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì íîìåðàì âåðøèíû ïðèíàäëåæàò
ìíîæåñòâó V1 .
3. Ïðèñâîèòü ýëåìåíòàì ìàññèâà Ord ñ íîìåðàìè èç ìíîæåñòâà I íîìåð
óðîâíÿ k è óäàëèòü âåðøèíû ñ ýòèìè íîìåðàìè èç ìíîæåñòâà V1 ("

çà-
ìàñêèðîâàòü\ âåðøèíû). Âû÷åñòü èç ìàññèâà M ñòðîêè ìàòðèöû B ,
ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíàì ñ íîìåðàìè èç ìíîæåñòâà I (ò.å. âåðøèíàì ïî-
ñëåäíåãî âû÷èñëåííîãî óðîâíÿ).
4. Óâåëè÷èòü ñ÷åò÷èê óðîâíåé íà 1 (k := k + 1) . Âåðíóòüñÿ íà øàã 1.
5. Çàêîí÷èòü ðàáîòó.
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Ïðèìåð 3.1. Ïðèìåíèì àëãîðèòì Äåìóêðîíà ê ñåòè, ïðåäñòàâëåííîé íà
ðèñóíêå

Ðèñ. 20
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Ìàòðèöà ñìåæíîñòè âåðøèí ñåòè èìååò ñëåäóþùèé âèä:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
1 1 1
2 1
3
4 1
5 1 1 1
6 1 1 1 1
7 1
8 1 1 1 1
9 1 1
10 1 1 1
11 1
12
13 1
14 1
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Ïîêàæåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé ìàññèâà m , ñîîòâåòñòâóþùóþ èòå-
ðàöèÿì àëãîðèòìà è ìíîæåñòâà Ni âåðøèí i -ãî óðîâíÿ. Ïðî÷åðêè ñîîòâåò-
ñòâóþò âåðøèíàì, íå ïðèíàäëåæàùèì ìíîæåñòâó V1 ("

çàìàñêèðîâàííûå\
âåðøèíû) íà ñîîòâåòñòâóþùåì ýòàïå àëãîðèòìà.
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Ðèñ. 21

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
2 1 5 2 0 2 2 0 1 1 2 2 3 1 N0 = {5, 8}
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Ðèñ. 22

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
2 1 5 2 0 2 2 0 1 1 2 2 3 1 N0 = {5, 8}
2 0 4 1 − 1 1 − 0 0 2 2 3 1 N1 = {2, 9, 10}МГ
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Ðèñ. 23

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
2 1 5 2 0 2 2 0 1 1 2 2 3 1 N0 = {5, 8}
2 0 4 1 − 1 1 − 0 0 2 2 3 1 N1 = {2, 9, 10}
0 − 4 1 − 1 0 − − − 2 1 2 0 N2 = {1, 7, 14}МГ
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Ðèñ. 24

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
2 1 5 2 0 2 2 0 1 1 2 2 3 1 N0 = {5, 8}
2 0 4 1 − 1 1 − 0 0 2 2 3 1 N1 = {2, 9, 10}
0 − 4 1 − 1 0 − − − 2 1 2 0 N2 = {1, 7, 14}
− − 3 1 − 0 − − − − 1 1 1 − N3 = {6}
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Ðèñ. 25

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
2 1 5 2 0 2 2 0 1 1 2 2 3 1 N0 = {5, 8}
2 0 4 1 − 1 1 − 0 0 2 2 3 1 N1 = {2, 9, 10}
0 − 4 1 − 1 0 − − − 2 1 2 0 N2 = {1, 7, 14}
− − 3 1 − 0 − − − − 1 1 1 − N3 = {6}
− − 3 0 − − − − − − 0 0 0 − N4 = {4, 11, 12, 13}
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Ðèñ. 26

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
2 1 5 2 0 2 2 0 1 1 2 2 3 1 N0 = {5, 8}
2 0 4 1 − 1 1 − 0 0 2 2 3 1 N1 = {2, 9, 10}
0 − 4 1 − 1 0 − − − 2 1 2 0 N2 = {1, 7, 14}
− − 3 1 − 0 − − − − 1 1 1 − N3 = {6}
− − 3 0 − − − − − − 0 0 0 − N4 = {4, 11, 12, 13}
− − 0 − − − − − − − − − − − N5 = {3}
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Ðèñ. 27

Ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ñîðòèðîâêè ñåòè.
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Àëãîðèòì Äåìóêðîíà ìîæåò áûòü ìîäèôèöèðîâàí òàê, ÷òîáû îí îñòàíàâëè-
âàëñÿ, åñëè îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, ïîäàííûé íà âõîä, íå ÿâëÿåòñÿ ñåòüþ, è
ñîîáùàë îá ýòîì. Ìîæíî óâèäåòü, ÷òî àíàëèçèðóåìûé ãðàô íå áóäåò ñåòüþ
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðè î÷åðåäíîì ïåðåâû÷èñëåíèè ìàññèâà M íå
ïîÿâÿòñÿ íîâûå íóëè.
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