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ÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÀß ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈß

ÔÍ-12. Ìàãèñòðû - 3 ñåìåñòð

Ëåêöèÿ 6. ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈß
ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÂ ÌÎÄÅËÅÉ ÍÀ

ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÛÕ ÌÀËÛÕ ÂÛÁÎÐÊÀÕ
ÝÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒÀËÜÍÛÕ ÄÀÍÍÛÕ
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Çåëüíåð À. Áàéåñîâñêèå ìåòîäû â ýêîíîìåòðèè. Ì.: Ñòàòèñòèêà, 1980. 440 ñ.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïàðàìåòðè÷åñêîé èäåíòèôèêàöèè ëèíåéíîé äåòåðìèíè-
ðîâàííîé äèñêðåòíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ñîñòîÿíèÿ, íå ñîäåðæàùåé
óïðàâëåíèÿ.

Xk+1 = a0Xk,
Yk+1 = a1Yk + b1Xk,

(6.1)

èëè íåëèíåéíîé äåòåðìèíèðîâàííîé äèñêðåòíîé ÌÌ ñîñòîÿíèÿ
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(6.2)

Îñîáåííîñòè çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè:

1. Âîçìîæíà òîëüêî ïàññèâíàÿ èäåíòèôèêàöèÿ.
2. Ïðîöåññ íåâîçìîæíî ïîâòîðèòü â òåõ æå óñëîâèÿõ.
3.Èìååòñÿ îãðàíè÷åííîå êîëè÷åñòâî íàáëþäåíèé, ïðîâåäåííûõ ÷åðåç ðàâíûå
ïðîìåæóòêè âðåìåíè.
4. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñîñòîÿíèÿ äîëæíà áûòü ëèíåéíîé îòíîñèòåëüíî
ïàðàìåòðîâ ìîäåëè.
Íàáëþäàåìûå âåëè÷èíû: Xk è Yk , íàáëþäåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ ÷åðåç ïðîìå-
æóòêè âðåìåíè τ .
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Òåîðåìà 1. Çàäà÷à ëèíåéíîãî îöåíèâàíèÿ íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ äèñ-
êðåòíîé ëèíåéíîéìîäåëè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìûíà îãðàíè÷åííûõ âûáîðêàõ
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ î çíà÷åíèÿõ âåêòîðîâ ñîñòîÿíèÿ è âíåøíèõ
âîçäåéñòâèé â ñìûñëå ñîâïàäåíèÿ ôóíêöèé ïðàâäîïîäîáèÿ ýêâèâàëåíòíà
ñîîòâåòñòâóþùåé åé çàäà÷å ëèíåéíîãî îöåíèâàíèÿ ñ îøèáêàìè â èíñòðó-
ìåíòàëüíûõ ïåðåìåííûõ, çàïèñàííîé íà ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé ñèñòåìå
íåïåðåñåêàþùèõñÿ øàáëîíîâ ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäå-
ëè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû.(È.Ê. Âîëêîâ).

Ñïðàâêà
Ñòàíäàðòíàÿ ìîäåëü ëèíåéíîé ðåãðåññèè èìååò âèä y = Xβ + ε .
X ∈ Mn×k { ìàòðèöà ðåãðåññîðîâ, íåçàâèñèìûõ (îáúÿñíÿþùèõ) ïåðå-
ìåííûõ, íåñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà; y = (y1, . . . , yn)

T { âåêòîð íàáëþäåíèé
äëÿ ñëó÷àéíîé çàâèñèìîé ïåðåìåííîé; β ∈ Mk×1 { íåèçâåñòíûé âåêòîð
ðåãðåññèîííûõ ïàðàìåòðîâ; ε = (ε1, . . . , εn)

T ∈ Mk×1 { âîçìóùàþùàÿ
ïåðåìåííàÿ (âîçìóùåíèå, îñòàòî÷íàÿ ïåðåìåííàÿ, îñòàòîê, îøèáêà) ÑÂ, õà-
ðàêòåðèçóåò îòêëîíåíèå y îò ôóíêöèè ðåãðåññèè.
Òðåáîâàíèÿ
1. εk → N(0, D[εk]) , ∀n εk = σ2 = const , ∀i, j, i 6= j M [εi, εi] = 0 .
2. Ðåãðåññîðû è âîçìóùåíèÿ áûëè íåçàâèñèìûìè.
Äëÿ èäåíòèôèöèðóåìîñòè ïàðàìåòðîâ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî rangX = k < n .
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Ìåòîä èíñòðóìåíòàëüíûõ ïåðåìåííûõ ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ÌÍÊ.
ÌÈÏ îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè äîïîëíèòåëüíîãî íàáîðà ïåðåìåííûõ Z ,
íàçûâàåìûõ èíñòðóìåíòàëüíûìè.
Èíñòðóìåíòàëüíûå ïåðåìåííûå äîëæíû áûòü íåêîððåëèðîâàííûìè ñ îøèá-
êîé ε (M [εZ] = 0 ), íå äîëæíû èìåòü ïðÿìîãî âëèÿíèÿ íà y .
Ñòàíäàðòíàÿ ìîäåëü ðåãðåññèè ñ èíñòðóìåíòàëüíûìè ïåðåìåííûìè èìååò
âèä:

y = Xβ + ε, X = ZΠ + Ξ,

ãäå y , X , è β îïðåäåëåíû ðàíåå, Z { ìàòðèöà èíñòðóìåíòàëüíûõ
ïåðåìåííûõ ðàçìåðà n× q , Ξ { ìàòðèöà îøèáîê ðàçìåðà n× k .
Ìàòðèöà Π îòðàæàåò ýôôåêò âëèÿíèÿ èíñòðóìåíòîâ íà ðåãðåññîðû.
Äëÿ èäåíòèôèöèðóåìîñòè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî q ≥ k è rangZ = q < n .
Êîððåëÿöèÿ ìåæäó X è ε âîçíèêàåò èç-çà êîððåëÿöèè ìåæäó ε è Ξ .
Äëÿ îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ èñïîëüçóåòñÿ ôîðìóëà:

βn =
(
XT{Z(ZTZ)−1ZT}X

)−1
XT{Z(ZTZ)−1ZT}y
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Îáùàÿ ñõåìà ðåøåíèÿ çàäà÷è îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ èñõîäíîé ìàòåìà-
òè÷åñêîé ìîäåëè.

Ðàññìîòðèì äèñêðåòíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó (ÄÑ)

V (tk+1) = AV (tk), (6.3)

ãäå V (tk) { n -ìåðíûé âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû; A ∈ Mn×n { íåèçâåñòíàÿ
ìàòðèöà ïàðàìåòðîâ ÄÑ; {Wk, k = 1, 2N} { èçâåñòíûå çíà÷åíèÿ
íàáëþäåíèé âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ ÄÑ â äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè tk ,
k = 1, . . . , 2N , Wk ≡ Wk(ω) ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà; 2N {îáùåå êîëè÷åñòâî
íàáëþäåíèé.
Äîïóùåíèÿ:
1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tk , k = 1, . . . , 2N} ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé è
∆tk = t2k − t2k−1 ≡ const ;
2) íàáëþäåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûìè è ñîäåðæàò ñëó÷àéíûå îøèáêè íàáëþäå-
íèÿ {εk, k = 1, 2N}

Wk = V (tk) + εk, (6.4)

3) îøèáêè íàáëþäåíèÿ εk { íåçàâèñèìûå ÑÂ, ðàñïðåäåëåííûå ïî Nn(0, Σ) ,
ãäå Σ { íåèçâåñòíàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà.
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Çàäà÷à îöåíèâàíèÿ { çàäà÷à íàõîæäåíèå îöåíêè ìàòðèöû A íåèçâåñòíûõ
ïàðàìåòðîâ ÄÑ ïî äàííûì íàáëþäåíèé {Wk, k = 1, 2N} .

Ñîãëàñíî òåîð.1 ïîñòðîèì íåïåðåñåêàþùèåñÿ øàáëîíû.
Ñôîðìèðóåì èç ìíîæåñòâà {Wk, k = 1, 2N} ìíîæåñòâî ÷åòíûõ è
ìíîæåñòâî íå÷åòíûõ óçëîâ. Çàäà÷à ëèíåéíîãî îöåíèâàíèÿ ìàòðèöû A
íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè (6.3) ïî èçâåñòíûì çíà÷åíèÿì íàáëþäåíèé
âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ (6.4) â ñìûñëå ñîâïàäåíèÿ ôóíêöèé ïðàâäîïîäîáèÿ
ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å ëèíåéíîãî îöåíèâàíèÿ ñ îøèáêàìè â èíñòðóìåíòàëüíûõ
ïåðåìåííûõ:

W2k = AV (t2k−1) + ε2k, k = 1, N,
W2k−1 = V (t2k−1) + ε2k−1, k = 1, N,

(6.5)

ãäå Wk | n -ìåðíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð.
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Çíà÷åíèÿ âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ V è çíà÷åíèÿ íàáëþäåíèé âåêòîðà W â k -å
ìîìåíòû âðåìåíè ïðåäñòàâèì â âèäå ìàòðèö Mn×N :

V , (V (t1), V (t3), . . . , V (t2N−1));

W^ , (W(t2),W(t4), . . . ,W(t2N));

WN^ , (W(t1),W(t3), . . . ,W(t2N−1));

ε^ , (ε(t2), ε(t4), . . . , ε(t2N));

εN^ , (ε(t1), ε(t3), . . . , ε(t2N−1)).

(6.6)

Çàäà÷à ëèíåéíîãî îöåíèâàíèÿ (6.5) ñ îøèáêàìè â èíñòðóìåíòàëüíûõ ïåðå-
ìåííûõ ïðèìåò âèä:

W^ = AV + ε^,
WN^ = V + εN^.

(6.7)

Ïðè èçâåñòíûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ îáúåìîì 2nN , ïðåäñòàâëåííûõ
ìàòðèöàìè W^ è WN^, íåîáõîäèìî îöåíèòü nN ýëåìåíòîâ ìàòðèöû V
íåèçâåñòíûõ çíà÷åíèé âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ èçó÷àåìîé ñèñòåìû, n2 ýëåìåíòîâ
ìàòðèöû A åå íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ è n(n+1)/2 ýëåìåíòîâ íåèçâåñòíîé
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé êîâàðèöèîííîé ìàòðèöû Σ ðàçìåðíîñòè n×n
ñëó÷àéíûõ îøèáîê èçìåðåíèé {εk, k = 1, 2N} , èìåþùèõ íîðìàëüíûé
çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ Nn(θn1, Σ) .
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Óñëîâèå ñòàòèñòè÷åñêîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (6.7):

{2nN > nN + n2 + n(n + 1)/2} ⇒ {N > (3n + 1)/2} (6.8)

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (6.8) çàäà÷à ëèíåéíîãî îöåíèâàíèÿ ñ îøèáêàìè â
èíñòðóìåíòàëüíûõ ïåðåìåííûõ (6.7) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê çàäà÷à
ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà { îöåíêà íåèçâåñòíîé ìàòðèöû A , îïðåäåëÿåìîé
ñîîòíîøåíèÿìè

W^ = AWN^ + ζ,

ζ , ε^ − AεN^, k = 1, N,
(6.9)

ãäå êàæäûé ñòîëáåö ñëó÷àéíîé ìàòðèöû ζ ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì n -
ìåðíûì ñëó÷àéíûì âåêòîðîì, èìåþùèìè çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ N(θn1, Σζ) ,
ãäå Σζ ∈ Mn×n { êîâàðèöèîííàÿ ìàòðèöà, çàâèñèò îò ìàòðèöû ïàðàìåòðîâ
A ÄÑ (6.3).

Σζ = Σ + AΣAT, (6.10)

Çàäà÷à îöåíèâàíèÿ (6.9) íå ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé êëàññè÷åñêîãî ðåãðåññèîííîãî
àíàëèçà (òîëüêî ïîõîæà), åå ðàçðåøèìîñòü ïðîáëåìàòè÷íà. Ìîæíî ïîêàçàòü,
÷òî ïðè óñëîâèè êîììóòàòèâíîñòè ìàòðèö A è (AΣ)T èìåþò ìåñòî
ðàâåíñòâà
|Σ + AΣAT| = |Σ||In + AAT| ,
(Σ + AΣAT)−1 = (In + AAT)−1(Σ)−1 .
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Ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ (ÔÏ) çàäà÷è ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà (6.9), (6.10)
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå:

J(A, Σζ|W^WN^) ∼
∼ |Σζ|−

N
2 exp[−1

2tr((W^ − AWN^)(W^ − AWN^)
TΣ−1

ζ )] =

= |Σ|−N
2 ||In + AAT|−N

2×
× exp[−1

2tr((W^ − AWN^)(W^ − AWN^)
T(In + AAT)−1Σ−1)]

(6.11)

ãäå tr[M ] { ñëåä ìàòðèöû M , à W^ è WN^ { ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíûõ
ìàòðèö W^ è WN^ ñîîòâåòñòâåííî.
Ðåàëèçàöèÿ Â îöåíêè ìàòðèöû íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ A îïðåäåëåíà
ðàâåíñòâîì

Â = W^W
+
N^

, (6.12)

ãäå W +
N^
{ìàòðèöà, ïñåâäîîáðàòíàÿ ïî îòíîøåíèþêìàòðèöå WN^ . Ðåàëèçà-

öèÿ îöåíêè è îöåíêà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ ìàòðèöû ïàðàìåòðîâ
A â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñîâïàäàåò ñ åå îöåíêîé, ïîëó÷åííîé ìåòîäîì
íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ:

Â(ω) , W^W+
N^

.
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Ïðåäñòàâèì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü (??), (??) â ñëåäóþùåì âèäå:

X̃n+1 = a0X̃n ,

Ỹn+1 = a1Ỹn + b1X̃n ,

ãäå X̃n+1 è Ỹn+1 { çíà÷åíèÿ âåêòîðîâ ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû â ìîìåíò âðåìåíè
tn+1 , Xk è Yk { íàáëþäàåìûå çíà÷åíèÿ âåëè÷èí X̃k è Ỹk .
Ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé ÄÑ ïðèìåò âèä(

X̃k+1

Ỹk+1

)
=

(
a0 0
b1 a1

)(
X̃k

Ỹk

)
(6.13)

Ìàòðèöà ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû èìååò íèæíåòðåóãîëüíûé âèä.
Çàäà÷ó èäåíòèôèêàöèè ìîæíî ðàçáèòü íà äâå íåçàâèñèìûå ïîäçàäà÷è:
íàõîæäåíèå îöåíêè ïàðàìåòðà a0 , è íàõîæäåíèå îöåíîê ïàðàìåòðîâ a1 è
b1 .
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Òðè ýòàïà ðåøåíèÿ çàäà÷è ïàðàìåòðè÷åñêîé èäåíòèôèêàöèè ÄÑ (6.13):
1) íàéòè òî÷å÷íûå îöåíêè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè;
2) ïðîâåðèòü ñòàòèñòè÷åñêóþ ãèïîòåçó î âèäå çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àé-
íûõ âîçìóùåíèé;
3) íàéòè çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè è ïîñòðîèòü äîâåðèòåëü-
íûå èíòåðâàëû äëÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè.
Â ñëó÷àå, åñëè ïðîâåðêà ñòàòèñòè÷åñêîé ãèïîòåçû î âèäå çàêîíà ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé ïîêàçàëà, ÷òî ãèïîòåçà î íîðìàëüíîì ðàñïðå-
äåëåíèè ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé îòêëîíåíà, ðåøèòü çàäà÷ó ïàðàìåòðè÷åñêîé
èäåíòèôèêàöèè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè (6.13) ïðåäëîæåííûì äàëåå ìåòîäîì
íå óäàåòñÿ.
Â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå è óñëîâèÿ
ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòà.
Åñëè ñ çàäàííûì óðîâíåì çíà÷èìîñòè íåò îñíîâàíèé äëÿ îòêëîíåíèÿ
îñíîâíîé ãèïîòåçû î òîì, ÷òî ìàòðèöû-ñòðîêè íåâÿçîê ε, η , îïðåäåëåííûå
ðàâåíñòâàìè (6.23), ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöàìè ðåàëèçàöèé íîðìàëüíûõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí.
Ïîëó÷åííûå äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû ìîãóò ñëóæèòü îñíîâîé äëÿ îöåíêè
âåðîÿòíîñòè ðåàëèçàöèè ðàçëè÷íûõ ñöåíàðèåâ ðàçâèòèÿ êëåòî÷íûõ ïîïóëÿ-
öèé.
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6.1. Îñíîâíûå ïðèíöèïû
áàéåñîâñêîãî ïîäõîäà

Â òåîðèè ñòàòèñòè÷åñêèõ âûâîäîâ èñïîëüçóþòñÿ äâà îñíîâíûõ íàïðàâëåíèÿ:
<êëàññè÷åñêèé> ïîäõîä, ðàçâèòûé â ðàáîòàõ Äæ. Íåéìàíà, Å.Ñ. Ïèðñîíà è
äð., èñïîëüçóåìûé ïðè âûáîðêàõ áîëüøîãî îáúåìà, è áàéåñîâñêèé ïîäõîä,
îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè òåîðåìû Áàéåñà, ÷àñòî èñïîëüçóåìûé ïðè
íåáîëüøèõ îáúåìàõ äàííûõ è ïðè íåèçâåñòíîé êîâàðèöèîííîé ìàòðèöå Σ .
Áàéåñîâñêèé ïîäõîä ïðèìåíÿåòñÿ â îñíîâíîì äëÿ îöåíèâàíèÿ áèîëîãè÷åñêèõ
è ýêîíîìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ, ïðè îãðàíè÷åííîì îáúåìå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
äàííûõ.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿôóíêöèéïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ïàðàìåòðîâ
a0, a1, b1 ìîäåëè (6.13) âîñïîëüçóåìñÿ áàéåñîâñêèì ïîäõîäîì è òåîðèåé
èíâàðèàíòíîñòè Äæåôôðèñà
Ã.Äæåôôðèñ Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé (Jeffreys H. The theory of probability.
Oxford, 1939).
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Îñíîâíûå ñâåäåíèÿ î áàéåñîâñêîì ïîäõîäå äëÿ îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ.
Ïîäõîä ê èíòåðïðåòàöèè èñòèííûõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè îñíîâàí íà èñïîëü-
çîâàíèè èìåþùåéñÿ àïðèîðíîé èíôîðìàöèè îá èçó÷àåìîì îáúåêòå è ïå-
ðåñìîòðå ýòîé èíôîðìàöèè ñ ó÷åòîì ïîëó÷àåìûõ âûáîðî÷íûõ äàííûõ îá
èññëåäóåìîì îáúåêòå.
Ïîëàãàþò, ÷òî òî÷íîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðîâ íåèçâåñòíî, è îíè ÿâëÿþòñÿ
ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ñ êàêèìè-òî çàðàíåå çàäàííûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè.
Ñëó÷àéíîñòü ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê íåîòúåìëåìîå ñâîéñòâî îáúåêòà, ïðèñóùåå
åìó ïî ñàìîé ïðèðîäå (èììàíåíòíîå ñâîéñòâî).
Ñàì ôèçè÷åñêèé îáúåêò ïîñòîÿííî ïîäâåðæåí ñëó÷àéíûì ôèçè÷åñêèì
èçìåíåíèÿì.
Ñëó÷àéíîñòü ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ìåðó íåçíàíèÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò
ïðîâîäèòü ðàññóæäåíèÿ â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè.
Èäåÿ áàéåñîâñêîãî ïîäõîäà:
îáúåäèíÿÿ àïðèîðíóþ ÔÏÐÂ âåêòîðà ïàðàìåòðîâ ñ èíôîðìàöèåé âûáîðêè
ïðè ïîìîùè òåîðåìû Áàéåñà, ïîëó÷àþò àïîñòåðèîðíóþ ÔÏÐÂ âåêòîðà
ïàðàìåòðîâ.
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Ôîðìóëà Áàéåñà äëÿ íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ìîæåò áûòü ïðåäñòà-
âëåíà â âèäå

f (θ|y) = f (θ)f (y|θ)/f(y), (6.14)

f (θ|y) { àïîñòåðèîðíàÿ ÔÏÐÂ âåêòîðà θ ïðè äàííîé ýìïèðè÷åñêîé
èíôîðìàöèè îòíîñèòåëüíî âåêòîðà y .
ÀïîñòåðèîðíàÿÔÏÐÂ ñîäåðæèò êàê àïðèîðíóþ, òàê è âûáîðî÷íóþèíôîðìà-
öèþ è èñïîëüçóåòñÿ â áàéåñîâñêîì ïîäõîäå äëÿ ïîñòðîåíèÿ âåðîÿòíîñòíûõ
óòâåðæäåíèé î ïàðàìåòðå p(θ) , íàïðèìåð äëÿ ïîñòðîåíèÿ äîâåðèòåëüíûõ
èíòåðâàëîâ äëÿ ïàðàìåòðîâ.
f (y|θ) { óñëîâíàÿÔÏÐÂíîâûõíàáëþäåíèé y ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ
ïàðàìåòðà θ , ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ôóíêöèÿ îò âòîðîãî àðãóìåíòà θ ïðè
ôèêñèðîâàííîì ïåðâîì àðãóìåíòå, è ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ
ïàðàìåòðà p(θ) .
f (θ) { àïðèîðíàÿ ÔÏÐÂ äëÿ âåêòîðà θ . Îíà áàçèðóåòñÿ íà ïåðâîíà÷àëüíîé
èíôîðìàöèè î âåêòîðå ïàðàìåòðîâ, ïîëó÷åííîé èç ïðåäûäóùèõ íàáëþäåíèé
èëè ìîäåëèðîâàíèÿ.
Àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå p(θ) âåêòîðà ïàðàìåòðîâ θ íåîáÿçàòåëüíî çàäà-
âàòü òî÷íî, íåîáõîäèìî òîëüêî îïðåäåëèòü ñåìåéñòâî àïðèîðíûõ ðàñïðåäå-
ëåíèé, ê êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò p(θ) .
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f (y) â ôîðìóëå (6.14) åñòü ÔÏÐÂ íàáëþäåíèé y äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ
çíà÷åíèé ïàðàìåòðà θ .
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ÔÏÐÂ íàáëþäåíèé y äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïàðàìå-
òðà θ èìååò âèä

f (y) =

∫ ∞

−∞
f (θ)f (y|θ)dθ

ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé ( f (y) = const 6= 0 ), ôîðìóëà Áàéåñà ìîæåò áûòü
çàïèñàíà â âèäå:

f (θ|y) ∼ f (θ)f (y|θ) .
Â ñëó÷àå, åñëè àïðèîðíàÿ èíôîðìàöèÿ áàçèðóåòñÿ íà äàííûõ, ïîëó÷åííûõ
ðàíåå â ðåçóëüòàòå ýêñïåðèìåíòà, òî àïðèîðíóþ ÔÏÐÂ íàçûâàþò àïðèîðíîé
ÔÏÐÂ, áàçèðóþùåéñÿ íà äàííûõ.
Åñëè äàííûõ íåò èëè èõ î÷åíü ìàëî è îíè íîñÿò ñëó÷àéíûé õàðàêòåð, òî
àïðèîðíàÿ èíôîðìàöèÿ ìîæåò ïîëó÷åíà èç òåîðåòè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé èëè
ìîäåëèðîâàíèåì.
Â ïîäîáíûõ ñëó÷àÿõ àïðèîðíóþ ÔÏÐÂ íàçûâàþò àïðèîðíîé ôóíêöèåé
ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé, íå áàçèðóþùåéñÿ íà äàííûõ.
Ïðè îòñóòñòâèè ðàíåå ïîëó÷åííûõ äàííûõ è êðàéíå îãðàíè÷åííîé èíôîðìà-
öèè îá èçó÷àåìîì ÿâëåíèè èëè îáúåêòå, ãîâîðÿò, ÷òî àïðèîðíàÿ èíôîðìàöèÿ
ÿâëÿåòñÿ <íåÿñíîé> èëè <ðàñïëûâ÷àòîé>.
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Åñëè àïðèîðíàÿ èíôîðìàöèÿ îòíîñèòñÿ ê ïàðàìåòðàì íåêîòîðîé ìîäåëè è
ÿâëÿåòñÿ <íåÿñíîé> èëè <ðàñïëûâ÷àòîé>, òî äëÿ àíàëèçà äàííûõ èñïîëüçóþò
ðàñïëûâ÷àòóþ àïðèîðíóþ ÔÏÐÂ.

Ïðàâèëà âûáîðà àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ:
1. Åñëè ïàðàìåòð ñóùåñòâóåò â èíòåðâàëå îò −∞ äî +∞ , òî åãî àïðèîðíàÿ
âåðîÿòíîñòü ñ÷èòàåì ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé.
Äàííîå ïðàâèëî äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ íåçíàíèÿ çíà÷åíèÿ ïðåäëàãàåò ïðèíÿòü

p(θ)dθ ∼ dθ, −∞ < θ < ∞,
òî åñòü p(θ) ∼ const .ÔÏÐÂ ÿâëÿåòñÿ íåñîáñòâåííîé:∫ ∞

−∞
p(θ)dθ = ∞.

2. Åñëè ïàðàìåòð θ ñóùåñòâóåò â èíòåðâàëå îò 0 äî +∞ , òî àïðèîðíàÿ
âåðîÿòíîñòü åãî ëîãàðèôìà äîëæíà ñ÷èòàòüñÿ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé:
ϑ = log(θ) .
Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ íåçíàíèÿ çíà÷åíèÿ ïðèíèìàåì ïðàâèëî:

p(ϑ)dϑ ∼ dϑ,−∞ < ϑ < ∞,
ãäå ϑ = log(θ) .
Ïîñêîëüêó dϑ = dθ/θ , ìîæíî çàïèñàòü

p(θ)dθ ∼ dθ/θ, 0 < θ < ∞ .
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6.2. Íàõîæäåíèå òî÷å÷íûõ îöåíîê
ïàðàìåòðîâ ëèíåéíîé ìîäåëè

Äëÿ íàõîæäåíèÿ òî÷å÷íûõ îöåíîê â0 , â1 , b̂1 ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ïàðàìå-
òðîâ a0 , a1 , b1 çàïèøåì ìîäåëü (6.13) â âèäå:(

X2k

Y2k

)
=

(
a0 0
b1 a1

)(
X2k−1
Y2k−1

)
+

(
ε
η

)
, (6.15)

ãäå ìàòðèöû-ñòðîêè

ε = (ε1, . . . , εN) ∈ M1×N(R),

η = (η1, . . . , ηN) ∈ M1×N(R),
(6.16)

ÿâëÿþòñÿ ðåàëèçàöèÿìè ñëó÷àéíûõ îøèáîê íàáëþäåíèÿ, îáóñëîâëåííûõ
êàê ñëó÷àéíûìè âîçìóùåíèÿìè ñàìîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, òàê è
ïîãðåøíîñòÿìè â ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ (âîçìóùåíèÿìè).

17



• First • Prev • Next • Last • Go Back • Full Screen • Close • Quit

Çàäà÷ó èäåíòèôèêàöèè ìàòðèöû ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû ðàçáèâàþò íà äâå
íåçàâèñèìûå ïîäçàäà÷è.

Ñ÷èòàÿ, ÷òî Xk+1 çàâèñèò òîëüêî îò Xk , ðàçäåëèì ìàññèâ ýêñïåðèìåíòàëü-
íûõ äàííûõ íà äâà.

Ñíà÷àëà ñôîðìèðóåì ìàññèâû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ äëÿ íàõîæäåíèÿ
îöåíêè ïàðàìåòðà a0 , çàòåì ìàññèâû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ äëÿ
íàõîæäåíèÿ îöåíîê ïàðàìåòðîâ a1 è b1 .

Ôîðìèðóåì äâóõòî÷å÷íûåøàáëîíû äëÿ ïåðâîãî è âòîðîãî óðàâíåíèÿÄÑ (6.1)
â óçëàõ êîòîðûõ èçâåñòíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå çíà÷åíèÿ âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ
ÄÑ X2n−1, X2n è Y2n−1, Y2n â ìîìåíòû ôèêñàöèè t2n−1 è t2n ñîîòâåòñòâåí-
íî, t2n−1 = (2n− 1)∆t , t2n = 2n∆t .
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Ìàññèâû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ äëÿ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ÄÑ èìåþò âèä:

X^ , (X2, X4, . . . , X2N) ∈ M1×N(R),

XN^ , (X1, X3, . . . , X2N−1) ∈ M1×N(R).
(6.17)

Cîãëàñíî (6.15) è (6.17)
X^ = a0XN^ + ε , (6.18)

ãäå ìàòðèöà-ñòðîêà ε îïðåäåëåíà â (6.16).
Ðåàëèçàöèÿ îöåíêè ïàðàìåòðà a0 ÌÍÊ ìîæåò èìååò âèä:

â0 = X^X
+
N^

, (6.19)

ãäå X+
N^

{ ìàòðèöà, ïñåâäîîáðàòíàÿ ïî îòíîøåíèþ ê ìàòðèöå XN^ ,
îïðåäåëåííîé â (6.17).
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Ìàññèâû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ äëÿ âòîðîãî óðàâíåíèÿ ÄÑ èìåþò âèä:

Y^ , (Y2, Y4, . . . , Y2N) ∈ M1×N(R),

YN^ , (Y1, Y3, . . . , Y2N−1) ∈ M1×N(R).

Z ,

Y1, Y3, . . . , Y2N−1

X1, X3, . . . , X2N−1

 =

YN^

XN^

 ∈ M2×N(R).

(6.20)

è ñîãëàñíî (6.15), (6.20) ïîëó÷àåì

Y^ = (a1, b1)Z + η, (6.21)

ãäå ìàòðèöà-ñòðîêà η îïðåäåëåíà â (6.16). Ðåàëèçàöèÿ îöåíêè ïàðàìåòðîâ
èìååò âèä: a1 , b1 :

(â1, b̂1) = Y^Z
+, (6.22)

ãäå Z+ | ìàòðèöà, ïñåâäîîáðàòíàÿ ïî îòíîøåíèþ ê ìàòðèöå Z , îïðåäå-
ëåííîé â (6.20).

20



• First • Prev • Next • Last • Go Back • Full Screen • Close • Quit

6.3. Ïðîâåðêà ñòàòèñòè÷åñêîé
ãèïîòåçû î âèäå çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ

ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé
Íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü ñòàòèñòè÷åñêóþ ãèïîòåçó H0 î òîì, ÷òî íåâÿçêè

ε ≡ (ε1, . . . , εN) , X^ − a0XN^,

η ≡ (η1, . . . , ηN) , Y^ − (a1, b1)Z,
(6.23)

ãäå ìàòðèöû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ X^, XN^, Y^, Z îïðåäåëåíû ðàâåí-
ñòâàìè (6.17), (6.20), ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðåàëèçàöèèíîðìàëüíûõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí.
Ñòàíäàðòíîé àëüòåðíàòèâíîé ãèïîòåçû î òîì, ÷òî íåâÿçêè íå ÿâëÿþòñÿ
ðåàëèçàöèÿìè íîðìàëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.
Èñïîëüçóåì êðèòåðèé Êîëìîãîðîâà â ìîäèôèêàöèè Òþðèíà Þ.Í., àäàïòèðî-
âàííûé ê âûáîðêàì ìàëîãî îáúåìà.
1. Òþðèí Þ.Í. "Íåïàìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ñòàòèñòèêè. Ì.: Çíàíèå, 1978."
2. Òþðèí Þ.Í. "Î ïðåäåëüíîì ðàñïðåäåëåíèè Êîëìîãîðîâà { Ñìèðíîâà äëÿ
ñëîæíîé ãèïîòåçû", Èçâåñòèÿ ÀÍ ÑÑÑÐ. Ìàòåìàòèêà. 1984. Ò. 48, ¹ 6.
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Ìåðà ðàñõîæäåíèÿ ìåæäó òåîðåòè÷åñêèì è ýìïèðè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì {
ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå àáñîëþòíîé ðàçíîñòè ìåæäó òåîðåòè÷åñêîé ÔÐÂ
F (x) è ýìïèðè÷åñêîé ÔÐÂ Fn(x) :

Dn = sup
−∞<x<∞

|F (x)− Fn(x)| . (6.24)

Ðàñïðåäåëåíèå ñòàòèñòèêè êðèòåðèÿ Dn ïðè ãèïîòåçå H0 íå çàâèñèò îò âèäà
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) (òåîð. Êîëìîãîðîâà), è åñëè ôóíêöèÿ F (x)
íåïðåðûâíà, òî ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì λ > 0
limn→∞ P (

√
nDn ≤ λ) = K(λ) =

∑∞
j=−∞ ((−1)j exp(−2j2λ2)) .

Âåëè÷èíà sup
−∞<x<∞

|F (x)− Fn(x)| èìååò ïîðÿäîê 1/
√

n , â êà÷åñòâå ñòàòè-

ñòèêè èñïîëüçóþò âåëè÷èíó
√

nDn .
Ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ K(λ) èñïîëüçóåòñÿ ïðè n ≥ 20 ,
êðèòè÷åñêàÿ ãðàíèöà λα/

√
n .

Ïðè çàäàííîì óðîâíå çíà÷èìîñòè α , êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå λα íàõîäÿò èç
ñîîòíîøåíèÿ 1−K(λα) = α .
Äëÿ ìàëûõ âûáîðîê èñïîëüçóþò ìîäèôèöèðîâàííóþ ôîðìó ñòàòèñòèêè
(Òþðèí Þ.Í.), êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå λα îïðåäåëÿþò ïî òàáëèöå [1].
Dn

(√
N − 0, 01 + 0,85√

N

)
,
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Àëãîðèòì ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêîé ãèïîòåçû î íîðìàëüíîì
ðàñïðåäåëåíèè íåâÿçîê

Àëãîðèòì ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêîé ãèïîòåçû H0 î òîì, ÷òî íåâÿçêè
ðàñïðåäåëåíû ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó ñ íåèçâåñòíûìè ïàðàìåòðàìè. .
1. Ïîñòðîåíèå òåîðåòè÷åñêîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) è ýìïèðè÷å-
ñêîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ Fn(x) . Îïòèìàëüíîé îöåíêîé äëÿ çíà÷åíèÿ
êàæäîé òî÷êå x òåîðåòè÷åñêîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) ÿâëÿåòñÿ
çíà÷åíèå â ýòîé òî÷êå ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Fn(x) , êîòî-
ðîå ìîæíî ñ÷èòàòü ðàâíûì îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòå ïðîèçâîëüíîãî ñîáûòèÿ â
n èñïûòàíèÿõ
2. Îïðåäåëåíèå ñòàòèñòèêè êðèòåðèÿ Dn ñîãëàñíî ðàâåíñòâó (6.24) è
âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû λ â ìîäèôèöèðîâàííîé ôîðìå

λ = Dn

(√
N − 0, 01 +

0, 85√
N

)
.

3. Çàäàíèå óðîâíÿ çíà÷èìîñòè α è îïðåäåëåíèå êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ λα

êðèòåðèÿ Êîëìîãîðîâà â ìîäèôèêàöèè Òþðèíà ïî òàáëèöå
4. Ïðèìåíåíèå ðåøàþùåãî ïðàâèëà: åñëè λ > λα , òî îñíîâíàÿ ãèïîòåçà
H0 îòêëîíÿåòñÿ, åñëè λ ≤ λα , òî ãèïîòåçà H0 íå ïðîòèâîðå÷èò äàííûì è
ñ óðîâíåì çíà÷èìîñòè α íåò îñíîâàíèé äëÿ åå îòêëîíåíèÿ.
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Ïðèìåð.
Ðàññìîòðèì ìàòðèöó ñòðîêè íåâÿçîê ε , îïðåäåëåííîé â (6.23).
1. Âû÷èñëåíèå âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî

ε̄ ,
1

N

N∑
k=1

εk

è èñïðàâëåííîé âûáîðî÷íîé äèñïåðñèè

S2 ,
1

N − 1

N∑
k=1

(εk − ε̄)
2

ìàòðèöû-ñòðîêè íåâÿçîê ε .
2. Öåíòðèðîâàíèå èíîðìèðîâàíèå ýëåìåíòîâìàòðèöû-ñòðîêè ε , ñîðòèðîâêà
÷èñåë

εk − ε̄

S
, k = 1, N ,

â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ.
3. Îïðåäåëåíèå ïî òàáëèöàì çíà÷åíèÿ F (yn) , n = 1, N ôóíêöèè ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî çàêîíà, ãäå ÷åðåç yn , n = 1, N , îáîçíà÷åí
n -ûé ýëåìåíò óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà, ïîëó÷åííîãî â ïóíêòå 2.
4. Âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ ñòàòèñòèêè êðèòåðèÿ

λ , max
n

∣∣ F (yn)− n
N

∣∣ (√N − 0, 01 +
0, 85√

N

)
.
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5. Ïðèìåíåíèå ðåøàþùåãî ïðàâèëà. Ïðè óðîâíå çíà÷èìîñòè α = 0, 05
è ïîðîãîâîì çíà÷åíèè êâàíòèëÿ λα = 0, 895 âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì
ðåøàþùèì ïðàâèëîì:
åñëè λ ≤ λα , òî íåò îñíîâàíèé äëÿ îòêëîíåíèÿ îñíîâíîé ãèïîòåçû;
åñëè λ > λα , òî ñëåäóåò îòêëîíèòü îñíîâíóþ ãèïîòåçó â ïîëüçó êîíêó-
ðèðóþùåé è âåðíóòüñÿ ê àíàëèçó ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ è óòî÷íåíèþ
èñïîëüçóåìîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè.

Åñëè ñ çàäàííûì óðîâíåì çíà÷èìîñòè íåò îñíîâàíèé äëÿ îòêëîíåíèÿ îñíîâ-
íîé ãèïîòåçû î òîì, ÷òî ìàòðèöû-ñòðîêè íåâÿçîê ε, η , ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöàìè
ðåàëèçàöèé íîðìàëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, òî ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî áàéå-
ñîâñêèå àïîñòåðèîðíûå çàêîíûðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ a0, a1, b1 , ïîñòðî-
åííûå ñ ó÷åòîì òåîðèè èíâàðèàíòíîñòè Äæåôôðèñà, ÿâëÿþòñÿ îáîáùåííûìè
ðàñïðåäåëåíèÿìè Ñòüþäåíòà.
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6.4. Çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ
è èõ èíòåðâàëüíîå îöåíèâàíèå

Íà òðåòüåì ýòàïå ðåøåíèÿ çàäà÷è ïàðàìåòðè÷åñêîé èäåíòèôèêàöèè ìàòåìà-
òè÷åñêîé ìîäåëè (6.13) íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü èíòåðâàëüíûå îöåíêè ïàðàìå-
òðîâ ìîäåëè. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíòåðâàëüíûõ îöåíîê ïàðàìåòðîâ a0 , a1 , b1

íåîáõîäèìî çíàòü ïàðàìåòðû ñîîòâåòñòâóþùèõ çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèÿ.
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Ïîñòðîåíèå ôóíêöèè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé
ïàðàìåòðà a0

Cîãëàñíî (6.15) è (6.18)
X^ = a0XN^ + ε ,
ãäå a0 { èäåíòèôèöèðóåìûé ïàðàìåòð, ìàòðèöà-ñòðîêà ε îïðåäåëåíà
ðàâåíñòâîì (6.16), à ìàòðèöû-ñòðîêè

X^ , (X2, X4, . . . , X2N ] ∈ M1×N(R) ,
XN^ , (X1, X3, . . . , X2N−1] ∈ M1×N(R) ,

ïðåäñòàâëÿþò èñïîëüçóåìóþ âûáîðêó.
Ýëåìåíòû ìàòðèö-ñòðîê XN^ è X^ ÿâëÿþòñÿ ðåàëèçàöèÿìè íåçàâèñèìûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, áóäåì îáîçíà÷àòü èõ xN^

k (k = 1, N) è x^

k (k = 1, N)
ñîîòâåòñòâåííî. Çàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ X^ åñòü ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ îò XN^

ñ òî÷íîñòüþ äî ñëó÷àéíîãî âîçìóùåíèÿ ε .
Ïðèìåì äîïóùåíèå, ÷òî âñå xN^

k ýëåìåíòû ìàòðèöû XN^ ÿâëÿþòñÿ
ôèêñèðîâàííûìè íåñòîõàñòè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè.
Â ñëó÷àå, åñëè ãèïîòåçà î òîì, ÷òî ìàòðèöà-ñòðîêà íåâÿçîê ε̂ , îïðåäåëåííàÿ
ïåðâûì ðàâåíñòâîì (6.23), ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ðåàëèçàöèé íîðìàëüíûõ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì, íå áûëà îòêëîíåíà,
âîñïîëüçóåìñÿ îñíîâíûìè ïîëîæåíèÿìè ðåãðåññèîíîãî àíàëèçà.
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Íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû (âîçìóùåíèÿ) {εk , k = 1, N} èìåþò
ðàñïðåäåëåíèå N(0, σ2) ( ∀k = 1, N M(εk) ≡ 0 , D(εk) = const ≡ σ2 ,
M(εkεj) ≡ 0 ïðè k 6= j .
σ2 îïðåäåëÿåò âîçäåéñòâèå íåó÷òåííûõ ñëó÷àéíûõ ôàêòîðîâ è îøèáîê â ÄÑ
(6.1).
Âûáîðî÷íàÿ îñòàòî÷íàÿ äèñïåðñèÿ S2

ε { íåñìåùåííàÿ îöåíêà σ2

S2
ε =

(X^ − â0XN^)(X^ − â0XN^)
T

N − 1
=

ε̂ε̂T

(N − 1)
=

∑N
k=1 ε̂2

k

N − 1
,

ãäå ε̂k = x^

k − â0xN^

k { âûáî÷íàÿ îöåíêà ðåàëèçàöèè ñë. âîçìóùåíèÿ εk

(îñòàòîê ðåãðåññèè).
Ïðè ïîñòðîåíèè ÔÏÐÂ ïàðàìåòðà a0 äëÿ îöåíêè ïàðàìåòðà â0 ïðèìåíèì
ÌÍÊ (áåç èñïîëüçîâàíèÿ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö).
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Îáîçíà÷èì ñóììó êâàäðàòîâ îòêëîíåíèé ðàñ÷åòíûõ çíà÷åíèé ñîñòîÿíèÿ
â0XN^ îò èõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ çíà÷åíèé X^ ÷åðåç S2 :

S2 = (X^ − â0XN^)(X^ − â0XN^)
T = ε̂ε̂T. (6.25)

S2 { ïðîïîðöèîíàëüíóþ îöåíêå äèñïåðñèè.
Îöåíêà ïàðàìåòðà a0 ÌÍÊ ïðåäïîëàãàåò, ÷òî âåëè÷èíà ε̂ε̂T =

∑N
k=1(ε̂

2
k)

ìèíèìèçèðóåòñÿ. Èìååì

S2 = εε̂T = (X^ − â0XN^)(X^ − â0XN^)
T =

= X^X
T
^
− â0XN^X

T
^
−X^X

T
N^

â0 + â0XN^X
T
N^

â0 =
= X^X

T
^
− 2â0X^X

T
N^

+ (â0)2XN^X
T
N^

,
(6.26)

â0XN^X
T
^

= X^X
T
N^

â0, òàê êàê XN^X
T
^

=

N∑
k=1

(xN^

k x^

k) è â0 ÿâëÿþòñÿ

ñêàëÿðíûìè âåëè÷èíàìè.

29



• First • Prev • Next • Last • Go Back • Full Screen • Close • Quit

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ýêñòðåìóìà ïðîäèôôåðåíöèðóåì ôóíêöèþ S2(a0) è ïîëó-
÷èì

dS2/da0 = −2X^X
T
N^

+ 2â0XN^X
T
N^

= 0.
Îòñþäà X^X

T
N^

= â0XN^X
T
N^
. Ðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî â0 ,

íàéäåì
â0 = X^X

T
N^

(XN^X
T
N^

)−1 ≡ X^X
+
N^

. (6.27)

Ïîñêîëüêó XN^X
T
N^

> 0 , òî íàéäåííîå çíà÷åíèå â0 ñîîòâåòñòâóåò
ìèíèìóìó ôóíêöèè S2(a0) .
Ñîâìåñòíàÿ àïîñòåðèîðíàÿ ÔÏÐÂ ïàðàìåòðà a0 è äèñïåðñèè σ2 ñîãëàñíî
òåîðåìå Áàéåñà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

f (a0, σ2|X^, XN^) ∼ f (a0, σ2)f (X^|XN^, a
0, σ2), (6.28)

f (X^|XN^, a
0, σ2) { óñëîâíàÿ ÔÏÐÂ íîâûõ íàáëþäåíèé X^ ïðè îïðåäå-

ëåííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a0 , σ2 è XN^ , ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ÔÏ;
f (a0, σ2) { ñîâìåñòíàÿ àïðèîðíàÿ ÔÏÐÂ âåëè÷èí a0 è σ2 .
Çíàê ∼ îáîçíà÷àåò ïðîïîðöèîíàëüíîñòü, êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíî-
ñòèìîæåò áûòü íàéäåí èç óñëîâèé íîðìèðîâêè ïîñëå îïðåäåëåíèÿ îñòàëüíûõ
ïàðàìåòðîâ ñîâìåñòíîé àïîñòåðèîðíîé ÔÏÐÂ.
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Àïîñòåðèîðíàÿ ÔÏÐÂ èìååò âèä:

f (X^|XN^, a
0, σ2) ∼

∼ (σ2)
−N

2 exp[− 1

2σ2
(X^ − a0XN^)(X^ − a0XN^)

T],
(6.29)

tr(X^ −XN^a
0)(X^ −XN^a

0)T { ñëåä ìàòðèöû S2 ;
σ2 { âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ;
îøèáêè {εi} ðàñïðåäåëåíû íîðìàëüíî;
çíà÷åíèÿ a0 , XN^ , σ2 çàäàíû.
Ó÷èòûâàÿ (6.25) è (6.27), âûðàæåíèå (X^ − a0XN^)(X^ − a0XN^)

T ïðèìåò
âèä:

(X^ − a0XN^)(X^ − a0XN^)
T =

= {(X^ − â0XN^)− (a0 − â0)XN^}{(X^ − â0XN^)− (a0 − â0)XN^}T =
= (X^ − â0XN^)(X^ − â0XN^)

T + (a0 − â0)2(XN^X
T
N^

) =
= S2 + (a0 − â0)2(XN^X

T
N^

).
(6.30)

Ñîâìåñòíàÿ ÔÏ äëÿ ïàðàìåòðà a0 è äèñïåðñèè σ2 çàäàåòñÿ êàê ÔÏÐÂ
ñîâìåñòíîãî ïîÿâëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ âûáîðêè xN^

k , x^

k , k = 1, N :

l(a0, σ2|XN^, X^) =

N∏
k=1

f (xN^

k , x^

k |a0, σ2) .
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Ðàññìîòðèì ÔÏÐÂ f (X^|XN^, a
0, σ2) êàê ôóíêöèþ îò a0 è σ2 ïðè

ôèêñèðîâàííûõ X^ è XN^ . Ó÷èòûâàÿ (6.30), ïîëó÷èì ÔÏ äëÿ a0 è σ2 :

l(a0, σ2|XN^, X^) ∼ (σ2)
−N

2 exp

[
−S2 − (a0 − â0)2(XN^X

T
N^

)

2σ2

]
(6.31)

Äîïóùåíèÿ (ñîãëàñíî Äæåôôðèñó).
1. f (a0, σ2) { ñîâìåñòíàÿ àïðèîðíàÿ ÔÏÐÂ, ðàñïëûâ÷àòàÿ.
2. Ïàðàìåòð a0 è âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ σ2 íåçàâèñèìî ðàñïðåäåëåíû,
f (a0, σ2) = f (a0)f (σ2) .
3. Àïðèîðíàÿ ÔÏÐÂ ïàðàìåòðà a0 { êîíñòàíòà (ôîðìàëüíî î çíà÷åíèè
ïàðàìåòðà a0 íè÷åãî ñêàçàòü íåëüçÿ, a0 ∈ (−∞, +∞) ).

f (a0) = const. (6.32)

Äàííîå äîïóùåíèÿ íå îãðàíè÷èâàåò îáùíîñòè, òàê êàê ñîâìåñòíàÿ àïîñòå-
ðèîðíàÿ ÔÏÐÂ áóäåò íàéäåíà ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû.
4. Àïðèîðíàÿ ÔÏÐÂ äëÿ σ ( σ2 ∈ (0, +∞) ) èìååò âèä :

f (σ2) ∼ 1

σ
. (6.33)
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Ñ ó÷åòîì (6.31), (6.32) è (6.33) âûðàæåíèå (6.28) ïðèìåò âèä

f (a0, σ2|X^, XN^) ∼ (σ2)
−N+1

2 exp[(−S2 + (a0 − â0)2(XN^X
T
N^

)

2σ2
]. (6.34)

Ïîëàãàåì χ = σ−2 , âûðàæåíèå (6.34) ìîæíî ïðåäñòàâèòü:

f (a0, χ|X^, XN^) ∼ (χ)
N+1

2 exp[−(S2 + (a0 − â0)2(XN^X
T
N^

))χ

2
]. (6.35)

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ àïîñòåðèîðíîé ÔÏÐÂ ïàðàìåòðà a0 íåîáõîäèìî ïðîèíòå-
ãðèðîâàòü (6.35) ïî χ .
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

f (a0|X^, XN^) ∼ (S2 + (XN^X
T
N^

)(a0 − â0)2)−
N
2 ×

×
∫ ∞

0

χ
N−1

2 exp[−χ
2 (S

2 + (a0 − â0)2(XN^X
T
N^

))]

(S2 + (a0 − â0)(XN^XT
N^

)2)−N/2
dχ.

(6.36)
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Ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ïàðàìåòðà a0 èìååò
âèä:

f (a0|X^, XN^) ∼ {S2 + (a0 − â0)2(XN^XN^

T)}−N
2 , (6.37)

ãäå
S2 , (X^ − â0XN^)(X^ − â0XN^)

T ≡ ε̂ε̂T .
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Ïîñòðîåíèå ôóíêöèé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé
ïàðàìåòðîâ ìîäåëè a1 è b1

Ñîãëàñíî (6.21) âåêòîð ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïðåäñòàâëåí â âèäå:
Y^ = (a1, b1)Z + η ,
ãäå ìàòðèöà-ñòðîêà η = (η1, . . . , ηN) ∈ N1×N(R) ÿâëÿåòñÿ ðåàëèçàöèåé
ñëó÷àéíîãî âîçìóùåíèÿ;
ìàòðèöà-ñòðîêà Y^ è ìàòðèöà Z îïðåäåëåíû â (6.20):

Y^ , (Y2, Y4, . . . , Y2N) ∈ M1×N(R),

Z ,

YN^

XN^

 ∈ M2×M(R),

YN^ , (Y1, Y3, . . . , Y2N−1) ∈ M1×N(R),

XN^ , (X1, X3, . . . , X2N−1) ∈ M1×N(R).

zk (k = 1, M) , y^

k , k = 1, N { ýëåìåíòû ìàòðèö Z è Y^ .
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Çàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ Y^ { ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ îò Z ñ òî÷íîñòüþ äî
ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîãî âîçìóùåíèÿ η .
Äîïóùåíèå. Âñå ýëåìåíòû ìàòðèöû Z ÿâëÿþòñÿ ôèêñèðîâàííûìè íåñòî-
õàñòè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè.
Ãèïîòåçà H0 {ìàòðèöà-ñòðîêà íåâÿçîê η {ìàòðèöà ðåàëèçàöèé íîðìàëüíûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (N(0, σ2) , σ2 = const { íåèçâåñòíàÿ).
Åñëè H0 íå áûëà îòêëîíåíà, òî ÑÂ ηk , k = 1, N (çàâèñèìûå ïåðåìåííûå
y^

k ) { íåçàâèñèìûå íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûå ÑÂ M(ηk) = 0 , k = 1, N è
D(ηk) = σ2, k = 1, .., N .
Äëÿ îöåíêè âåêòîðà ïàðàìåòðîâ ìîäåëè (a1, b1) ïðèìåíèì ÌÍÊ.

S2 , (Y^ − (â1, b̂1)Z)(Y^ − (â1, b̂1)Z)T = η̂η̂T =

N∑
k=1

η̂2
k, (6.38)

η̂k { âûáîðî÷íàÿ îöåíêà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ηk ,

η̂ = Y^ − (â1, b̂1)Z, (6.39)

(â1, b̂1)Z { ðàñ÷åòíûå çíà÷åíèÿ, Y^ { ýêñïåðèìåíòàëüíûå çíà÷åíèÿ ñîñòîÿ-
íèÿ, S2 { ïðîïîðöèîíàëüíà îöåíêå äèñïåðñèè σ2 .
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Îöåíêà âåêòîðà ïàðàìåòðîâ (a1, b1) ÌÍÊ ïðåäïîëàãàåò, ÷òî âåëè÷èíà S2

ìèíèìèçèðóåòñÿ:

S2 = η̂η̂T = (Y^ − (â1, b̂1)Z)(Y^ − (â1, b̂1)Z)T → min. (6.40)

Ðàñêðûâ ñêîáêè â (6.40) ïîëó÷èì:

S2 = Y^Y
T
^
− 2(â1, b̂1)ZY T

^
+ (â1, b̂1)ZZT(â1, b̂1)T. (6.41)

( Y^(â
1, b̂1)Z)T = Y^Z

T(â1, b̂1)T = (â1, b̂1)ZY T
^
, ò.ê. (â1, b̂1)ZY T

^
∈ M1×1 è

Y^ ZT(â1, b̂1)T ∈ M1×1 ). Íàõîäèì ìèíèìóì ôóíêöèè S2(â1, b̂1) .
Ïîëó÷èì: −2(ZY T

^
)T + 2((â1, b̂1))(ZZT) = 0 .

Íàõîäèì îöåíêó âåêòîðà (a1, b1) â âèäå:

(â1, b̂1) = (Y^Z
T)(ZZT)−1 = Y^Z

+, (6.42)

Ìàòðèöà ZZT ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé, íàéäåííîå çíà÷åíèå
(â1, b̂1) ñîîòâåòñòâóåò ìèíèìóìó ôóíêöèè S2 .
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Ñîâìåñòíóþ àïîñòåðèîðíóþÔÏÐÂ âåêòîðà ïàðàìåòðîâ (a1, b1) è äèñïåðñèè
σ2 ñîãëàñíî ôîðìóëå Áàéåñà ïðåäñòàâèì â âèäå:

f (a1, b1, σ2|Y^ , Z) ∼ f (a1, b1, σ2)f (Y^|Z, a1, b1, σ2), (6.43)

ãäå f (Y^|Z, a1, b1, σ2) { óñëîâíàÿ ÔÏÐÂ íîâûõ íàáëþäåíèé Y^ ïðè
îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ âåêòîðà ïàðàìåòðîâ (a1, b1) , σ2 è Z , ÔÏ;
f (a1, b1, σ2) { ñîâìåñòíàÿ àïðèîðíàÿ ÔÏÐÂ äëÿ âåêòîðà ïàðàìåòðîâ (a1, b1)
è σ2 .
Àïîñòåðèîðíàÿ ÔÏÐÂ f (Y^|Z, a1, b1, σ2) èìååò âèä:

f (Y^|Z, a1, b1, σ2) ∼
∼ (σ2)−N/2 exp[− 1

2σ2
(Y^ − (a1, b1)Z)(Y^ − (a1, b1)Z)T],

(6.44)

îøèáêè ηi ðàñïðåäåëåíû íîðìàëüíî, çíà÷åíèÿõ Z , a1, b1 è äèñïåðñèè σ2

çàäàíû.
Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå (Y^ − (a1, b1)Z)(Y^ − (a1, b1)Z)T .
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(Y^ − (a1, b1)Z)(Y^ − (a1, b1)Z)T =

= {(Y^ − (â1, b̂1)Z)− (a1 − â1, b1 − b̂1)Z} ×
×{(Y^ − (â1, b̂1)Z)− (a1 − â1, b1 − b̂1)Z}T =

= (Y^ − (â1, b̂1)Z)(Y^ − (â1, b̂1)Z)T −
− (Y^ − (â1, b̂1)Z)((a1 − â1, b1 − b̂1)Z)T −
− ((a1 − â1, b1 − b̂1)Z)(Y^ − (â1, b̂1)Z)T +

+ (a1 − â1, b1 − b̂1)ZZT(a1 − â1, b1 − b̂1)T =

= S2 −
[
(Y^ − Y^Z

T(ZZT)−1Z)((a1 − â1, b1 − b̂1)Z)T
]
−

− ((a1 − â1, b1 − b̂1)Z)(Y^ − Y^Z
T(ZZT)−1Z)T +

+ (a1 − â1, b1 − b̂1)ZZT(a1 − â1, b1 − b̂1)T.

(6.45)

Óïðîñòèì (6.45). Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå [∗]

(Y^ − Y^Z
T(ZZT)−1Z)((a1 − â1, b1 − b̂1)Z)T =

= (Y^ − (â1, b̂1)Z)((a1, b1)Z − (â1, b̂1)Z)T = η̂(η̂ − η)T.
(6.46)

Âåêòîðû η è η̂ { íåâÿçêè, âîçíèêàþùèå ïðè ðåøåíèè ÑËÀÓ (a1, b1)Z = Y^

è (â1, b̂1)Z = Y^ .
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L = span(YN^, XN^) ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, L⊥ { îðòîãîíàëüíîå äîïîë-
íåíèå, YN^ è XN^ { ñòðîêè ìàòðèöû Z , îïðåäåëåííîé â (6.20).
η̂ { ðåøåíèå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè (6.40) ÌÍÊ, âåêòîð η̂ ∈ L⊥ , âåêòîð
(η̂ − η) ∈ L , ñëåäîâàòåëüíî η̂(η̂ − η)T = 0 . Àíàëîãè÷íî:

((a1− â1, b1− b̂1)Z)(Y^ −Y^Z
T(ZZT)−1Z)T = (η̂− η)η̂T = 0 .

Â ðåçóëüòàòå âûðàæåíèå (6.45) ïðèìåò âèä:

S2 + (a1 − â1, b1 − b̂1)ZZT(a1 − â1, b1 − b̂1)T. (6.47)

ÔÏ äëÿ ïàðàìåòðîâ a1, b1 è σ2 çàäàåòñÿ êàê ÔÏÐÂ ñîâìåñòíîãî ïîÿâëåíèÿ
ðåçóëüòàòîâ âûáîðêè zk , y^

k , k = 1, N :

l(a1, b1, σ2|Z, Y^) =

N∏
k=1

f (zk, y
^

k |a1, b1, σ2).

Ïîëó÷èì ÔÏ äëÿ ïàðàìåòðîâ a1, b1 è σ2 . Ðàññìîòðèì (6.44) êàê ôóíêöèþ
îò a1, b1 è σ2 ïðè ôèêñèðîâàííûõ Y^ è Z , ó÷òåì (6.47):

l(a1, b1, σ2|Z, Y^) ∼ σ2−N
2 exp[− 1

2σ2
S2 −

− 1

2σ2
(a1 − â1, b1 − b̂1)ZZT(a1 − â1, b1 − b̂1)T].

(6.48)
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Äîïóùåíèÿ.
1. Ñîâìåñòíóþ àïðèîðíóþ ÔÏÐÂ f (a1, b1, σ2) ñ÷èòàåì ðàñïëûâ÷àòîé.
2. Ýëåìåíòû âåêòîðà (a1, b1) è äèñïåðñèÿ σ2 íåçàâèñèìî ðàñïðåäåëåíû,
f (a1, b1, σ2) = f (a1, b1)f (σ2) .
3. Àïðèîðíàÿ ÔÏÐÂ ïàðàìåòðîâ a1, b1 { êîíñòàíòà ( a1 ∈ (−∞, +∞) ,
b1 ∈ (−∞, +∞)

f (a1, b1) = const. (6.49)

4. σ2 ∈ (0, +∞) , àïðèîðíàÿ ÔÏÐÂ èìååò âèä:

f (σ2) ∼ 1

σ
. (6.50)

Ñ ó÷åòîì (6.48), (6.49) è (6.50) ñîîòíîøåíèå (6.43), îïðåäåëÿþùåå ñîâìåñò-
íóþ àïîñòåðèîðíîþ ÔÏÐÂ íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ a1 , b1 è âûáîðî÷íîé
äèñïåðñèè σ2 èìååò âèä:

f (a1, b1, σ2|Y^, Z) ∼ (σ2)
−N+1

2 ×
× exp[− 1

2σ2(S
2 + (a1 − â1, b1 − b̂1)ZZT(a1 − â1, b1 − b̂1)T)].

(6.51)
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Ïîëîæèì
χ = σ−2. (6.52)

Âûðàæåíèå (6.51) ïðèìåò âèä

f (a1, b1, χ|Y^, Z) ∼ χ
N+1

2 ×
× exp[−1

2(S
2 + (a1 − â1, b1 − b̂1)ZZT(a1 − â1, b1 − b̂1)T)χ].

(6.53)

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ àïîñòåðèîðíîé ÔÏÐÂ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè a1 è b1 íåîáõî-
äèìî ïðîèíòåãðèðîâàòü (6.53) ïî χ .
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

f (a1, b1|Y^, Z) ∼ (S2 + (δa, δb)ZZT(δa, δb)
T)−

N
2×

×
∫ ∞

0

χ
N+1

2 exp[−χ
2 (S

2 + (δa, δb)ZZT(δa, δb)
T)]

(S2 + (δa, δb)ZZT(δa, δb)T)−
N
2

dχ,
(6.54)

ãäå δa = a1 − â1 , δb = b1 − b̂1 .
Èíòåãðàë â (6.54) ñõîäèòñÿ è åãî çíà÷åíèå ðàâíî êîíñòàíòå.
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Ñîâìåñòíàÿ ÔÏÐÂ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè a1 è b1 :

f (a1, b1|Y^, Z) ∼
∼ {S2 + (a1 − â1, b1 − b̂1)ZZT(a1 − â1, b1 − b̂1)T}−N

2 ,
(6.55)

ãäå S2 , (Y^ − (â1, b̂1)Z)(Y^ − (â1, b̂1)Z)T ≡ η̂η̂T .
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Ïîñòðîåíèå ìàðãèíàëüíûõ ôóíêöèé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ
âåðîÿòíîñòåé ïàðàìåòðîâ ìîäåëè a1 è b1 .

Ðàâåíñòâî (6.21) â ïðåäñòàâèì â ìàòðè÷íîì âèäå:

Y^ = (a1, b1)Z + η = (a1, b1)

YN^

XN^

 + η. (6.56)

à ìàòðèöó ZZT | â áëî÷íîì âèäå(
YN^Y

T
N^
| YN^X

T
N^

XN^Y
T
N^
| XN^X

T
N^

)
. (6.57)
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Ñ ó÷åòîì ïðåäñòàâëåíèÿ (6.57) ôóíêöèîíàë

S2 + (a1 − â1, b1 − b̂1)ZZT(a1 − â1, b1 − b̂1)T (6.58)

â (6.55) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê ýêâèâàëåíòíîìó âèäó:

S2 + (a1 − â1, b1 − b̂1)ZZT(a1 − â1, b1 − b̂1)T =

= S2 + (a1 − â1|b1 − b̂1)

(
YN^Y

T
N^
| YN^X

T
N^

XN^Y
T
N^
| XN^X

T
N^

)(
a1 − â1

b1 − b̂1

)
=

= S2 + (a1 − â1)YN^Y
T
N^

(a1 − â1) + (b1 − b̂1)XN^Y
T
N^

(a1 − â1) +

+ (a1 − â1)YN^X
T
N^

(b1 − b̂1) + (b1 − b̂1)XN^X
T
N^

(b1 − b̂1).

(6.59)

45



• First • Prev • Next • Last • Go Back • Full Screen • Close • Quit

Âñå ñëàãàåìûå â âûðàæåíèè (6.59) ÿâëÿþòñÿ ñêàëÿðíûìè âåëè÷èíàìè,

YN^X
T
N^

=

N∑
k=1

(yN^

k xN^

k ) =

N∑
k=1

(xN^

k yN^

k ) = XN^Y
T
N^

,

XN^X
T
N^

=

N∑
k=1

(xN^

k )2, YN^Y
T
N^

=

N∑
k=1

(yN^

k )2,

Çàïèøåì âûðàæåíèå (6.59) â âèäå:

S2+(a1−â1)2YN^Y
T
N^

+2(a1−â1)(b1− b̂1)XN^Y
T
N^

+(b1− b̂1)2XN^X
T
N^

. (6.60)

Âûäåëèâ ïîëíûé êâàäðàò îòíîñèòåëüíî (b1 − b̂1) â âûðàæåíèè (6.60),
ïîëó÷èì

S2 + (a1 − â1)2YN^Y
T
N^

+ 2(a1 − â1)(b1 − b̂1)XN^Y
T
N^

+ (b1 − b̂1)2XN^X
T
N^

=

= S2 + ((b1 − b̂1) + (a1 − â1)XN^Y
T
N^

(XN^X
T
N^

)−1)2XN^X
T
N^

+
+ (a1 − â1)2(YN^Y

T
N^
−XN^Y

T
N^

(XN^X
T
N^

)−1XN^Y
T
N^

)
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Çàïèøåì ôóíêöèîíàë (6.58) â âèäå:

S2 + (a1 − â1, b1 − b̂1)ZZT(a1 − â1, b1 − b̂1)T =
= S2 + (a1 − â1)2Fa + (b1 −∆a)

2XN^X
T
N^

,
(6.61)

ãäå
Fa = YN^Y

T
N^
− YN^X

T
N^

(XN^X
T
N^

)−1XN^Y
T
N^

,

∆a = b̂1 − (a1 − â1)YN^X
T
N^

(XN^X
T
N^

)−1.
(6.62)

Ñîâìåñòíàÿ àïîñòåðèîðíàÿ ÔÏÐÂ a1 è b1 ÌÌ (6.13) èìååò âèä:

f (a1, b1|Y^, Z) ∼
∼ {S2 + (a1 − â1)2Fa + (b1 −∆a)

2XN^X
T
N^
}−N

2 .
(6.63)

Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå (6.63) êàê ôóíêöèþ îò ïàðàìåòðà b1 ïðè çàäàííîì
a1 . Ïðîèíòåãðèðóåì (6.63) ïî b1 ( Fa è ∆a îò b1 íå çàâèñÿò) ïîëó÷èì
ìàðãèíàëüíóþ àïîñòåðèîðíóþ ÔÏÐÂ a1 :∫ ∞

−∞
{S2 + (a1 − â1)2Fa + (b1 −∆a)

2XN^X
T
N^
}−N

2 db1. (6.64)
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Âûðàæåíèå (6.64) çàïèøåì â âèäå∫ ∞

−∞
(q2 + b2)−

N
2 db. (6.65)

ãäå
q2 = S2 + (a1 − â1)2Fa è b2 = (b1 −∆a)

2XN^X
T
N^
.

Ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà (6.65) âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.
1. Ïóñòü N | ÷åòíîå ÷èñëî. Îáîçíà÷èì m = N/2 , òîãäà

Im =

∫ ∞

−∞

db

(q2 + b2)m
=

1

q2

∫ ∞

−∞

(q2 + b2 − b2)db

(q2 + b2)m
=

=
1

q2

∫ ∞

−∞

db

(q2 + b2)m−1
−
[

1

2q2

∫ ∞

−∞

b d(q2 + b2)

(q2 + b2)m

]
︸ ︷︷ ︸

∗

.

Èíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì [∗] , îáîçíà÷èì Im−1 =

∫ ∞

−∞

1

(q2 + b2)m−1
db ,

ïîëó÷èì

Im =
1

q2
Im−1 −

1

2q2

b

(1−m)(q2 + b2)m−1

∣∣∣∣∞
−∞

+
1

2q2

1

(1−m)
Im−1 .

Im =
1

q2

2(1−m) + 1

2(1−m)
Im−1.

(
b

(1−m)(q2 + b2)m−1

∣∣∣∣∞
−∞

= 0

)
,
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Ïîíèçèì ñòåïåíü ïîäèíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ äî m = 1 , ÷òî ñîîòâåòñòâó-
åò N = 2 . Ïîëó÷èì

Im =
1

(q2)m−1

m−1∏
i=1

2(i−m) + 1

2(i−m)

∫ ∞

−∞

db

(q2 + b2)
=

=
1

(q2)m−1

m−1∏
i=1

2(i−m) + 1

2(i−m)

1

q
arctg(

b

q
)

∣∣∣∣∞
−∞

=

=
1

(q2)m−1/2
K,

(6.66)

ãäå

m− 1

2
=

N − 1

2
, K = π

m−1∏
i=1

2(i−m) + 1

2(i−m)
.
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2. Ïóñòü N | íå÷åòíîå ÷èñëî.

Îáîçíà÷èì
N

2
=

2m + 1

2
= m +

1

2
, òîãäà

Im =

∫ ∞

−∞

1

(q2 + b2)m+1/2
db =

=
b

q2(2m− 1)(q2 + b2)m−1/2

∣∣∣∣∞
−∞

+
2m− 2

q2(2m− 1)

∫ ∞

−∞

db

(q2 + b2)m−1/2
.

(6.67)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
b

q2(2m− 1)(q2 + b2)m−1/2

∣∣∣∣∞
−∞

= 0, çàïèøåì (6.67) â âèäå

Im =
2m− 2

q2(2m− 1)
Im−1 ,

ãäå Im−1 =

∫ ∞

−∞

db

(q2 + b2)m−1/2
.
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Ïîíèçèì ñòåïåíü ïîäèíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ äî m = 1 , ÷òî ñîîòâåòñòâóåò
N = 3 . Ïîëó÷èì

Im =

=
1

(q2)m−1

m−2∏
i=0

2(m− i)− 2

2(m− i)− 1

(
b

q2
√

(q2 + b2)

∣∣∣∣∣
∞

−∞

+

∫ ∞

−∞

db

(q2 + b2)3/2

)
=

=
1

(q2)m−1

m−2∏
i=0

2(m− i)− 2

2(m− i)− 1

(
2

q2
+

b

q2
√

(q2 + b2)

∣∣∣∣∣
∞

−∞

)
=

=
1

(q2)m
K,

(6.68)
ãäå

m =
N − 1

2
è K = 4

m−2∏
i=0

2(m− i)− 2

2(m− i)− 1
.
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Â ñëó÷àå 1 è â ñëó÷àå 2 ðåçóëüòèðóþùåå âûðàæåíèå ïîëó÷àåòñÿ îäèíàêîâûì,
òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû K .
Èìååì:

f (a1|Y^, Z) ∼ {S2 + (a1 − â1)2Fa}−
N−1

2 . (6.69)

Ïîäñòàâèì â (6.69) çíà÷åíèÿ Fa è Z .

Ìàðãèíàëüíàÿ àïîñòåðèîðíàÿ ÔÏÐÂ ïàðàìåòðà a1

f (a1|Y^, YN^, XN^) ∼

∼ {S2 + (δa)
2(YN^YN^

T − YN^XN^

T(XN^XN^

T)−1XN^YN^

T)}−N−1
2 ,

(6.70)

ãäå (δa) = (a1 − â1) .
Ìàðãèíàëüíàÿ àïîñòåðèîðíàÿ ÔÏÐÂ ïàðàìåòðà a1 ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííîé
ÔÏÐÂ Ñòüþäåíòà.
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Ìàðãèíàëüíàÿ àïîñòåðèîðíàÿ ÔÏÐÂ ïàðàìåòðà b1

Âûäåëÿåì ïîëíûé êâàäðàò îòíîñèòåëüíî (a1 − â1) â âûðàæåíèè (6.60):
S2 + (a1 − â1)2YN^Y

T
N^

+ 2(a1 − â1)(b1 − b̂1)XN^Y
T
N^

+ (b1 − b̂1)2XN^X
T
N^

=

= ((a1 − â1) + (b1 − b̂1)YN^X
T
N^

(YN^Y
T
N^

)−1)2YN^Y
T
N^

+

+ (b1 − b̂1)2(XN^X
T
N^
− YN^X

T
N^

(YN^Y
T
N^

)−1XN^Y
T
N^

).
Çàïèøåì ôóíêöèîíàë (6.58) â âèäå

S2 + (a1 − â1, b1 − b̂1)ZZT(a1 − â1, b1 − b̂1)T =

= S2 + (b1 − b̂1)2Fb + (a1 −∆b)
2YN^Y

T
N^

,
ãäå

Fb = XN^X
T
N^
− YN^X

T
N^

(YN^Y
T
N^

)−1XN^Y
T
N^

,

∆b = â1 − (b1 − b̂1)YN^X
T
N^

(YN^Y
T
N^

)−1.
(6.71)

Ñîâìåñòíàÿ àïîñòåðèîðíàÿ ÔÏÐÂ ïàðàìåòðîâ a1 è b1 ÌÌ (6.13):

f (a1, b1|Y^, Z) ∼
∼ {S2 + (b1 − b̂1)2Fb + (a1 −∆b)

2YN^Y
T
N^
}−N

2 .
(6.72)
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Ìàðãèíàëüíàÿ àïîñòåðèîðíàÿ ÔÏÐÂ ïàðàìåòðà b1 :

f (b1|Y^, Z) =
∫ ∞
−∞{S

2 + (b1 − b̂1)2Fb + (a1 −∆b)
2YN^Y

T
N^
}−N

2 da1 =

=
∫ ∞
−∞{S

2 + (b1 − b̂1)2Fb + (a1 −∆b)
2YN^Y

T
N^
}−N

2 da1

∼ {S2 + (b1 − b̂1)2Fb}−
N−1

2 .
(6.73)

Ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà (6.73) âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.
Ìàðãèíàëüíàÿ àïîñòåðèîðíàÿ ÔÏÐÂ ïàðàìåòðà b1 :

f (b1|Y^, YN^, XN^) ∼

∼ {S2 + (δb)
2(XN^XN^

T −XN^YN^

T(YN^YN^

T)−1YN^XN^

T)}−N−1
2 ,

(6.74)

ãäå (δb) = (b1 − b̂1), S2 , (Y^ − (â1, b̂1)Z)(Y^ − (â1, b̂1)Z)T ≡ η̂η̂T.
Ìàðãèíàëüíàÿ àïîñòåðèîðíàÿ ÔÏÐÂ ïàðàìåòðà b1 ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííîé
ôóíêöèåé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé Ñòüþäåíòà.
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Ïîñòðîåíèå äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ äëÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè

ÔÏÐÂ ïàðàìåòðà a0 .
f (a0|X^, XN^) ∼ {S2 + (XN^XN^

T)(a0 − â0)2}−N
2 ,

S2 , (X^ − â0XN^)(X^ − â0XN^)
T ≡ ε̂ε̂T,

ãäå X^ , XN^ {ìàòðèöû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ; â0 { îöåíêà ïàðàìåòðà
a0 ;
×èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû âåëè÷èíû a0 − â0 ðàâíî

νa = N − 1. (6.75)

Ñ óðîâíåì çíà÷èìîñòè α ïîëóðàçìàõ l(a0) ñèììåòðè÷íîãî äîâåðèòåëü-
íîãî èíòåðâàëà (â0 − l(a0) â0 + l(a0)) äëÿ ïàðàìåòðà a0 :

l(a0) ≡ l(a0, X^, XN^, νa, α) =

√
S2

a

N(XN^X t
N^

)
ht

1−α/2(νa),

ãäå νa îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì (6.75), ht
1−α/2(νa) { êâàíòèëü ðàñïðåäåëåíèÿ

Ñüþäåíòà ñ ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû νa óðîâíÿ 1− α/2 .
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Ìàðãèíàëüíûå ÔÏÐÂ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè a1 è b1 .
f (a1|Y^, YN^, XN^) ∼
∼ {S2 + (δa)

2(YN^YN^

T − YN^XN^

T(XN^XN^

T)−1XN^YN^

T)}−N−1
2 ,

f (b1|Y^, YN^, XN^) ∼
∼ {S2 + (δb)

2(XN^XN^

T −XN^YN^

T(YN^YN^

T)−1YN^XN^

T)}−N−1
2 ,

ãäå
δa = a1 − â1, δb = b1 − b̂1,

S2 , (Y^ − (â1, b̂1)Z)(Y^ − (â1, b̂1)Z)T ≡ η̂η̂T.

X^ , XN^ { ìàòðèöû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ; (â1, b̂1) {îöåíêè ïàðàìå-
òðîâ a1 , b1 ;
×èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû âåëè÷èí a1 − â1 è b1 − b̂1 â ðàñïðåäåëåíèè
Ñòüþäåíòà, çàäàâàåìûõ âûðàæåíèÿìè (6.70) è (6.74), ðàâíî

ν = N − 2. (6.76)
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Ñ óðîâíåì çíà÷èìîñòè α ïîëóðàçìàõè l(a1) è l(b1) ñèììåòðè÷íûõ
äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ äëÿ ïàðàìåòðîâ a1 è b1 :

l(a1) ≡ l(a1, Y^, Z, ν, α) =

√
S2

NFa

ht
1−α/2(ν),

l(b1) ≡ l(b1, Y^, Z, ν, α) =

√
S2

NFb

ht
1−α/2(ν),

ãäå Fa è Fb îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè (6.62) è (6.71) ñîîòâåòñòâåííî,
ht

1−α/2(ν) | êâàíòèëü ðàñïðåäåëåíèÿ Ñüþäåíòà óðîâíÿ 1 − α/2 ñ ÷èñëîì
ñòåïåíåé ñâîáîäû ν , îïðåäåëåííûì ðàâåíñòâîì (6.76).
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6.5. Îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ðåàëèçàöèé
âîçìîæíûõ ñöåíàðèåâ ïîâåäåíèÿ ÄÑ íà
îñíîâå ïîëó÷åííûõ îöåíîê ïàðàìåòðîâ

Îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ðåàëèçàöèè âîçìîæíûõ ñöåíàðèåì ïîâåäåíèÿ ÄÑ
ñ èñïîëüçîâàíèåì äàííûõ íàáëþäåíèé çà èõ ñîñòîÿíèÿìè ïðîâîäèëîñü ïóòåì
(à) K -êðàòíîé èìèòàöèè çíà÷åíèé {a0

j , a
1
j}K

j=1 ïàðàìåòðîâ a0 è a1 ñ
èñïîëüçîâàíèåì áàéåñîâñêèõ àïîñòåðèîðíûõ çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèÿ (6.37)|
(6.76);
(á) îïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ñöåíàðèÿ èçìåíåíèÿ ÷èñëåííîñòåé èçó-
÷àåìûõ ïîïóëÿöèé äëÿ êàæäîé ïàðû çíà÷åíèé a0

j , a
1
j ñ èñïîëüçîâàíèåì

èíôîðìàöèè, ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñ. 1-4;
(â) èñïîëüçîâàíèÿ êîìáèíàòîðíîãî îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè (îïðåäåëåíèÿ
Ëàïëàñà).
Èìèòàöèÿ çíà÷åíèé {a0

j , a
1
j}K

j=1 ïðîâîäèëàñü â äâà ýòàïà.
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Ýòàï 1. Èìèòàöèÿ ðåàëèçàöèè {y0
j , y

1
j}K

j=1 äëÿ äâóõ íåçàâèñèìûõðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåííûõ íà îòðåçêå (0, 1) ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ èñïîëüçîâàíèåì
ìàøèííîãî ãåíåðàòîðà ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë.

Ýòàï 2. Îïðåäåëåíèå èìèòèðóåìûõ ðåàëèçàöèé {a0
j , a

1
j}K

j=1 ïî ñòàíäàðòíîé
ñõåìå ñ èñïîëüçîâàíèåìáàéåñîâñêîé àïîñòåðèîðíðéÔÏÐÂ a0 èáàéåñîâñêîé
àïîñòåðèîðíðé ìàðãèíàëüíîé ÔÏÐÂ a1 è ðåàëèçàöèé {y0

j , y
1
j}K

j=1 .

Ñõåìà ïðèâåäåíà â êíèãå "Òàõà Õ. Ââåäåíèå â èññëåäîâàíèå îïåðàöèé: â 2 ò.
Ì.: Ìèð, 1985."
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Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïðîâîäèëñÿ ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ. ïàðà-
ìåòðîâ ÄÑ (6.13): a0 = 1,100 , a1 = 0,900 , b1 = 0,250 . ×èñëî øàáëîíîâ
N = 8 .
Äëÿ íàõîæäåíèå òî÷å÷íûõ îöåíîê â0 , â1 , b̂1 ïàðàìåòðîâ a0 , a1 , b1 íà
ïåðâîì ýòàïå ìîäåëèðîâàíèÿ c èñïîëüçîâàíèåì ìîäåëè (6.13) áûëè ïîëó÷åíû
äâà íàáîðà èçìåðåíèé íîðìèðîâàííûõ ÷èñëåííîñòåé ïîïóëÿöèé íîðìàëüíûõ
è àíîìàëüíûõ êëåòîê x(k) , y(k) , k = 1, . . . , 20 .
Ïðèìîäåëèðîâàíèè èçìåðåíèé ê äåòåðìèíèðîâàííûì çíà÷åíèÿì x(k) , y(k)
áûëè äîáàâëåíû ñëó÷àéíûå âîçìóùåíèÿ.
Âåêòîð ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèè áûë ïîëó÷åí èç íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîé
ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè ñëó÷àéíûõ ÷èñåë ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì,
ðàâíûì íóëþ è ñ î ñðåäíèì êâàäðàòè÷íûì îòêëîíåíèåì, ðàâíûì 0.2,
ðåàëèçîâàííîé ñ ïîìîùüþ ãåíåðàòîðà ñëó÷àéíûõ ÷èñåë ñèñòåìû Matlab.
Äàëåå ñ èñïîëüçîâàíèåì ãåíåðàòîðà ñëó÷àéíûõ ÷èñåë áûëè ïîëó÷åíû
ñëó÷àéíûå ðåàëèçàöèè ïàðàìåòðîâ a0 è a1 , ðàñïðåäåëåííûå ïî çàêîíó
Ñòüþäåíòà. Ïàðàìåòðû ðàñïðåäåëåíèé çàäàíû ñîîòíîøåíèÿìè (6.37) è
(6.70).
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Ðèñ. 1. Ñëó÷àéíûå ðåàëèçàöèè ïàðàìåòðîâ a0 è a1

C èñïîëüçîâàíèåì (6.21) è (6.23) áûëè ïîëó÷åíû òî÷å÷íûå îöåíêè ïàðàìå-
òðîâ a0 , a1 , b1 : â0 = 1,088 , â1 = 0, 925 , b̂1 = 0,260 .
Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ÷àñòè÷íî ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå è ïî íèì
ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îöåíêè âåðîÿòíîñòåé ðåàëèçàöèè ñöåíàðèåâ: äëÿ
ïåðâîé îáëàñòè | p1 = 0, 016 , äëÿ âòîðîé îáëàñòè | p2 = 0, 04 , à äëÿ
òðåòüåé îáëàñòè | p3 = 0, 944 , p4 = p5 = 0 .
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Êîììåíòàðèè ê îöåíêå âåðîÿòíîñòåé ðåàëèçàöèè ñöåíàðèåâ
Ìîäåëü äèíàìèêè

dx

dt
= q̃00H ,

dy

dt
= q̃10x + q̃11y,

(6.77)

ãäå x = X/X0 , y = Y/X0 , µ =
τ 0

τ 1
,

t { ìîäåëüíîå âðåìÿ,
q̃00 = (1− A0)(1 + M 0 − 2M 0γ0)− 1 ,

q̃10 = 2(1− A0)M 0γ0 ,

q̃11 = µ(−A1 + M 1 − A1M 1) ,

−1 < q̃00 < 1 , 0 < q̃10 < 2 , −µ < q̃11 < µ .
a0 = q00∆t + 1, a1 = q11∆t + 1, b1 = q10∆t,
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Ðèñ. 2. Àíàëèç ðàçëè÷íûõ ñöåíàðèåâ ðàçâèòèÿ
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Ðèñ. 3. Äîìèíèðîâàíèå ïîïóëÿöèè àíîìàëüíûõ êëåòîê
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Ðèñ. 4. Äîìèíèðîâàíèå ïîïóëÿöèè íîðìàëüíûõ êëåòîê
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Ðèñ. 5. Äîìèíèðîâàíèå ïîïóëÿöèè íîðìàëüíûõ êëåòîê
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Ðèñ. 6. Ãèáåëü ïîïóëÿöèîííîé ñèñòåìû
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Ðèñ. 7. Äîìèíèðîâàíèå ïîïóëÿöèè àíîìàëüíûõ êëåòîê
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