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Дисциплина: Интегралы и дифференциальные уравнения
Лекция 6

Несобственные интегралы

Несобственные интегралы по бесконечному промежутку (1-го рода) 

Определение. Пусть функция  f ( x ) определена при x (  a и интегрируема на любом отрезке [ a , b ].

Тогда на промежутке [ a,+∞)  определена функция

F( b ) = 
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Если существует (конечный) предел функции  F( b ) при  b ( + (
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то он называется несобственным интегралом 1-го рода от функции  f ( x )  по промежутку [ a,+∞)  и обозначается
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Таким образом, по определению 
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В случае, если предел (1) существует, то несобственный интеграл 1-го рода называют сходящимся, а если предел (1) не существует, то расходящимся.

Геометрический смысл несобственного интеграла 1-го рода от функции               f ( x )  по промежутку [ a,+∞) . 

Если f ( x )  (  0 и интеграл
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 сходится, то значение этого интеграла равно площади бесконечной криволинейной трапеции (трапеции, ограниченной графиком функции  f ( x ), осью Ох и прямой  х = а  (рисунок 1). 
f ( x )
y = f ( x
0              a                                            x
Рисунок 1
Пусть функция  f ( x ) определена при x (  b и интегрируема на любом отрезке [ a , b ]. Если существует (конечный) предел 
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то он называется несобственным интегралом 1-го рода от функции  f ( x )  по промежутку ( – ∞, b ]  и обозначается
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Таким образом, 
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Пусть функция  f ( x ) определена на всей числовой оси и интегрируема на любом отрезке [ a , b ]. Выберем произвольно точку c ( [ a , b ].

Рассмотрим интеграл
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Если существуют оба предела в правой части равенства (3), то интеграл 
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называется несобственным интегралом 1-го рода от функции  f ( x )  по промежутку ( – ∞,+∞).

При этом
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Отметим, что сходимость несобственного интеграла (3) и его значение не зависит от выбора точки с.
Пример.
Вычислить интеграл 
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Решение.
По определению несобственного интеграла 1-го рода находим
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Рассмотрим интеграл  
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При  α ( 1 имеем
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При  α = 1 получаем
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Таким образом,
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т. е. несобственный интеграл 1-го рода 
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Свойства несобственных интегралов 1-го рода
1. Аддитивность. 
Пусть функция  f ( x )  определена при x (  a и интегрируема на любом отрезке [ a , b ]. Пусть c (  [ a,+∞)  
Тогда несобственные интегралы
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сходятся и расходятся одновременно.

В случае сходимости тих интегралов справедливо равенство
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Доказательство.
Согласно свойству аддитивности определенного интеграла, если функция f ( x )  определена и интегрируема на отрезке [ a , b ] и точка c (  [ a , b ] , то
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Перейдем к пределу в выражении (4) при  b ( + ( и воспользуемся свойствами пределов (предел суммы функций равен сумме пределов этих функций и предел постоянной функции равен этой функции) 
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Тогда по определению несобственного интеграла 1-го рода получаем
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2. Линейность.
Пусть функции  f ( x )  и g ( x ) определены при x (  a и интегрируемы на любом отрезке [ a , b ]. 

Пусть существуют несобственные интегралы
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Тогда для любых действительных чисел (  и  ( существует несобственный интеграл 
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При этом 
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Доказательство.
Согласно свойству линейности определенного интеграла, если функции    f ( x )  и g ( x ) определены и интегрируемы на отрезке [ a , b ] и для любых действительных чисел (  и  ( , то
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Перейдем к пределу в выражении (5) при  b ( + ( и воспользуемся свойствами пределов (предел суммы функций равен сумме пределов этих функций и константу можно выносить за знак предела функции) 
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Тогда по определению несобственного интеграла 1-го рода получаем
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3. Интегрирование неравенства.
Пусть функции  f ( x )  и g ( x ) определены при x (  a и интегрируемы на любом отрезке [ a , b ]. 

Пусть существуют несобственные интегралы
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Пусть для любого х (  [ a,+∞)  выполняется неравенство f ( x )  (  g ( x ).

Тогда 
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Доказательство.
Согласно свойству определенного интеграла об интегрировании неравенства, если функции  f ( x )  и g ( x ) определены и интегрируемы на отрезке [ a , b ] и для любого х (  [ a , b ]  выполняется неравенство f ( x )  (  g ( x )., то
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Перейдем к пределу в выражении (6) при  b ( + ( и воспользуемся свойством пределов о сохранении знака неравенстаа
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Тогда по определению несобственного интеграла 1-го рода получаем


[image: image103.wmf]ò

b

a

dx

)

x

(

f

 (  
[image: image104.wmf]ò

b

a

dx

)

x

(

g

.
Несобственные интегралы от неограниченных функций на отрезке 
(2-го рода) 

Определение. Пусть функция  f ( x ) определена на промежутке [ a , b ) и не ограничена ни на каком интервале ( b – ( , b ), 0 < ( < b – a.

Пусть функция  f ( x ) интегрируема на отрезке [ a , с ], с < b.

Предел (левосторонний)
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если он существует, называется несобственным интегралом 2-го рода от неограниченной функции  f ( x ) по промежутку [ a , b ) и обозначается
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Таким образом, по определению 
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В случае, если предел (7) существует, то несобственный интеграл 2-го рода называют сходящимся, а если предел (7) не существует, то расходящимся.

Геометрический смысл несобственного интеграла 2-го рода от неограниченной функции f ( x ) по промежутку [ a , b ). 

Если f ( x )  (  0 и интеграл
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 сходится, то значение этого интеграла равно площади неограниченной криволинейной трапеции (рис. 2). 

f ( x )
y = f ( x )
0              a                     b                    x
Рисунок 2
Если функция  f ( x ) определена на промежутке ( a , b ] , не ограничена ни на каком интервале ( а, а + (  ), 0 < ( < b – a  и при этом интегрируема на отрезке [ с , b ], с > а.

Тогда предел (правосторонний)
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если он существует, называется несобственным интегралом 2-го рода от неограниченной функции  f ( x ) по промежутку ( a , b ] .

Таким образом, 
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Если функция  f ( x ) определена на интервале ( a , b ) , не ограничена в соответствующих полуокрестностях точек а и  b и при этом интегрируема на отрезке [ с , d ], a <  c < d < b.
Если существуют пределы 
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то интеграл 
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называется несобственным интегралом 2-го рода от неограниченной функции          f ( x ) на интервале ( a , b ).

Если функция  f ( x ) имеет разрыв в точке х 0 , х 0 (  [ a , b ]  , то полагают
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если оба несобственных интеграла 2-го рода в правой части существуют.
Свойства несобственных интегралов 2-го рода совпадают со свойствами несобственных интегралов 1-го рода.

Пример.

Вычислить интеграл 
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Решение.
Точка  х = 1 – точка разрыва функции  f ( x ) = 
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По определению несобственного интеграла 2-го рода находим
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Рассмотрим интеграл  
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Этот интеграл является несобственным интегралом 2-го рода при α > 0. При этом функция  f ( x ) = 
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х

1

 определена на промежутке ( 0 , 1 ], не ограничена ни на каком интервале ( 0, (  ), 0 < ( < 1  и при этом интегрируема на отрезке [ с , 1 ], с > 0.
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При  α = 1 получаем
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Таким образом,
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т. е. несобственный интеграл 2-го рода 
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 сходится при  α < 1 и расходится при α ( 1.
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