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Дисциплина: Интегралы и дифференциальные уравнения 

 

Семинары 10 – 11  

 

Несобственные интегралы 

 

Определение 1. Пусть функция  f ( x ) определена при x   a и интегрируе-

ма на любом отрезке [ a , b ]. 

Если существует (конечный) предел функции F( b ) = 
b

a

dxxf )( при                     

b  +  , то он называется несобственным интегралом по бесконечному про-

межутку ( 1-го рода) от функции  f ( x )  по промежутку [ a,+∞)  и обозначается 




a

dx)x(f . 

Таким образом, по определению  




a

dx)x(f  = 
b

lim 
b

a

dxxf )( .                                         (1) 

В случае, если предел в правой части выражения (1) существует, то не-

собственный интеграл 1-го рода называют сходящимся, а если предел (1) не 

существует, то расходящимся. 

Определение 2. Пусть функция  f ( x ) определена на промежутке [ a , b ) и 

не ограничена ни на каком интервале ( b –  , b ), 0 <  < b – a. 

Пусть функция  f ( x ) интегрируема на отрезке [ a , с ], с < b. 

Предел (левосторонний) 

bс
lim 

с

a

dx)x(f , 

если он существует, называется несобственным интегралом 2-го рода от неог-

раниченной функции  f ( x ) по промежутку [ a , b ) и обозначается 


b

a

dx)x(f . 
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Таким образом, по определению  


b

a

dx)x(f  = 
bс

lim 
с

a

dx)x(f .                                          (2) 

В случае, если предел (2) существует, то несобственный интеграл 2-го 

рода называют сходящимся, а если предел (2) не существует, то расходящимся. 

Если функция  f ( x ) определена на промежутке ( a , b ] , не ограничена ни 

на каком интервале ( а, а +   ), 0 <  < b – a  и при этом интегрируема на отрез-

ке [ с , b ], с > а. 

Тогда предел (правосторонний) 

ас
lim 

b

с

dx)x(f , 

если он существует, называется несобственным интегралом 2-го рода от неог-

раниченной функции  f ( x ) по промежутку ( a , b ] . 

Таким образом, 
b

a

dx)x(f =
ас

lim 
b

с

dx)x(f . 

Если функция  f ( x ) определена на интервале ( a , b ) , не ограничена в со-

ответствующих полуокрестностях точек а и  b и при этом интегрируема на от-

резке [ с , d ], a <  c < d < b. 

Если существуют пределы  

ас
lim 

b

с

dx)x(f   и 
bd

lim 
d

a

dx)x(f , 

то интеграл  


b

a

dx)x(f =
ас

lim 
b

с

dx)x(f  + 
bd

lim 
d

a

dx)x(f  

называется несобственным интегралом 2-го рода от неограниченной функции          

f ( x ) на интервале ( a , b ). 

Если функция  f ( x ) имеет разрыв в точке х 0 , х 0   [ a , b ]  , то полагают 


b

a

dx)x(f = 
0x

a

dx)x(f + 
b

x 0

dx)x(f , 
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если оба несобственных интеграла 2-го рода в правой части существуют. 

 

Признаки сходимости несобственных интегралов 

 

Если необходимо исследовать несобственный интеграл на сходимость, то 

это значит, необходимо установить, сходится он или расходится. 

Для этого, кроме определения, можно использовать признаки сравнения.   

1. Признак сходимости по неравенству для несобственных интегралов         

1-го рода (лекция 7, теорема 1).  

Пусть функции  f ( x )  и g ( x ) определены и интегрируемы на отрезке                 

[ a , b ] при любом b и пусть для любого x   a выполняется неравенство 

0   f ( x )    g ( x ). 

Тогда, если несобственный интеграл 


a

dx)x(g  сходится, то сходится и 

несобственный интеграл 


a

dx)x(f , а если несобственный интеграл 


a

dx)x(f  

расходится, то расходится и несобственный интеграл 


a

dx)x(g . 

При исследовании на сходимость несобственного интеграла 1-го рода 

его удобно сравнивать с интегралом Дирихле  


1

dx
х

1


. 

В лекции 7 было показано, что   




1

dx
х

1


= 













1,
1

1

,1,






  ,  

т. е. несобственный интеграл 1-го рода 


1

dx
х

1


 сходится при α > 1 и расходит-

ся при α  1. 
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При исследовании на сходимость несобственного интеграла 2-го рода 

его удобно сравнивать с несобственными интегралами 


b

а

dx
)ах(

1


 или 




b

а

dx
)хb(

1


. 

В лекции 7 был рассмотрен несобственный интеграл  
1

0

dx
х

1


. 

Этот интеграл является несобственным интегралом 2-го рода при α > 0. 

При этом функция  f ( x ) = 
х

1
 определена на промежутке ( 0 , 1 ], не ограниче-

на ни на каком интервале ( 0,   ), 0 <  < 1  и при этом интегрируема на отрезке 

[ с , 1 ], с > 0. 

Было получено, что 


1

0

dx
х

1


= 













1,
1

1

,1,






 , 

т. е. несобственный интеграл 2-го рода 
1

0

dx
х

1


 сходится при  α < 1 и расходится 

при α  1. 

Отсюда получаем, что несобственные интегралы 2-го рода 


b

а

dx
)ах(

1


 и 




b

а

dx
)хb(

1


 также сходится при  α < 1 и расходится при α  1. 

2. Предельный признак сравнения для несобственных интегралов 1-го ро-

да (лекция 7, теорема 2).  

Пусть функции  f ( x )  и g ( x ) определены и положительны при x   a и 

интегрируемы на любом отрезке [ a , b ]. 
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Тогда, если существует предел 

х
lim

)x(g

)x(f
 = K,  0  < K <  , 

то несобственные интегралы 


a

dx)x(f  и 


a

dx)x(g  сходятся или расходятся 

одновременно. 

Примечание. 

Из теоремы 2 вытекает, что если f ( x ) и g ( x ) положительны (по крайней 

мере, при достаточно больших значениях х ) и являются эквивалентными бес-

конечно малыми при x  +  , то несобственные интегралы 


a

dx)x(f  и 




a

dx)x(g  сходятся или расходятся одновременно. 

3. Признак абсолютной сходимости для несобственных интегралов 1-го 

рода (лекция 7, теорема 3).  

Пусть функция  f ( x )  определена и положительна при x   a и интегри-

руема на любом отрезке [ a , b ]. 

Если несобственный интеграл 


a

dx)x(f  сходится абсолютно, то он схо-

дится. 


















