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ДИСЦИПЛИНА: ЛИНЕЙНАЯ АЛГЕБРА  

И ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 

 

СЕМИНАР 15 
 

ЭКСТРЕМУМ ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 
 

Определение. Функция нескольких переменных f : R
 n

 → R, определенная 

в некоторой окрестности точки x 0  R
 n

, имеет в этой точке локальный макси-

мум (минимум), если существует такая проколотая окрестность ),(U 0 x


 точ-

ки x0 , что для любой точки x  ),(U 0 x


 выполняется неравенство                           

f ( x )   f ( x 0 ) ( f ( x )   f ( x 0 )).  

Локальный минимум и локальный максимум функции называются ее экс-

тремумом. 

Если неравенства в определении являются строгими, то говорят о строгом 

экстремуме функции. 

Примечание. Обозначение  x = ( x 1 , x 2.,.., x n ), т. к.  x  R
 n

. 

Задачу исследования функции нескольких переменных  f : R
 n

 → R на экс-

тремум часто записывают в виде 

f ( x ) → extr. 

 

Алгоритм исследование функции нескольких переменных  на экстремум 

 

1. Находим частные производные первого порядка функции f ( x ) по пе-

ременным x j , j = 1, …, n. 

2. Находим критические точки  x 0 k , k = 1, 2, … функции f ( x ). 

Критическими точками функции или точками, в которых возможен экс-

тремум называют точки, в которых градиент функции 
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является нулевым вектором или не определен. 

Для нахождения критических точек решаем систему уравнения    
























.0
x

)(f

...

,0
x

)(f

n

1

x

x

 

При исследовании функции на экстремум можно не рассматривать те 

критические точки, в которых хотя и не все частные производные существуют, 

но существует, по крайней мере, одна частная производная, не равная нулю. 

3. Находим частные производные второго порядка функции f ( x ) по пе-

ременным x j , j = 1, …, n  и составляем матрицу Гессе 
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4. Исследуем каждую из критических точек на наличие в ней экстремума. 

Для этого: 

а) находим элементы матрицы А в критической точке  x 0 k ; 

б) находим угловые миноры полученной матрицы А в стационарной точ-

ке  x 0 k ; 

в) делаем выводы. 

Если все найденные угловые миноры матрицы А в критической точке  x 0 k   

больше 0, то функция f ( x ) имеет в точке x 0 k  строгий локальный минимум. 

Если найденные угловые миноры матрицы А в критической точке x 0 k   

чередуют знак, начиная со знака «минус», то функция  f ( x ) имеет в точке x 0 k   

строгий локальный максимум. 
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Если хотя бы один из найденных угловых миноров матрицы А в в крити-

ческой точке x 0 k  равен 0, то необходимо использовать другие методы исследо-

вания. 

В остальных случаях критическая точка  x 0 k  не является точкой условно-

го экстремума функции  f ( x ). 

 

УСЛОВНЫЙ ЭКСТРЕМУМ ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 
 

Определение. Функция f ( x ), в некоторой окрестности точки x 0  R
 n

, 

достигает в этой точке условного локального максимума (минимума) при усло-

виях  

 

 

 

 

 

где  i ( x ) , i = 1, …, m – некоторые функции нескольких переменных, опреде-

ленные в окрестности точки  x 0 , если существует такая проколотая окрестность 

),(U 0 x


 точки  x 0 , что для всех точек  x  ),(U 0 x


, удовлетворяющих ус-

ловиям  i ( x ) = 0 , i = 1, …, m, выполняется неравенство  f ( x )   f ( x 0 )                      

( f ( x )   f ( x 0 )). 

Условный локальный минимум и условный локальный максимум функ-

ции называются ее условным экстремумом. 

Если неравенства в определении являются строгими, то говорят о строгом 

условном экстремуме функции. 

Примечание. Обозначение  x = ( x 1 , x 2.,.., x n ), т. к.  x  R
 n

. 

Задачу исследования функции нескольких переменных f : R
 n 

→ R на ус-

ловный экстремум при ограничениях   i ( x ) = 0 , i = 1, …, m, заданных с по-

мощью функций  i : R
 n 

→ R, записывают в виде 

f ( x ) → extr                                                            (1) 
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 i ( x ) = 0 , i = 1, …, m,                                         (2) 

и называют задачей на условный экстремум.  

При этом функцию нескольких переменных f ( x ) называют целевой 

функцией. Условия (2) в общем случае представляют собой систему нелиней-

ных уравнений – уравнений связи, которую называют системой ограничений. 

 

Исследование функции нескольких переменных на условный экстремум 
 

Алгоритм исследования функции нескольких переменных  

на условный экстремум 

 

1. Составляем функцию Лагранжа 

L ( x , λ ) = f ( x ) + 



m

1i

ii )( х  , 

где  λ = ( λ 1 , λ 2.,.., λ m ); 

λ i , i = 1, …, m – множители Лагранжа; 

x = ( x 1 , x 2.,.., x n ). 

2. Находим частные производные первого порядка функции Лагранжа L ( 

x , λ ) по переменным x j , j = 1, …, n и множителям Лагранжа λ i , i = 1, …, m. 

3. Находим стационарные точки ( x 0 , λ 0 ) k , k = 1, 2, … функции Лагран-

жа, решая систему уравнения 
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4. Находим частные производные второго порядка функции Лагранжа           

L ( x , λ ) по переменным x j , j = 1, …, n  и составляем матрицу Гессе 
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5. Исследуем каждую из стационарных точек на наличие в ней условного 

экстремума. 

Для этого: 

а) находим элементы матрицы А в стационарной точке ( x 0 , λ 0 ) k  ; 

б) находим угловые миноры полученной матрицы А в стационарной точ-

ке ( x 0 , λ 0 ) k  ; 

в) делаем выводы. 

Если все найденные угловые миноры матрицы А в стационарной точке       

( x 0 , λ 0 ) k  больше 0, то функция f ( x ) имеет в точке x 0 k  строгий условный ло-

кальный минимум при условии  i ( x 0 k ) = 0 , i = 1, …, m. 

Если найденные угловые миноры матрицы А в стационарной точке            

( x 0 , λ 0 ) k  чередуют знак, начиная со знака «минус», то функция f ( x ) имеет в 

точке x 0 k   строгий условный локальный максимум при условии  i ( x 0 k ) = 0 ,         

i = 1, …, m. 

Если хотя бы один из найденных угловых миноров матрицы А в стацио-

нарной точке ( x 0 , λ 0 ) k  равен 0, то необходимо использовать другие методы 

исследования. 

В остальных случаях точка x 0 k  не является точкой условного экстремума 

функции  f ( x ). 

 




















