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ДИСЦИПЛИНА: ЛИНЕЙНАЯ АЛГЕБРА

Лекция 5
ЛИНЕЙНЫЕ ОПЕРАТОРЫ В ЕВКЛИДОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ
Сопряженный оператор

Определение 1. Линейный оператор A* : E → E (E – евклидово пространство) называют сопряженным к линейному оператору A: E → E, если для любых векторов x , y ( E верно равенство

( A x , y ) = ( x , A* y ).                                                        (1)
Теорема 1. Любому линейному оператору A: E → E соответствует единственный сопряженный оператор A*, причем его матрицей в любом ортонормированном базисе е является матрица A т , транспонированная матрице A линейного оператора A в том же базисе e.
Доказательство.

Докажем, что линейный оператор B с матрицей  B = A т  в базисе e является сопряженным к линейному оператору A. Для этого достаточно проверить выполнение равенства

( A x , y ) = ( x , B y )                                                         (2)
для любой пары векторов x , y ( E.

Пусть x , y – столбцы координат векторов x , y в базисе e. Тогда вектор A x имеет столбец координат A x, а левая часть равенства (2) равна  ( A x ) т y , что следует из ортонормированности базиса. Аналогично правая часть этого равенства имеет вид  x т ( B y ). Следовательно, равенство (2) в координатной форме имеет вид

( A x ) т y = x т ( B y ).                                                          (3)
Так как ( A x ) т = x т A т  в силу свойств матричных операций, то равенство (3) эквивалентно равенству

x т A т  y = x т B y,                                                             (4)

которое при B = A т обращается в тождество.

Если некоторый линейный оператор B является сопряженным к линейному оператору A, то для любых векторов x и y выполняется равенство (2). Значит, для матриц A и B этих операторов равенство (4) выполняется для любых столбцов x и y, и  B = A т . Поэтому линейный оператор B определен однозначно, так как однозначно определена его матрица.

Теорема доказана.
Самосопряженные операторы и их матрицы

Определение 2. Линейный оператор A, действующий в евклидовом пространстве, называют самосопряженным, если  A* = A.

или

Линейный оператор A, действующий в евклидовом пространстве, называют самосопряженным, если  для любых векторов x и y верно равенство

( A x , y ) = ( x , A y ).
Таким образом, согласно определению 1, линейный оператор A является сопряженным оператором к самому себе, т. е.  A = A*.

Пример 1. Самосопряженными являются простейшие линейные операторы: нулевой Θ и тождественный I, так как для любых векторов x и y
( I x , y ) = ( x , y ) = ( x , I y ),

( Θ x , y ) = ( 0 , y ) = 0 = ( x , 0 ) = ( x , Θ y ).

Определение 3. Если квадратная матрица А совпадает с своей транспонированной матрицей A т, то такие матрицы называются симметрическими.
Теорема 2. Матрица самосопряженного оператора в любом ортонормированном базисе является симметрической. Наоборот, если матрица линейного оператора в некотором ортонормированном базисе является симметрической, то этот оператор – самосопряженный.

Доказательство.

Согласно определению 2, A – самосопряженный оператор, если A = A*, т. е. если линейный оператор равен своему сопряженному оператору. Это означает, что матрица A линейного оператора A в ортонормированном базисе совпадает с матрицей A т (своей транспонированной матрицей) сопряженного оператора A* , т. е.  A = A т. Таким образом, матрица сопряженного оператора является симметрической.
Теорема доказана.
Теорема 3. Все корни характеристического уравнения самосопряженного оператора действительны.

Следствие 1. Если матрица A является симметрической, то все корни ее характеристического уравнения  det ( A – λ E ) = 0  действительные.

Следствие 2. Самосопряженный оператор, действующий в n-мерном евклидовом пространстве, имеет n собственных значений, если каждое из них считать столько раз, какова его кратность.

Следствие 3. Симметрическая матрица порядка n имеет n собственных значений, если каждое из них считать столько раз, какова его кратность.
Собственные векторы самосопряженного оператора

Теорема 4. Собственные векторы самосопряженного оператора, отвечающие различным собственным значениям, ортогональны.

Доказательство.

Рассмотрим самосопряженный оператор A и два его собственных вектора x 1 и x 2 , отвечающие различным собственным значениям  λ 1  и  λ 2 . Тогда A x 1 = λ 1 x 1  и  A x 2 = λ 2 x 2 . Поэтому

( A x 1 , x 2 ) = ( λ 1 x 1 , x 2 ) = λ 1 ( x 1 , x 2 ).                                        (5)
Но поскольку A является самосопряженным оператором, то  ( A x 1 , x 2 ) = ( x 1 , A x 2 ). Значит,

( A x 1 , x 2 ) = ( x 1 , A x 2 ) = ( x 1 , λ 2  x 2 ) = λ 2 ( x 1 , x 2 ).                            (6)
Приравнивая правые части соотношений (5) и (6), получаем

λ 1 ( x 1 , x 2 ) = λ 2 ( x 1 , x 2 ),
откуда
( λ 1 – λ 2 ) ( x 1 , x 2 ) = 0.
Поскольку  λ 1 ( λ 2 , то ( x 1 , x 2 ) = 0, что означает ортогональность векторов  x 1 и  x 2.
Теорема доказана.

Теорема 5. Если собственные значения λ 1 , ..., λ n самосопряженного оператора A, действующего в n-мерном евклидовом пространстве E, попарно различны, то в E существует ортонормированный базис, в котором матрица этого линейного оператора A имеет диагональный вид, причем диагональными элементами такой матрицы являются собственные значения λ 1 , ..., λ n .

Доказательство.

Поскольку собственные значения  λ 1 , ..., λ n  попарно различны, то, выбрав для каждого  λ i  соответствующий ему собственный вектор e i , получим систему e ненулевых векторов, которые по теореме 4 попарно ортогональны. Поэтому e – ортогональная система векторов. Она линейно независима и является базисом, так как содержит n векторов.
Этот базис является ортогональным, а чтобы он стал ортонормированным, достаточно каждый вектор  e i  разделить на его длину.

Таким образом, в условиях теоремы существует базис из собственных векторов самосопряженного оператора A. По теореме 4 (лекция 4) матрица линейного оператора в базисе из собственных векторов является диагональной, а диагональные элементы матрицы представляют собой собственные значения.
Теорема доказана.

Теорема 6. Для любого самосопряженного оператора A существует ортонормированный базис, состоящий из собственных векторов этого линейного оператора. Матрица A самосопряженного оператора A в этом базисе имеет диагональный вид, на ее диагонали расположены собственные значения оператора A, повторяющиеся столько раз, какова их кратность.

Ортогональные матрицы и ортогональные операторы

Определение 4. Квадратную матрицу O называют ортогональной, если она удовлетворяет условию

O т O = E,                                                                    (7)

где E – единичная матрица.

Пример 1. Простейшей ортогональной матрицей является единичная матрица E, так как E т E = EE = E. Напротив, нулевая матрица не является ортогональной: Θ т Θ = Θ ( E.

Пример 2. Матрица

U = 
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является ортогональной, поскольку U т U = E.
Свойства ортогональных матриц
Свойство 1. Определитель ортогональной матрицы O может иметь одно из двух возможных значений: det O = ± 1.

Доказательство.

Согласно равенству (7), имеем  det ( O т O ) =  det E. Определитель произведения матриц равен произведению их определителей, а при транспонировании матрицы определитель не меняется. Тогда
det ( O т O ) =  det  O т ( det  O ) = det ( O ) 2.  

Поскольку  det E = 1, то и  det ( O ) 2 = 1. Следовательно, det O = ± 1.
Свойство 2. Матрица, обратная к ортогональной матрице O, совпадает с ее транспонированной матрицей, т. е.  O −1 = O т.

Доказательство.

Согласно свойству 1, ортогональная матрица невырождена и потому имеет обратную матрицу O −1. Умножая равенство (7) справа на матрицу O −1, получаем
( O т O ) ( O −1 = E O −1,
откуда ( O т O ) ( O −1 = O −1. Но  O ( O −1 = E, поэтому  O т = O −1.
Свойство 3. Произведение ортогональной матрицы O на транспонированную к ней равно единичной матрице, т. е. O ( O т = E.

Доказательство.

Согласно свойству 2 и определению обратной матрицы, O ( O т = O ( O −1 = E.
Свойство 4. Матрица, транспонированная к ортогональной матрице, тоже является ортогональной.

Доказательство.

Запишем соотношение (7) для матрицы O т
( O т ) т O т = E .                                                              (8)

Так как ( O т ) т = O, то равенство (8) эквивалентно равенству  O ( O т = E, которое верно в силу свойства 3.
Свойство 5. Произведение двух ортогональных матриц O и Q одного порядка является ортогональной матрицей.

Доказательство.

Проверим выполнение равенства (7) для матрицы O Q:

( O Q ) т ( O Q ) = ( Q т O т ) O Q = Q т ( O т O ) Q = Q т E Q = Q т Q = E.

Свойство 6. Матрица, обратная к ортогональной матрице, тоже является ортогональной.

Доказательство.

Согласно свойству 1, ортогональная матрица невырождена, а потому имеет обратную.

Согласно свойству 2, матрица, обратная к ортогональной, совпадает с транспонированной.

Согласно свойству 4, матрица, транспонированная к ортогональной, является ортогональной.
Определение 5. Линейный оператор A: E → E, действующий в евклидовом пространстве E, называют ортогональным оператором (или ортогональным преобразованием), если он сохраняет скалярное произведение в E, т. е. для любых векторов x , y ( E выполняется равенство

( A x , A y ) = ( x , y ).                                                           (9)
Так как ортогональный оператор сохраняет скалярное произведение, то он сохраняет норму (длину) вектора и угол между ненулевыми векторами. Действительно,
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2.
Если векторы  x и y  ненулевые, то и векторы A x и A y  ненулевые. При этом
cos ( (A x , A y ) = 
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