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ДИСЦИПЛИНА: ЛИНЕЙНАЯ АЛГЕБРА

Лекция 6
Квадратичные формы и их свойства
Определение квадратичной формы

Определение 1. Однородный многочлен второй степени от n переменных с действительными коэффициентами
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называют квадратичной формой.

Квадратичную форму (1) можно записать в матричном виде
x т A x ,                                                                       (2)

где x = ( x 1  x 2  ... x n ) т – матрица-столбец, составленный из переменных; 
A = (a i j ) – симметрическая матрица порядка n, называемая матрицей квадратичной формы (1).

Ранг матрицы A квадратичной формы называют рангом квадратичной формы. Если матрица A имеет максимальный ранг, равный числу переменных n, то квадратичную форму называют невырожденной, а если  Rg A < n , то ее называют вырожденной.
Преобразование квадратичных форм

Пусть дана квадратичная форма  x т A x , где x = ( x 1  x 2  ... x n ) т. В n-мерном линейном пространстве L с фиксированным базисом b она определяет функцию  f ( x ) = x b т A x b , заданную через координаты  x b  вектора x в базисе b. Найдем представление этой же функции в некотором другом базисе e. Пусть U – матрица перехода от b к e. Тогда координаты  x b  вектора x в старом базисе b и координаты x e того же вектора в новом базисе e будут связаны соотношением

x b = U x e .                                                                  (3)

Функция f ( x ) в новом базисе будет выражаться через новые координаты вектора x следующим образом:

x b т A x b = ( U x e ) т A ( U x e ) = x е т ( U т A U ) x e = x е т A( x e
Таким образом, функция f ( x )  в новом базисе также записывается при помощи квадратичной формы, причем матрица A( этой квадратичной формы связана с матрицей A исходной квадратичной формы соотношением

A( = U т A U .                                                               (4)
Замечание. Замену переменных вида (3) с произвольной матрицей U называют линейной. Изменение базиса в линейном пространстве приводит к линейной замене переменных с невырожденной матрицей.

Квадратичные формы канонического вида

Определение 2. Квадратичную форму

а 1 х 1 2 + а 2 х 2 2 + а n х n 2,  a i ( R ,  i = 1, 2, … , n                                  (5)
не имеющую попарных произведений переменных, называют квадратичной формой канонического вида. 
Переменные x 1 , x 2 , ... x n , в которых квадратичная форма имеет канонический вид, называют каноническими переменными.

Один из методов преобразования (или, как говорят, приведения) квадратичной формы к каноническому виду путем замены переменных состоит в последовательном выделении полных квадратов. Такой метод называют методом Лагранжа. 

Пример. Рассмотрим квадратичную форму  х 1 2 + 6 х 1 х 2 .
Для преобразования ее к каноническому виду выделим полный квадрат по х 1 . Для этого соберем все слагаемые, содержащие  х 1 , и дополним до полного квадрата

х 1 2 + 6 х 1 х 2 + 9 х 2 2 – 9 х 2 2 = ( х 1  + 3 х 2 ) 2 – 9 х 2 2 .
Введя новые переменные  z 1 = х 1 + 3 х 2 , z 2 = 3 х 2  , получим квадратичную форму канонического вида:  z 1 2 – z 2 2.
Ортогональные преобразования квадратичных форм

Матрица A квадратичной формы при переходе к новому базису изменяется по формуле  A( = U т A U , где U – матрица перехода. 
Если рассматривается евклидово пространство, а старый и новый базисы выбраны ортонормированными, то матрица перехода U является ортогональной и мы имеем дело с ортогональным преобразованием квадратичной формы, т. е. преобразованием A( = U т A U, в котором матрица U ортогональна.

Теорема 1. При ортогональном преобразовании квадратичной формы характеристическое уравнение ее матрицы не изменяется.
Доказательство.

Пусть A – матрица заданной квадратичной формы. При ортогональном преобразовании эта матрица изменяется по формуле A( = U т A U , где U –ортогональная матрица. Согласно свойству 2, ортогональная матрица U имеет обратную, причем U – 1 = U т . 
Поэтому  A( = U т A U = U – 1 A U , откуда получаем, что матрицы A( и A подобны. Согласно теореме 2 (лекция 4), характеристические уравнения подобных матриц совпадают.
Теорема доказана.
Теорема 2. Любую квадратичную форму ортогональным преобразованием можно привести к каноническому виду.

Доказательство.

Матрица A данной квадратичной формы является симметрической. Но любая симметрическая матрица, согласно следствию 4 (лекция 5), подобна диагональной, т. е. существует такая невырожденная матрица P, что матрица A( = Р – 1 A Р является диагональной.
Диагональный вид A( равнозначен каноническому виду квадратичной формы. 
Рассмотрим произвольное n-мерное евклидово пространство E ( n – количество переменных в квадратичной форме) и некоторый ортонормированный базис b в этом пространстве.

Матрица A является матрицей некоторого самосопряженного оператора A в базисе b. Согласно теореме 6 (лекция 5), существует такой ортонормированный базис e, что матрица A( оператора A в этом базисе является диагональной. 
Согласно формуле преобразования матрицы линейного оператора, имеем A( = Р – 1 A Р (теорема 5 (лекция 3)), где P – матрица перехода из базиса b в базис e. Так как оба базиса ортонормированные, матрица P является ортогональной.
Теорема доказана.
Пример. Приведем квадратичную форму  х 1 2 + 6 х 1 х 2  к каноническому виду с помощью ортогонального преобразования.
Матрица квадратичной формы имеет вид
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Найдем характеристическое уравнение этой матрицы
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Корнями характеристического уравнения, а также собственными значениями матри- цы A являются
( 1 = 
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Тогда получаем другой канонический вид квадратичной формы
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Закон инерции

Теорема 3. Ранг квадратичной формы не меняется при невырожденных линейных заменах переменных и равен:

а) числу отличных от нуля коэффициентов в любом ее каноническом виде;

б) количеству ненулевых собственных значений матрицы квадратичной формы (с учетом их кратности).

Теорема 4 (закон инерции). Для любых двух канонических видов
f 1 ( y 1 , ... , y m ) = ( 1 y 1 2 + … + ( m y m 2 ,  ( i ( 0 ,  i = 1, 2, … , m ;
f 2 ( z 1 , ... , z m ) = µ 1 z 1 2 + … + µ k z k 2 ,  µ j ( 0 ,  j = 1, 2, … , k .
одной и той же квадратичной формы:

1) m = k  и их общее значение равно рангу квадратичной формы;

2) количество положительных коэффициентов  ( i  совпадает с количеством положительных коэффициентов  µ j ;

3) количество отрицательных коэффициентов ( i совпадает с количеством отрицательных коэффициентов µ j .
Критерий Сильвестра

Квадратичные формы подразделяют на различные типы в зависимости от множества их значений.

Определение 3. Квадратичную форму  f ( x ) = x т A x , x = ( x 1  x 2  ... x n ) т., будем называть:

1) положительно (отрицательно) определенной, если для любой ненулевой матрицы-столбца x выполняется неравенство  f ( x ) > 0 ( f ( x ) < 0 );

2) неотрицательно (неположительно) определенной, если  f ( x ) ≥ 0 ( f ( x ) ≤ 0 ) для любой матрицы-столбца x, причем существует ненулевой столбец x, для которого  f ( x ) = 0;

3) знакопеременной (неопределенной), если существуют такие матрицы-столбцы x             и y, что  f ( x ) > 0  и  f ( y ) < 0.

Пример. Рассмотрим четыре квадратичные формы от трех переменных:

f 1 ( x 1 ,x 2 ,x 3 ) = х 1 2 + х 2 2 + х 3 2
f 2 ( x 1 ,x 2 ,x 3 ) = х 1 2 + х 2 2 
f 3 ( x 1 ,x 2 ,x 3 ) = х 1 2 – х 2 2 + х 3 2
f 4 ( x 1 ,x 2 ,x 3 ) = х 1  х 2 
Квадратичная форма  f 1  положительно определена, так как представляет собой сумму трех квадратов и потому принимает только положительные значения, если переменные одновременно не обращаются в нуль.
Квадратичная форма  f 2  неотрицательно определена: будучи суммой двух квадратов она не принимает отрицательных значений, но при x 1 = x 2 = 0  и  x 3 ( 0 она принимает нулевые значения.
Квадратичные формы  f 3  и  f 4  знакопеременны. 
Квадратичная форма f 3 положительна при x = ( 1 0 0 ) т и отрицательна при x = ( 0 1 0 ) т. Квадратичная форма  f 4  положительна при x = ( 1 1 0 ) т и отрицательна при x = ( 1 − 1 0 ) т. 
Квадратичные формы  f 2  и  f 4  являются вырожденными, так как ранг каждой из них равен двум.

Если представить квадратичную форму в каноническом виде, то получаем следующие критерии для типа квадратичной формы в зависимости от собственных значений ее матрицы.
	Тип квадратичной формы


	Множество собственных значений

	Положительно определенная

(∀x ( 0 : f ( x ) > 0 )


	Все собственные значения положительны

( λ i > 0 , i = 1, 2, … , n )



	Отрицательно определенная

(∀x ( 0 : f ( x ) < 0 )

	Все собственные значения отрицательны

( λ i < 0 , i = 1, 2, … , n )

	Знакопеременная

( ∃ x : f ( x ) > 0 , ∃ y : f ( y ) < 0 )

	Есть собственные значения разных знаков

( ∃λ i > 0 , ∃ λ j < 0 )

	Вырожденная

(матрица формы вырожденная)

	Есть нулевое собственное значение

( ∃ λ i = 0 )


Пусть матрица квадратичной формы  f ( x ) = x т A x  имеет вид

A = 
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где  a i j = a j i , i, j = 1, 2, … , n. 
Рассмотрим угловые миноры этой матрицы (которые также называют главными минорами):

∆ 1 = a 11 ,  ∆ 2 =
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Угловой минор порядка k – это определитель, состоящий из первых k строк и пер-  вых k столбцов матрицы. 
Угловой минор максимального, n-го порядка представляет собой определитель матрицы.

Теорема 5 (критерий Сильвестра). Для того чтобы квадратичная форма от n переменных была положительно определена, необходимо и достаточно, чтобы выполнялись неравенства  ∆ 1  > 0 , ∆ 2  > 0 , ∆ 3 > 0 , ... , ∆ n > 0 .

Следствие 1. Для того чтобы квадратичная форма n переменных была отрицательно определена, необходимо и достаточно, чтобы выполнялись неравенства  ∆ 1  < 0, ∆ 2  > 0 ,            ∆ 3 < 0,  (−1) n ∆ n > 0 (знаки угловых миноров чередуются начиная с минуса).
Следствие 2. Невырожденная квадратичная форма знакопеременна тогда и только тогда, когда для матрицы квадратичной формы выполнено хотя бы одно из условий:

один из угловых миноров равен нулю;

один из угловых миноров четного порядка отрицателен;

два угловых минора нечетного порядка имеют разные знаки.
Следствие 3. Если симметрическая матрица положительно определена, то все ее диагональные элементы положительны.
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