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Семинар 10 

«Непрерывные двумерные случайные величины» 

Приведем основные теоретические сведения, необходимые для решения 

задач [1,2]. 

Непрерывной двумерной случайной величиной 𝜉(𝜔) = (𝜉1(𝜔)

𝜉2(𝜔)
)  называют 

такую двумерную случайную величину, совместную функцию распределения 

которой можно представить в виде сходящегося несобственного интеграла 

𝐹𝜉(𝑥, 𝑦) = ∫ ∫ 𝑓𝜉(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣.

𝑦

−∞

𝑥

−∞

 

Функцию 𝑓𝜉(𝑥, 𝑦) называют совместной двумерной плотностью 

распределения случайного вектора 𝜉(𝜔) = (𝜉1(𝜔)

𝜉2(𝜔)
). 

Свойства двумерной плотности распределения 

1. Плотность неотрицательна: 

𝑓𝜉(𝑥, 𝑦) ≥ 0,   ∀(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ. 

2. Условие нормировки: 

∫ ∫ 𝑓𝜉(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 = 1.

+∞

−∞

+∞

−∞

 

3. Вероятность попадания случайного вектора 𝜉(𝜔) = (𝜉1(𝜔)

𝜉2(𝜔)
) в область 𝐷: 

𝑃{𝜉(𝜔) ∈ 𝐷,   𝐷 ⊂ ℝ2} = ∬ 𝑓𝜉(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦.

𝐷

 

4. Одномерные плотности распределения компонент случайного вектора: 

𝑓𝜉1
(𝑥) = ∫ 𝑓𝜉(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦,

+∞

−∞

         𝑓𝜉2
(𝑦) = ∫ 𝑓𝜉(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥.  

+∞

−∞

 

 Случайные величины 𝜉1(𝜔) и 𝜉2(𝜔) называются независимыми, если их 

совместная функция распределения 𝐹𝜉(𝑥, 𝑦) является произведением 

одномерных функций распределения: 

𝐹𝜉(𝑥, 𝑦) = 𝐹𝜉1
(𝑥)𝐹𝜉2

(𝑦). 
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Теорема (критерий независимости непрерывных случайных величин). 

Для того чтобы непрерывные случайные величины 𝜉1(𝜔) и 𝜉2(𝜔) были 

независимы, необходимо и достаточно, чтобы 

𝑓𝜉(𝑥, 𝑦) = 𝑓𝜉1
(𝑥)𝑓𝜉2

(𝑦),   ∀(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2. 

 Числовые характеристики двумерного случайного вектора 

1. Математическое ожидание двумерной непрерывной случайной 

величины 𝜉(𝜔) = (𝜉1(𝜔)

𝜉2(𝜔)
) − вектор 𝑀[𝜉(𝜔)] = (𝑀[𝜉1(𝜔)]

𝑀[𝜉2(𝜔)]
), компоненты 

которого определяются следующим образом: 

а) если известна совместная двумерная плотность 𝑓𝜉(𝑥, 𝑦), то 

𝑀[𝜉1(𝜔)] = ∫ ∫ 𝑥𝑓𝜉(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦,

+∞

−∞

+∞

−∞

 

𝑀[𝜉2(𝜔)] = ∫ ∫ 𝑦𝑓𝜉(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦;

+∞

−∞

+∞

−∞

 

б) если известны одномерные плотности компонент вектора 𝑓𝜉1
(𝑥) и 𝑓𝜉2

(𝑦), 

то применяя формулу для вычисления математического ожидания скалярной 

непрерывной случайной величины, получаем 

𝑀[𝜉1(𝜔)] = ∫ 𝑥𝑓𝜉1
(𝑥)𝑑𝑥,

+∞

−∞

 

 𝑀[𝜉2(𝜔)] = ∫ 𝑦𝑓𝜉2
(𝑦)𝑑𝑦.

+∞

−∞

 

2. Ковариационной матрицей двумерного случайного вектора называют 

матрицу Σ = (
𝜎11 𝜎12

𝜎21 𝜎22
), состоящую из ковариаций случайных величин 

𝜉1(𝜔) и 𝜉2(𝜔): 

𝜎𝑖𝑗 = 𝑐𝑜𝑣[𝜉𝑖(𝜔), 𝜉𝑗(𝜔)]. 

Следует отметить, что ковариационная матрица является 

симметрической, так как 

𝜎𝑖𝑗 = 𝑐𝑜𝑣[𝜉𝑖(𝜔), 𝜉𝑗(𝜔)] = 𝑐𝑜𝑣[𝜉𝑗(𝜔), 𝜉𝑖(𝜔)] = 𝜎𝑗𝑖 , 

причем на главной диагонали расположены дисперсии компонент случайного 

вектора: 



Теория вероятностей и случайные процессы (РЛ2 и РЛ6, 4-й семестр), Чигирева О.Ю. 

𝜎𝑖𝑖 = 𝑐𝑜𝑣[𝜉𝑖(𝜔), 𝜉𝑖(𝜔)] = 𝐷[𝜉𝑖(𝜔)]. 
Таким образом, 

Σ = (
𝐷[𝜉1(𝜔)] 𝑐𝑜𝑣[𝜉1(𝜔), 𝜉2(𝜔)]

𝑐𝑜𝑣[𝜉1(𝜔), 𝜉2(𝜔)] 𝐷[𝜉2(𝜔)]
). 

Далее запишем формулу для вычисления ковариации непрерывных 

случайных величин 

𝑐𝑜𝑣[𝜉1(𝜔), 𝜉2(𝜔)] = 𝑀[𝜉1(𝜔)𝜉2(𝜔)] − 𝑀[𝜉1(𝜔)]𝑀[𝜉2(𝜔)], 

где  

𝑀[𝜉1(𝜔)𝜉2(𝜔)] = ∫ ∫ 𝑥𝑦𝑓𝜉(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦.

+∞

−∞

+∞

−∞

 

Примеры решения задач 

Пример 1. Совместная двумерная плотность распределения случайного 

вектора 𝜉(𝜔) = (𝜉1(𝜔)

𝜉2(𝜔)
) имеет вид 

𝑓𝜉(𝑥, 𝑦) = {
𝐶𝑒−4𝑥−2𝑦 ,   𝑥 > 0 и 𝑦 > 0;

0,                  𝑥 ≤ 0 или 𝑦 ≤ 0.
 

Найти: 

1) постоянную 𝐶; 

2) одномерные плотности распределения компонент случайного 

вектора; 

3) вероятность попадания случайного вектора 𝜉(𝜔) = (𝜉1(𝜔)

𝜉2(𝜔)
) в область 

𝐷, ограниченную прямыми: 𝑦 = 𝑥, 𝑥 + 𝑦 = 2, 𝑥 = 0. 

4) проверить, являются ли случайные величины 𝜉1(𝜔) и 𝜉2(𝜔) 

независимыми. 

Решение.  

1) Определим значение постоянной 𝐶 из условия нормировки: 

 

1 = ∫ ∫ 𝐶 exp{−4𝑥 − 2𝑦}𝑑𝑥𝑑𝑦 = 𝐶 (∫ 𝑒−4𝑥

+∞

0

𝑑𝑥)

+∞

0

+∞

0

(∫ 𝑒−2𝑥

+∞

0

𝑑𝑦) = 

= 𝐶 (−
1

4
) (0 − 1) (−

1

2
) (0 − 1) =

𝐶

8
       ⇒ 𝐶 = 8. 

Таким образом,  
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𝑓𝜉(𝑥, 𝑦) = {
8𝑒−4𝑥−2𝑦 ,   𝑥 > 0 и 𝑦 > 0;

0,                  𝑥 ≤ 0 или 𝑦 ≤ 0.
 

2) Найдем одномерные плотности распределения компонент случайного 

вектора 

Очевидно, что 

    𝑓𝜉1
(𝑥) = 0,   𝑥 ≤ 0; 

𝑓𝜉1
(𝑥) = ∫ 8𝑒−4𝑥−2𝑦𝑑𝑦 = 8𝑒−4𝑥  ∫ 𝑒−2𝑦

+∞

0

 𝑑𝑦 =

+∞

0

 4𝑒−4𝑥,   𝑥 > 0.    

 

Аналогично,  

    𝑓𝜉2
(𝑦) = 0,   𝑦 ≤ 0; 

𝑓𝜉2
(𝑦) = ∫ 8𝑒−4𝑥−2𝑦𝑑𝑥 = 8𝑒−2𝑦  ∫ 𝑒−4𝑥

+∞

0

 𝑑𝑥 =

+∞

0

 2𝑒−2𝑦 ,   𝑦 > 0.   

Таким образом,  

𝑓𝜉1
(𝑥) = {

4𝑒−4𝑥,   𝑥 > 0;
0,            𝑥 ≤ 0;

     𝑓𝜉2
(𝑦) = {

2𝑒−2𝑦 ,   𝑦 > 0;
0,            𝑦 ≤ 0.

 

3) Вычислим вероятность: 

𝑃{𝜉(𝜔) ∈ 𝐷,   𝐷 ⊂ ℝ2} = ∬ 𝑓𝜉(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 = 8 ∫ 𝑑𝑥 ∫ 𝑒−4𝑥−2𝑦

2−𝑥

𝑥

𝑑𝑦 =

1

0𝐷

 

= 8 ∫ 𝑒−4𝑥 (−
1

2
)

1

0

(𝑒−2(2−𝑥) − 𝑒−2𝑥)𝑑𝑥 =

= −4𝑒−4 ∫ 𝑒−2𝑥𝑑𝑥 + 4 ∫ 𝑒−6𝑥𝑑𝑥 =

1

0

1

0

 

 

= 2𝑒−4(𝑒−2 − 1) −
2

3
(𝑒−6 − 1) =

2

3
(2𝑒−6 − 3𝑒−4 + 1). 

4) Применив критерий независимости непрерывных случайных величин, 

приходим к следующему результату: случайные величины 𝜉1(𝜔) и 

𝜉2(𝜔) являются независимыми. 
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--------------------------------------------------------------------------------------- 

Самостоятельная работа 

Задача 1. Совместная двумерная плотность распределения случайного 

вектора 𝜉(𝜔) = (𝜉1(𝜔)

𝜉2(𝜔)
) имеет вид 

𝑓𝜉(𝑥, 𝑦) =
𝐶

1 + 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑥2𝑦2
. 

Найти: 

1) постоянную 𝐶; 

2) одномерные плотности распределения компонент случайного 

вектора; 

3) вероятность попадания случайного вектора 𝜉(𝜔) = (𝜉1(𝜔)

𝜉2(𝜔)
) в 

треугольник с вершинами в точках: 𝑂(0,0),   𝐴(−1,1), 𝐵(1,1). 

4) проверить, являются ли случайные величины 𝜉1(𝜔) и 𝜉2(𝜔) 

независимыми. 

 

--------------------------------------------------------------------------------------- 
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ОТВЕТЫ (Самостоятельная работа) 

Задача 1.  

𝐶 =
1

𝜋
;  

 𝑓𝜉1
(𝑥) =

1

𝜋(1 + 𝑥2)
;     𝑓𝜉2

(𝑦) =
1

𝜋(1 + 𝑦2)
; 

𝑃 =
1

16
;  

случайные величины 𝜉1(𝜔) и 𝜉2(𝜔) являются независимыми. 


