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Семинар 12 

Характеристическая функция 

Приведем основные теоретические сведения, необходимые для решения 

задач [1,2]. 

Характеристической функцией 𝑔(𝑡) = 𝑔𝜉(𝑡) случайной величины 𝜉(𝜔) 

называют 

𝑔(𝑡) = 𝑀[exp(𝑖𝑡𝜉(𝜔))], 

где 𝑖 − мнимая единица, 𝑡 ∈ ℝ. 

Для дискретной случайной величины 𝜉(𝜔): 

𝑔(𝑡) = ∑ exp(𝑖𝑡𝑥𝑘) ∙ 𝑝𝑘

𝑘

= ∑ cos(𝑡𝑥𝑘) ∙ 𝑝𝑘 + 𝑖 ∑ sin(𝑡𝑥𝑘) ∙ 𝑝𝑘 .

𝑘𝑘

 

Для непрерывной случайной величины 𝜉(𝜔): 

𝑔(𝑡) = ∫ exp(𝑖𝑡𝑥) 𝑓𝜉(𝑥)𝑑𝑥 =

+∞

−∞

= ∫ cos(𝑡𝑥) 𝑓𝜉(𝑥)𝑑𝑥 + 𝑖 ∫ sin(𝑡𝑥) 𝑓𝜉(𝑥)𝑑𝑥.  

+∞

−∞

  

+∞

−∞

 

Замечание. Функция 𝑔(𝑡) существует ∀𝑡 ∈ ℝ, так как определяющие ее 

ряд (для дискретной случайной величины) и интеграл (для непрерывной 

случайной величины) сходятся абсолютно. 

Свойства характеристической функции 

1. Функция 𝑔(𝑡) непрерывна и |𝑔(𝑡)| ≤ 1,   𝑔(0) = 1. 

2. Если 𝜂(𝜔) = 𝛼𝜉(𝜔) + 𝛽, 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ, то 𝑔𝜂(𝑡) = 𝑔𝜉(𝛼𝑡) exp(𝑖𝛽𝑡). 

3. Если 𝜉1(𝜔) и 𝜉2(𝜔) − независимые случайные величины и 𝜂(𝜔) =

𝜉1(𝜔) + 𝜉2(𝜔), то 𝑔𝜂(𝑡) = 𝑔𝜉1
(𝑡) ∙ 𝑔𝜉2

(𝑡). 

4. Формула обращения: если 𝑔(𝑡) абсолютно интегрируема на ℝ, то 

существует непрерывная плотность распределения1  

𝑓𝜉(𝑥) =
1

2𝜋
∫ 𝑔(𝑡) exp(−𝑖𝑡𝑥)

+∞

−∞

𝑑𝑡. 

Пример 1. Для случайной величины 𝜉(𝜔)~𝑁(0,1): 𝑔𝜉(𝑡) = exp (−
𝑡2

2
).   

 
1 Преобразование Фурье 
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Пример 2. Если 𝜉(𝜔)~𝑁(0,1) и 𝜂(𝜔) = 𝜎𝜉(𝜔) + 𝑚, то 𝜂(𝜔)~𝑁(𝑚, 𝜎2)  
и, согласно свойству 2:   

𝑔𝜂(𝑡) = 𝑔𝜉(𝜎𝑡) exp(𝑖𝑚𝑡) = exp (−
(𝜎𝑡)2

2
) exp(𝑖𝑚𝑡) = exp {𝑖𝑚𝑡 −

𝜎2𝑡2

2
} . 

Пример 3. Если 𝜉1(𝜔) и 𝜉2(𝜔) − независимые случайные величины, 

𝜉𝑘(𝜔)~𝑁(𝑚𝑘, 𝜎𝑘
2), 𝑘 = 1,2  и 𝜂(𝜔) = 𝜉1(𝜔) + 𝜉2(𝜔), то согласно свойству 3: 

𝑔𝜂(𝑡) = 𝑔𝜉1
(𝑡) ∙ 𝑔𝜉2

(𝑡) = exp {𝑖𝑚1𝑡 −
𝜎1

2𝑡2

2
} exp {𝑖𝑚2𝑡 −

𝜎2
2𝑡2

2
} = 

= exp {𝑖(𝑚1 + 𝑚2)𝑡 −
(𝜎1

2 + 𝜎2
2)𝑡2

2
} 

⟹    𝜂(𝜔)~𝑁(𝑚1 + 𝑚2, 𝜎1
2 + 𝜎2

2). 

 Пример 4. Найдите характеристическую функцию случайной величины 

𝜉(𝜔), ряд распределения которой имеет вид: 

𝜉(𝜔) 0 1 2 3 

𝑃 1

2
 

1

8
 

1

4
 

1

8
 

 

 Решение.  

𝑔(𝑡) = ∑ exp(𝑖𝑡𝑥𝑘) ∙ 𝑝𝑘 =

4

𝑘=1

 

= exp(0) ∙
1

2
+ exp(𝑖𝑡) ∙

1

8
+ exp(𝑖𝑡2) ∙

1

4
+ exp(𝑖𝑡3) ∙

1

8
= 

=
1

2
+ exp(𝑖𝑡) ∙ {1 + 2 ∙ exp(𝑖𝑡) + exp(𝑖𝑡2)} ∙

1

8
=

1

2
+

exp(𝑖𝑡)

8
{1 + exp(𝑖𝑡)}2. 

Пример 5. Найдите характеристическую функцию случайной величины 

𝜉(𝜔), равномерно распределенной в интервале (𝑎, 𝑏). 

Решение. Поскольку 𝜉(𝜔) распределена равномерно в интервале 

(𝑎, 𝑏), то ее плотность распределения имеет вид 

𝑓𝜉(𝑥) = {

1

𝑏 − 𝑎
,   𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏);

0,   𝑥 ∉ (𝑎, 𝑏).
 

𝑔(𝑡) = ∫ exp(𝑖𝑡𝑥)
1

𝑏 − 𝑎
𝑑𝑥 =

exp(𝑖𝑡𝑏) − exp(𝑖𝑡𝑎)

𝑖𝑡(𝑏 − 𝑎)
.

𝑏

𝑎
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--------------------------------------------------------------------------------------- 

Самостоятельная работа 

Задача 1. Найдите характеристическую функцию случайной величины 𝜉(𝜔), 

ряд распределения которой имеет вид: 

𝜉(𝜔) −2 0 2 

𝑃 1

4
 

1

2
 

1

4
 

 

 

Задача 2. Случайная величина 𝜉1(𝜔) распределена равномерно в интервале 

(0,1), а случайная величина 𝜉2(𝜔) имеет стандартное нормальное 

распределение. Найдите характеристическую функцию случайной величины 

𝜂(𝜔) = 𝜉1(𝜔) + 𝜉2(𝜔), если известно, что случайные величины 𝜉1(𝜔) и 𝜉2(𝜔) 

являются независимыми. 

--------------------------------------------------------------------------------------- 
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