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Семинар 8 

«Функции от случайных величин» 

Приведем основные теоретические сведения, необходимые для решения 

задач [1,2]. 

§1 Функция от скалярной случайной величины 

Задача о нахождении закона распределения функции случайной величины 

Постановка задачи: известна функция распределения случайной 

величины 𝜉(𝜔). Найти функцию распределения случайной величины 𝜂(𝜔) =

𝜑(𝜉(𝜔)). 

Пусть 𝜑(𝑥) − непрерывная возрастающая или убывающая функция. 

Тогда существует обратная к ней функция 𝜑−1(𝑦). 

1. Если 𝜑(𝑥) монотонно возрастает, то эквивалентны события 

{𝜑(𝜉(𝜔)) < 𝑦}~{𝜉(𝜔) < 𝜑−1(𝑦)} 

⇒  𝐹𝜂(𝑦) = 𝑃{𝜂(𝜔) < 𝑦} = 𝑃{𝜑(𝜉(𝜔)) < 𝑦} = 𝑃{𝜉(𝜔) < 𝜑−1(𝑦)} =

= 𝐹𝜉(𝜑−1(𝑦)). 

2. Если 𝜑(𝑥) монотонно убывает, то эквивалентны события 

{𝜑(𝜉(𝜔)) < 𝑦}~{𝜉(𝜔) > 𝜑−1(𝑦)} 

⇒  𝐹𝜂(𝑦) = 𝑃{𝜂(𝜔) < 𝑦} = 𝑃{𝜑(𝜉(𝜔)) < 𝑦} = 𝑃{𝜉(𝜔) > 𝜑−1(𝑦)} =

= 1 − 𝑃{𝜉(𝜔) < 𝜑−1(𝑦)} = 1 − 𝐹𝜉(𝜑−1(𝑦)). 

Пусть 𝜑(𝑥) − монотонная дифференцируемая функция, тогда применяя 

правило вычисления производной сложной функции, получаем 

𝑓𝜂(𝑦) = 𝐹𝜂
′(𝑦) = ± (𝐹𝜉(𝑥))

′
|𝑥=𝜑−1(𝑦) ∙ (𝜑−1(𝑦))

′
= ±𝑓𝜉(𝜑−1(𝑦)) ∙ (𝜑−1(𝑦))

′
, 

где знак «плюс» («минус») соответствует случаю, когда функция 𝜑(𝑥) 

монотонно возрастает (убывает). 

Таким образом, 

𝑓𝜂(𝑦) = 𝑓𝜉(𝜑−1(𝑦)) ∙ | (𝜑−1(𝑦))
′
|.                             (1) 

Если функция 𝜑(𝑥) в интервале возможных значений не монотонна, то 

этот интервал следует разбить на такие интервалы, в которых 𝜑(𝑥) монотонна: 

𝑓𝜂(𝑦) = ∑ 𝑓𝜉 (𝜑𝑘
−1(𝑦)) ∙ |(𝜑𝑘

−1(𝑦))
′
|

𝑛

𝑘=1

,                             (2) 
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где 𝑛 − число интервалов монотонности, 𝜑𝑘
−1(𝑦) − обратная к 𝜑(𝑥) функция 

в 𝑘 −м интервале монотонности. 

Примеры решения задач 

Пример 1. Случайная величина 𝜉(𝜔) распределена равномерно в 

интервале (−
𝜋

2
,

𝜋

2
): 

𝑓𝜉(𝑥) = {

1

𝜋
,   𝑥 ∈ (−

𝜋

2
,
𝜋

2
)

0,   𝑥 ∉ (−
𝜋

2
,
𝜋

2
) .

; 

Найти плотность распределения случайной величины 𝜂(𝜔) = sin 𝜉(𝜔). 

Решение. Функция 𝜑(𝑥) = sin 𝑥 непрерывна и монотонно возрастает в 

интервале (−
𝜋

2
,

𝜋

2
). Следовательно, ∃ 𝜑−1(𝑦) = arcsin 𝑦,   𝑦 ∈ (−1,1). 

Вычислим производную обратной функции и найдем плотность 

распределения по формуле (1): 

𝑓𝜂(𝑦) = {

1

𝜋
∙

1

√1 − 𝑦2
,   𝑦 ∈ (−1,1);

0,   𝑦 ∉ (−1,1).  

 

Пример 2. Случайная величина 𝜉(𝜔)~𝑁(𝑚, 𝜎2): 

𝑓𝜉(𝑥) =
1

√2𝜋𝜎
𝑒𝑥𝑝 {−

(𝑥 − 𝑚)2

2𝜎2
} ,   𝑥 ∈ ℝ. 

Найти плотность распределения случайной величины 𝜂(𝜔) = 𝜉2(𝜔). 

Решение. Функция 𝜑(𝑥) = 𝑥2 непрерывна на всей оси 𝑥 и имеет два 

промежутка монотонности: 

1. 𝜑(𝑥) = 𝑥2 монотонно убывает при 𝑥 ∈ (−∞, 0) 

⇒  ∃ 𝜑1
−1(𝑦) = −√𝑦, 𝑦 > 0; 

2. 𝜑(𝑥) = 𝑥2 монотонно возрастает при 𝑥 ∈ (0, +∞) 

⇒  ∃ 𝜑2
−1(𝑦) = +√𝑦, 𝑦 > 0. 

Далее, применяя формулу (2), находим 

𝑓𝜂(𝑦) =
1

√2𝜋𝜎
𝑒𝑥𝑝 {−

(−√𝑦 − 𝑚)
2

2𝜎2
} ∙ |−

1

2√𝑦
| + 
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+
1

√2𝜋𝜎
𝑒𝑥𝑝 {−

(√𝑦 − 𝑚)
2

2𝜎2
} ∙ |

1

2√𝑦
| = 

=
1

2√2𝜋𝜎√𝑦
[𝑒𝑥𝑝 {−

(√𝑦 + 𝑚)
2

2𝜎2
} + 𝑒𝑥𝑝 {−

(√𝑦 − 𝑚)
2

2𝜎2
}] , 𝑦 > 0. 

--------------------------------------------------------------------------------------- 

Самостоятельная работа 

Задача 1. Случайная величина 𝜉(𝜔) распределена по 

экспоненциальному закону с параметром 𝜆. Найти плотность распределения 

случайной величины 𝜂(𝜔) = 𝑒𝑥𝑝(−𝜉(𝜔)). 

Задача 2. Случайная величина 𝜉(𝜔)~𝑁(𝑚, 𝜎2). Найти плотность 

распределения случайной величины 𝜂(𝜔) = |𝜉(𝜔)|. 

--------------------------------------------------------------------------------------- 

§2 Функция от двумерной случайной величины 

Формула свертки 

Пусть 𝜉(𝜔)  и 𝜂(𝜔) − непрерывные, независимые случайные величины: 

𝑓𝜉𝜂(𝑥, 𝑦) = 𝑓𝜉(𝑥)𝑓𝜂(𝑦). 

Тогда плотность распределения случайной величины 𝜀(𝜔) = 𝜉(𝜔) +

𝜂(𝜔) равна свертке плотностей этих случайных величин: 

𝑓𝜀(𝑡) = ∫ 𝑓𝜉(𝑥)

+∞

−∞

𝑓𝜂(𝑡 − 𝑥)𝑑𝑥.                                   (3) 

Примеры решения задач 

Пример 3. Независимые  случайные величины 𝜉(𝜔)  и 𝜂(𝜔) 

распределены по экспоненциальному закону с параметрами 𝜆1 = 1  и 𝜆2 = 2.  

Найти плотность распределения случайной величины 𝜀(𝜔) = 𝜉(𝜔) + 𝜂(𝜔).  

Решение. Согласно условию задачи, 

𝑓𝜉(𝑥) = {
𝑒−𝑥,   𝑥 ≥ 0;
0,   𝑥 < 0; 

       𝑓𝜂(𝑡 − 𝑥) = {2𝑒−2(𝑡−𝑥),   𝑡 − 𝑥 ≥ 0;
0,   𝑡 − 𝑥 < 0.

 

Применим формулу (3). 

При 𝑡 < 0:   𝑓𝜀(𝑡) = 0. 
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При 𝑡 ≥ 0:  

𝑓𝜀(𝑡) = ∫ 𝑒−𝑥2𝑒−2(𝑡−𝑥)𝑑𝑥 = 2𝑒−2𝑡 ∫ 𝑒𝑥𝑑𝑥 = 2𝑒−2𝑡(𝑒𝑡 − 1)

𝑡

0

𝑡

0

. 

Таким образом, 

𝑓𝜀(𝑡) = {
2(𝑒−𝑡 − 𝑒−2𝑡),   𝑡 ≥ 0;

0,   𝑡 < 0.
 

--------------------------------------------------------------------------------------- 

Самостоятельная работа 

Задача 3. Случайные величины 𝜉(𝜔) и 𝜂(𝜔) независимы и равномерно 

распределены в интервале (0,1).  Найти плотность распределения случайной 

величины 𝜀(𝜔) = 𝜉(𝜔) + 𝜂(𝜔).  

--------------------------------------------------------------------------------------- 
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ОТВЕТЫ (Самостоятельная работа) 

Задача 1.   𝑓𝜂(𝑦) = {
𝜆𝑦𝜆−1,   𝑦 ∈ (0, 1];

0,   𝑦 ∉ (0, 1].
 

 

Задача 2. 

𝑓𝜂(𝑦) =
1

√2𝜋𝜎
[𝑒𝑥𝑝 {−

(𝑦 + 𝑚)2

2𝜎2
} + 𝑒𝑥𝑝 {−

(𝑦 − 𝑚)2

2𝜎2
}] , 𝑦 > 0. 

 

Задача 3.   𝑓𝜀(𝑡) = {
𝑡,   0 ≤ 𝑡 < 1;

2 − 𝑡,   1 ≤ 𝑡 < 2;
0,   𝑡 < 0,   𝑡 ≥ 2.

 

 


