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• First • Prev • Next • Last • Go Back • Full Screen • Close • Quit

6.1. Ïîëíûå ìíîæåñòâà
áóëåâûõ ôóíêöèé

Îïðåäåëåíèå 6.1. Ìíîæåñòâî áóëåâûõ ôóíêöèé F íà-
çûâàþò ïîëíûì, åñëè ëþáàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà íåêîòîðîé ôîðìóëîé íàä F .

Ñòàíäàðòíûé áàçèñ {∨, ∧, } ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ìíîæå-
ñòâîì, â ñèëó òåîðåìû î ïðåäñòàâëåíèè ëþáîé áóëåâîé
ôóíêöèè äèçúþíêòèâíîé èëè êîíúþíêòèâíîé íîðìàëü-
íîé ôîðìîé.
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü F è G | íåêîòîðûå ìíîæåñòâà
áóëåâûõ ôóíêöèé, ïðè÷åì F | ïîëíîå ìíîæåñòâî. Òîãäà,
åñëè êàæäàÿ ôóíêöèÿ èç F ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà
íåêîòîðîéôîðìóëîé íàä ìíîæåñòâîì G , òî G |ïîëíîå
ìíîæåñòâî. (áåç äîêàçàòåëüñòâà)#

Áàçèñ {∧, } ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ìíîæåñòâîì. Ñîãëàñíî
çàêîíàì äå Ìîðãàíà, äèçúþíêöèþ ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç
êîíúþíêöèþ è îòðèöàíèå.

Áàçèñ {∨, } ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ìíîæåñòâîì. Ñîãëàñíî
çàêîíó äå Ìîðãàíà, êîíúþíêöèþ ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç
äèçúþíêöèþ è îòðèöàíèå

x ∧ y = x ∨ y.
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Ïðèìåð 6.1. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç åäèí-
ñòâåííîé ôóíêöèè |øòðèõà Øåôôåðà: {|}
( x|y = x · y ).
Ýòî ìíîæåñòâî ïîëíî, ò.ê. ëþáàÿ ôóíêöèÿ ñòàíäàðòíîãî
áàçèñà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíÿ ôîðìóëîé íàä {|} :

x = (x|x),

x · y = (x · y) = (x|y) = (x|y)|(x|y),
x ∨ y = x · y = (x|x) · (y|y) = (x|x)|(y|y).
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6.2. Áàçèñ Æåãàëêèíà
Ðàññìîòðèì áàçèñ Æåãàëêèíà {⊕, ·, 1} .
×òîáû äîêàçàòü ïîëíîòó ýòîãî ìíîæåñòâà, ïðåäñòàâèì
êàæäûé ýëåìåíò ñòàíäàðòíîãî áàçèñàôîðìóëîé íàä áàçèñîì
Æåãàëêèíà

x ∨ y = x · y ⊕ x⊕ y, x = x⊕ 1.

Â ñèëó ïîëíîòû ñòàíäàðòíîãî áàçèñà è òåîðåìû 1 áàçèñ
Æåãàëêèíà ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì.
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Ïîëèíîì Æåãàëêèíà.
Îáùèé âèä ïîëèíîìà Æåãàëêèíà îò òðåõ ïåðåìåííûõ:

a123x1x2x3 ⊕ a12x1x2 ⊕ a13x1x3⊕
⊕ a23x2x3 ⊕ a1x1 ⊕ a2x2 ⊕ a3x3 ⊕ a0 (6.1)

Ïîëèíîì Æåãàëêèíà îò n ïåðåìåííûõ ìîæíî çàïèñàòü â
âèäå

P (x1, . . . , xn) =
∑

{i1, i2, ..., im}⊆I

(mod 2) ai1i2...imxi1xi2 . . . xim,

ãäå I = {1, 2, . . . , n} , à êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìà
ai1i2...im ∈ {0, 1} èíäåêñèðîâàíû âñåìè âîçìîæíûìè ïîä-
ìíîæåñòâàìè ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , n} (êîýôôèöèåíò
a0 ñîîòâåòñòâóåò ïóñòîìó ìíîæåñòâó).
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Óòâåðæäåíèå 6.1. Ïîëèíîì Æåãàëêèíà äëÿ ëþáîé áóëåâîé
ôóíêöèè îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Êîëè÷åñòâî êîýôôèöèåíòîâ â ïîëèíîìå Æåãàëêèíà îò
n ïåðåìåííûõ ðàâíî ÷èñëó ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà
{1, 2, . . . , n} , ò.å. 2n . Êàæäûé êîýôôèöèåíò ìîæåò ïðè-
íèìàòü äâà çíà÷åíèÿ | 0 è 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçëè÷íûõ
ïîëèíîìîâ Æåãàëêèíà ñòîëüêî æå, ñêîëüêî áóëåâûõ ôóíê-
öèé îò n ïåðåìåííûõ | 2(2n) .

Äëÿ ôóíêöèé îò íåáîëüøîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ (íå ïðåâû-
øàþùåãî 4) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ
êîýôôèöèåíòîâ, ïîçâîëÿþùèé ïîëó÷èòü ïîëèíîì Æåãàë-
êèíà äàííîé ôóíêöèè. Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòîò ìåòîä íà
ïðèìåðå.
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Ïðèìåð 6.2. Ïóñòü f = (1, 1, 0, 0, 1, 0, 1, 1) . Íàéäåì
ïîëèíîì Æåãàëêèíà, ïðåäñòàâëÿþùèé f .

Ôóíêöèÿ f ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåêîòîðûì ïîëèíîìîì Æåãàë-
êèíà òðåòüåé ñòåïåíè, îáùèé âèä êîòîðîãî äàåò ôîðìóëà

a123x1x2x3 ⊕ a12x1x2 ⊕ a13x1x3⊕
⊕ a23x2x3 ⊕ a1x1 ⊕ a2x2 ⊕ a3x3 ⊕ a0 (6.2)
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Çíà÷åíèå ôóíêöèè f íà íàáîðå 000 ðàâíî êîýôôèöèåíòó
a0 :

f (0, 0, 0) = a0 = 1.

×òîáû íàéòè êîýôôèöèåíòû a3 , a2 è a1 , íóæíî ðàñ-
ñìîòðåòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè íà íàáîðàõ 001 , 010 è 100
ñîîòâåòñòâåííî.

f (0, 0, 1) = a3 ⊕ a0 = a3 ⊕ 1 = 1,

Ðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî a3 â ïîëå Z2 , ïîëó÷èì
a3 = 0 ;

f (0, 1, 0) = a2 ⊕ 1 = 0 ⇒ a2 = 1;

f (1, 0, 0) = a1 ⊕ 1 = 1 ⇒ a1 = 0;
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×òîáû íàéòè êîýôôèöèåíòû a12 , a13 è a23 , íóæíî
ðàññìîòðåòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè íà íàáîðàõ 110 , 101 è 011
ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ ïåðâîãî íàáîðà ïîëó÷èì

f (1, 1, 0) = a12x1x2 ⊕ a1x1 ⊕ a2x2 ⊕ a0 =

= a12 ⊕ a2 ⊕ a0 = a12 ⊕ 1⊕ 1 = a12

(ñóììà ïî ìîäóëþ 2 ëþáîãî ÷åòíîãî ÷èñëà ðàâíûõ ñëàãàå-
ìûõ ðàâíà 0).
Ïîñêîëüêó f (1, 1, 0) = 1 , òî a12 = 1 .
Àíàëîãè÷íî íàõîäèì a13 . f (1, 0, 1) = 0

f (1, 0, 1) = a13 ⊕ a0 = a13 ⊕ 1 = 0
îòêóäà a13 = 1 ;

f (0, 1, 1) = a23 ⊕ a2 ⊕ a0 = a23 ⊕ 1⊕ 1 = 0,
a23 = 0 .
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f (1, 1, 1) = a123 ⊕ a12 ⊕ a13 ⊕ a2 ⊕ a0 = a123 = 1.
Ïîëèíîì Æåãàëêèíà, ïðåäñòàâëÿþùèé f åñòü:

f = x1x2x3 ⊕ x1x2 ⊕ x1x3 ⊕ x2 ⊕ 1.
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6.3. Êëàññû Ïîñòà
Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ñïåöèàëüíûå ìíîæåñòâà ôóíêöèé.

Îïðåäåëåíèå 6.2. Ôóíêöèþ f íàçûâàþò ôóíêöèåé,
ñîõðàíÿþùåé êîíñòàíòó 0, åñëè f (0̃) = 0 , ãäå 0̃ |
íóëåâîé íàáîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ ôóíêöèè f .

Îïðåäåëåíèå 6.3. Ôóíêöèþ f íàçûâàþò ôóíêöèåé,
ñîõðàíÿþùåé êîíñòàíòó êîíñòàíòó 1, åñëè f (1̃) = 1 ,
ãäå 1̃ | åäèíè÷íûé íàáîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ ôóíêöèè
f .

Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ f = (00111101) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé,
ñîõðàíÿþùåé è êîíñòàíòó 0, è êîíñòàíòó 1.
Îòðèöàíèå íå ñîõðàíÿåò íè 0, íè 1.
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Ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ êîíñòàíòó 0 îáî-
çíà÷àåòñÿ ÷åðåç T0 .

Ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ êîíñòàíòó 1 îáî-
çíà÷àåòñÿ ÷åðåç T1 .
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Hàáîðû α̃ è α̃ èç áóëåâà êóáà Bn = {0, 1}n (äëÿ ïðî-
èçâîëüíîãî ôèêñèðîâàííîãî n ) áóäåì íàçûâàòü âçàèìíî
ïðîòèâîïîëîæíûìè.

Ãîâîðÿò, ÷òî íàáîð α̃ åñòü îòðèöàíèå íàáîðà α̃ .

Îïðåäåëåíèå 6.4. Ôóíêöèþ g ∈ P2,n íàçûâàþò äâîé-
ñòâåííîé ê ôóíêöèè f ∈ P2,n , åñëè äëÿ âñÿêîãî
α̃ ∈ {0, 1}n ( n > 0 ) èìååò ìåñòî

g(α̃) = f (α̃).

Êîíñòàíòà 0 ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåííîé ê êîíñòàíòå 1 è íàîáî-
ðîò.
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Ïðèìåð 6.3.
à. Ñòðåëêà Ïèðñà åñòü ôóíêöèÿ, äâîéñòâåííàÿ ê øòðèõó
Øåôôåðà, òàê êàê

x ↓ y = x ∨ y = x · y = x|y.

á. Ñóììà ïî ìîäóëþ 2 äâîéñòâåííà ê ýêâèâàëåíòíîñòè, òàê
êàê

x ∼ y = x⊕ y = x⊕ y.



• First • Prev • Next • Last • Go Back • Full Screen • Close • Quit

Â îáùåì ñëó÷àå â ñèëó ñâîéñòâà åäèíñòâåííîñòè îòðèöàíèÿ
ôóíêöèÿ h , äâîéñòâåííàÿ êôóíêöèè g , êîòîðàÿ äâîéñòâåí-
íà ê f , ðàâíà f .

Îïðåäåëåíèå 6.5. Ôóíêöèþ f ∈ P2,n íàçûâàþò ñàìîäâîé-
ñòâåííîé, åñëè îíà äâîéñòâåííà ê ñåáå ñàìîé, ò.å.

(∀α̃ ∈ {0, 1}n
)(f (α̃) = f (α̃)),

èëè
(∀α̃ ∈ {0, 1}n

)(f (α̃) = f (α̃)).

Ôóíêöèÿ ñàìîäâîéñòâåííà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íà
âçàèìíî ïðîòèâîïîëîæíûõ íàáîðàõ îíà ïðèíèìàåò âçàèìíî
ïðîòèâîïîëîæíûå çíà÷åíèÿ.
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Äëÿ òîãî ÷òîáû óáåäèòüñÿ â íåñàìîäâîéñòâåííîñòè çàäàí-
íîé ôóíêöèè f , äîñòàòî÷íî íàéòè õîòÿ áû îäíó ïàðó
âçàèìíî ïðîòèâîïîëîæíûõ íàáîðîâ α̃ è α̃ , òàêèõ, ÷òî çíà-
÷åíèÿ ôóíêöèè íà íèõ ñîâïàäàþò, ò.å. f (α̃) = f (α̃) .

Òàê, ôóíêöèÿ f1 = (0101) ÿâëÿåòñÿ ñàìîäâîéñòâåííîé,
ïîñêîëüêó

f1(0, 0) = 0 = f 1(0, 0) = f 1(1, 1) = 1 = 0,

f1(0, 1) = 1 = f 1(0, 1) = f 1(1, 0) = 0 = 1.

Ôóíêöèÿ f2 = (1001) (ýêâèâàëåíòíîñòü) íå ÿâëÿåòñÿ
ñàìîäâîéñòâåííîé, ïîñêîëüêó ïðè α̃ = (0, 0) 0 ∼ 0 = 1
è 1 ∼ 1 = 1 .

Ìíîæåñòâî âñåõ ñàìîäâîéñòâåííûõôóíêöèé (ïðè âñåõ n ≥
1 ) îáîçíà÷èì S .
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Îïðåäåëåíèå 6.6. Ôóíêöèþ f ∈ P2,n íàçûâàþò ìîíî-
òîííîé, åñëè äëÿ ëþáûõ íàáîðîâ α̃ , β̃ ∈ Bn , òàêèõ, ÷òî
α̃ ≤ β̃ , èìååò ìåñòî f (α̃) ≤ f (β̃) .

Ôóíêöèÿ f = (0011) ìîíîòîííà. Øòðèõ Øåôôåðà |
íåìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ, òàê êàê 00 < 11 , íî 0|0 = 1 , à
1|1 = 0 . Ìíîæåñòâî âñåõ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé ïðèíÿòî
îáîçíà÷àòü ÷åðåç M .
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Ôîðìóëà âèäà
n∑

i=1

(mod 2) aixi ⊕ a0 (6.3)

íàçûâàåòñÿ ïîëèíîìîì Æåãàëêèíà ïåðâîé ñòåïåíè îò
ïåðåìåííûõ. Â òàêîì ïîëèíîìå îòñóòñòâóþò

"
íåëèíåéíûå\

ñëàãàåìûå.

Îïðåäåëåíèå 6.7. Ôóíêöèþ f ∈ P2,n íàçûâàþòëèíåéíîé,
åñëè îíà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ïîëèíîìîì Æåãàëêèíà
ïåðâîé ñòåïåíè îò n ïåðåìåííûõ.

Íàïðèìåð, 1⊕x1⊕x2⊕x3 |ïîëèíîì ïåðâîé ñòåïåíè îò
3 ïåðåìåííûõ.
Ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ ôóíêöèé îáîçíà÷àþò ÷åðåç L .
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Îïðåäåëåíèå 6.8. Ìíîæåñòâà ôóíêöèé T0 , T1 , S , M , L
íàçûâàþòñÿ êëàññàìè Ïîñòà.

Ïðèìåð 6.4. Øòðèõ Øåôôåðà íå ïðèíàäëåæèò íè îäíîìó
èç êëàññîâ Ïîñòà.
Âñå ñâîéñòâà, êðîìå íåëèíåéíîñòè, ñëåäóþò èç òàáëèöû
ýòîé ôóíêöèè. Íåëèíåéíîñòü æå äîêàçûâàåòñÿ âûâîäîì
ïîëèíîìà Æåãàëêèíà äëÿ øòðèõà Øåôôåðà:

x|y = x · y = x · y ⊕ 1.

Ïîëó÷åííûé ïîëèíîì Æåãàëêèíà èìååò ñòåïåíü âûøå
ïåðâîé.
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Îïðåäåëåíèå 6.9. Ìíîæåñòâî áóëåâûõ ôóíêöèé F íàçûâà-
þò çàìêíóòûì, åñëè ëþáàÿ ôîðìóëà íàä F ïðåäñòàâëÿåò
íåêîòîðóþ ôóíêöèþ èç F .

Ôóíäàìåíòàëüíûì ñâîéñòâîì êàæäîãî êëàññà Ïîñòà ÿâëÿ-
åòñÿ åãî çàìêíóòîñòü (â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 6.9).

Îïðåäåëåíèå 6.10. Ôóíêöèÿ f (g1, . . . , gn) íàçûâàåòñÿ
ñóïåðïîçèöèåé ôóíêöèé f , g1 , . . . , gn . Äëÿ ëþáîãî
α̃ ∈ Bm èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

f (g1, . . . , gn)(α̃) = f (g1(α̃), . . . , gn(α̃)).

Çàìêíóòîñòü êëàññîâ Ïîñòà: äëÿ ëþáîãî èç êëàññîâ Ïîñòà
C âñÿêàÿ ñóïåðïîçèöèÿ íàä C ñíîâà åñòü ýëåìåíò C .
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Òåîðåìà 2. Êàæäûé êëàññ Ïîñòà çàìêíóò.

J Äëÿ êàæäîãî êëàññà Ïîñòà C ∈ {T0, T1, S, M, L}
íóæíî äîêàçàòü, ÷òî çàìûêàíèå [C] ìíîæåñòâà áóëåâûõ
ôóíêöèé C ñîâïàäàåò ñ C , ò.å. ëþáàÿ ôóíêöèÿ, ïðåäñòà-
âëÿåìàÿ ôîðìóëîé ïîñòðîåííîé íàä êëàññîì C , ïðèíàäëå-
æèò ýòîìó êëàññó.
Ïóñòü f (g1, . . . , gn) | êàêàÿ-òî ñóïåðïîçèöèÿ íàä C .
Îáîçíà÷èì åå ÷åðåç ϕ .
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ôóíêöèè
f , g1 , . . . , gn çàâèñÿò îò n ïåðåìåííûõ (äëÿ íåêîòîðî-
ãî n ).

Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè â ñîîò-
âåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì ñóïåðïîçèöèè.
1) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ñóïåðïîçèöèè ϕ = f (g1, . . . , gn)
ôóíêöèÿ f è âñå ôóíêöèè gi åñòü ýëåìåíòû êëàññà Ïîñòà
C .

2) Äîêàæåì, ÷òî è ϕ = f (g1, . . . , gn) ∈ C .
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1. Ðàññìîòðèì C = T0 .

Ïóñòü f , g1 , . . . , gn ∈ T0 , ò.å. f (0̃) = 0 è gi(0̃) = 0 .

Òîãäà ϕ(0̃) = f (g1(0̃), . . . , gn(0̃)) = f (0, . . . , 0) = 0 .

Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ ∈ T0 .

2. Ïðè C = T1 ðàññóæäàåì òî÷íî òàê æå.
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3. Ïóñòü C = S , ò.å. f , g1 , . . . , gn ∈ S . Äîêàæåì, ÷òî
ϕ = f (g1, . . . , gm) ∈ S .
Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé íàáîð α̃ ∈ {0, 1}n è ïîêàæåì,
÷òî ϕ(α̃) = ϕ(α̃) , èñïîëüçóÿ ñàìîäâîéñòâåííîñòü âñåõ
ôóíêöèé:

ϕ(α̃) = f (g1(α̃), . . . , gn(α̃)) =
= f (g1(α̃), . . . , gn(α̃)) =

= f (g1(α̃), . . . , gn(α̃)) = ϕ(α̃).

Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ ∈ S .
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4. C = M , ò.å. f , g1 , . . . , gn ∈ S .
Áåðåì ïðîèçâîëüíî íàáîðû α̃ è β̃ òàê, ÷òî α̃ ≤ β̃ .
Äîêàæåì, ÷òî ϕ = f (g1, . . . , gm) ∈M . Èìååì

ϕ(α̃) = f (g1(α̃), . . . , gn(α̃)) ≤ f (g1(β̃), . . . , gn(β̃)) = ϕ(β̃),

òàê êàê âñå ôóíêöèè gi , i = 1, n , ìîíîòîííû, âåêòîð
(g1(α̃), . . . , gn(α̃)) íå áîëüøå âåêòîðà (g1(β̃), . . . , gn(β̃)) ,
ôóíêöèÿ f òàêæå ìîíîòîííà. Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ ∈M .

5. Åñëè æå C = L , òî î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ïîäñòàíîâêå â
ëèíåéíóþ ôóíêöèþ (ïîëèíîì Æåãàëêèíà ïåðâîé ñòåïåíè)
âìåñòî åå ïåðåìåííûõ ïðîèçâîëüíûõ ëèíåéíûõ ôóíêöèé
ïîëó÷èòñÿ ñíîâà ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ.
Äîêàçàíà çàìêíóòîñòü êàæäîãî êëàññà Ïîñòà. I
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Ïðèâåäåì òåîðåìó, õàðàêòåðèçóþùóþ âàæíîå ñâîéñòâî
íåìîíîòîííûõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 3. Åñëè ôóíêöèÿ f íå ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé, ò.å.
f /∈M , òî íàéäóòñÿ äâà òàêèõ íàáîðà α̃ , β̃ , ÷òî

α̃ = (α1, . . . , αi−1, 0, αi+1, . . . , αn),

β̃ = (α1, . . . , αi−1, 1, αi+1, . . . , αn),

è f (α̃) = 1 , f (β̃) = 0 , ò.å. ýòè äâà íàáîðà ðàçëè÷àþòñÿ
çíà÷åíèÿìè â òî÷íîñòè îäíîé êîìïîíåíòû, à çíà÷åíèå
ôóíêöèè ðàâíî 0 íà áîëüøåì íàáîðå è ðàâíî 1 íà ìåíüøåì.
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6.4. Ðåàëèçàöèÿ
ôóíêöèé ôîðìóëàìè
Ðåàëèçàöèÿ êîíñòàíò 0 è 1 .

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ ðåàëèçàöèè êîíñòàíò 0 è 1 .
1. Ïóñòü èìååòñÿ ôóíêöèÿ f0 , íå ñîõðàíÿþùàÿ êîíñòàíòó
0 ( f0 /∈ T0 ), è ñîõðàíÿþùàÿ êîíñòàíòó 1 ( f0 ∈ T1 ), ò.å.
f0(0, . . . , 0) = 1 è f0(1, . . . , 1) = 1 .
Êîíñòàíòà 1 ïðåäñòàâëÿåòñÿ ôîðìóëîé

1 = f0(x, . . . , x).

×òîáû âûðàçèòü êîíñòàíòó 0 , èñïîëüçóåì ëþáóþ ôóíêöèþ
g ∈ F , íå ñîõðàíÿþùóþ êîíñòàíòó 1 ( g /∈ T1 ):

0 = g(1, . . . , 1) = g(f0(x, . . . , x), . . . , f0(x, . . . , x)).
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Ïóñòü èìååòñÿ ôóíêöèÿ f1 , íå ñîõðàíÿþùàÿ êîíñòàíòó 1
( f0 /∈ T1 ), íî ñîõðàíÿþùàÿ êîíñòàíòó 0 ( f0 ∈ T0 ), ò.å.
f0(0, . . . , 0) = 0 è f0(1, . . . , 1) = 0 .
Êîíñòàíòà 0 ïðåäñòàâëÿåòñÿ ôîðìóëîé

0 = f0(x, . . . , x).

Åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ g /∈ T0 , òî

1 = g(0, . . . , 0) = g(f0(x, . . . , x), . . . , f0(x, . . . , x)).
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2. Ðåàëèçàöèÿ êîíñòàíò 0 è 1 èç íåñàìîäâîéñòâåííîé
ôóíêöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì îòðèöàíèÿ.

Óòâåðæäåíèå. Åñëè ôóíêöèÿ íåñàìîäâîéñòâåííàÿ, òî
ñ èñïîëüçîâàíèåì îòðèöàíèÿ èç íåå ìîæíî ðåàëèçîâàòü
êîíñòàíòó.

Ïóñòü ôóíêöèÿ fS |íåñàìîäâîéñòâåííàÿ. Òîãäà íàéäåòñÿ
òàêîé íàáîð α̃ = (α1, . . . , αn) , ÷òî

fS(α̃) = fS(α̃).
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Ââåäåì ôóíêöèþ îò îäíîãî ïåðåìåííîãî

h(x) = fS(xα1, . . . , xαn).

Çàìåòèì, ÷òî

0σ =

{
1, σ = 0;
0, σ = 1.

Ïîýòîìó 0αi = αi . Àíàëîãè÷íî 1αi = αi .
Ïîëó÷èì

h(0) = fS(α̃) = fS(α̃) = h(1),

Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå h(x) åñòü êîíñòàíòà.
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Ðåàëèçàöèÿ îòðèöàíèÿ.
Óòâåðæäåíèå. Åñëè ôóíêöèÿ fM íåìîíîòîííàÿ, òî ñ
èñïîëüçîâàíèåì êîíñòàíò 0 è 1 èç íåå ìîæíî ðåàëèçîâàòü
îòðèöàíèå.

Äëÿ íåìîíîòîííîé ôóíêöèè fM ñîãëàñíî òåîðåìå 3 íàé-
äóòñÿ äâà òàêèõ íàáîðà α̃ è β̃ , ÷òî

α̃ = (α1, . . . , αi−1, 0, αi+1, . . . , αn),

β̃ = (α1, . . . , αi−1, 1, αi+1, . . . , αn),

fM(α̃) = 1 , à fM(β̃) = 0 .

Òîãäà
x = fM(α1, . . . , αi−1, x, αi+1, . . . , αn),

ãäå α1 , . . . , αi−1 , αi+1 , . . . , αn ∈ {0, 1} .
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×àñòíûé ñëó÷àé. Åñëè äëÿ íåìîíîòîííîé ôóíêöèè èìååò
ìåñòî fM /∈ T0 è fM /∈ T1 , òî

fM(0, . . . , 0) = 1,

fM(1, . . . , 1) = 0.

Òîãäà
x = f2(x, . . . , x).



• First • Prev • Next • Last • Go Back • Full Screen • Close • Quit

Ðåàëèçàöèÿ êîíúþíêöèè
ñ èñïîëüçîâàíèåì êîíñòàíò è îòðèöàíèÿ.

Óòâåðæäåíèå. Åñëè ôóíêöèÿ fL íåëèíåéíàÿ, òî ñ èñïîëü-
çîâàíèåì êîíñòàíò è îòðèöàíèÿ èç íåå ìîæíî ðåàëèçîâàòü
êîíúþíêöèþ.

Â ïîëèíîìå Æåãàëêèíà ýòîé ôóíêöèè âûáèðàåì ïðîèçâîëü-
íîå íåëèíåéíîå ñëàãàåìîå, ñîäåðæàùåå íàèìåíüøåå ÷èñëî
ïåðåìåííûõ.
Ïóñòü ýòî áóäåò ñëàãàåìîå xi1 , . . . , xik ïðè 2 ≤ k ≤ n .
Âìåñòî êàæäîãî ïåðåìåííîãî xm ôóíêöèè fL , ãäå
m /∈ {i1, . . . , ik} , ïîäñòàâèì êîíñòàíòó 0.
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Ïîëó÷èì íîâóþ ôóíêöèþ

f ′L(xi1, . . . , xik) =
= xi1 . . . xik ⊕ ai1xi1 ⊕ . . .⊕ aikxik ⊕ a0 =

= fL(0, . . . , 0, xi1, 0, . . . , 0, xik, 0, . . . , 0).

Ðàçîáüåì ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ {xi1, . . . , xik} íà äâå
÷àñòè: {xi1, . . . , xim} è {xim+1

, . . . , xik} , ãäå 1 ≤ m ≤
k − 1 òàê, ÷òîáû ïîñëå çàìåíû âñåõ ïåðåìåííûõ ïåðâîé
÷àñòè ïåðåìåííûì x , à ïåðåìåííûõ âòîðîé ÷àñòè |
ïåðåìåííûì y , ïîëó÷èòü ôóíêöèþ îò äâóõ ïåðåìåííûõ

χ(x, y) = xy ⊕ ax⊕ by ⊕ c,

ãäå a = ai1 ⊕ . . .⊕ aim , b = aim+1
⊕ . . .⊕ aik , c = a0 .
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Ôóíêöèÿ χ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà òàêîé ôîðìóëîé íàä
F :

χ(x, y) = fL(0, . . . , 0, x︸︷︷︸
i1

, 0, . . . , 0, x︸︷︷︸
im

, 0, . . . , 0,

y︸︷︷︸
im+1

, 0, . . . , 0, y︸︷︷︸
ik

, 0, . . . , 0),

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ

ψ(x, y) = χ(x⊕ b, y ⊕ a)⊕ ab⊕ c.
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Âûðàçèâ ôóíêöèþ ψ(x, y) èç ïîëèíîìà Æåãàëêèíà äëÿ χ ,
ïîëó÷èì

ψ(x, y) = χ(x⊕ b, y ⊕ a)⊕ ab⊕ c =
= (x⊕ b)(y ⊕ a)⊕ a(x⊕ b)⊕ b(y ⊕ a)⊕ c⊕ ab⊕ c =
= xy ⊕ ax⊕ by ⊕ ab⊕ ax⊕ ab⊕ by ⊕ ab⊕ c⊕ ab⊕ c =
= xy,

ò.ê. ñóììà ïî ìîäóëþ 2 ëþáîãî ÷åòíîãî ÷èñëà ðàâíûõ
ñëàãàåìûõ ðàâíà 0 .

Ôóíêöèÿ ψ åñòü êîíúþíêöèÿ.

Ïðèáàâëåíèå ê ëþáîé ôóíêöèè êîíñòàíòû ïî ìîäóëþ 2 åñòü
ëèáî ñàìà èñõîäíàÿ ôóíêöèÿ, ëèáî åå îòðèöàíèå. Ïîñêîëüêó
îòðèöàíèå äîñòóïíî, òî êîíúþíêöèÿ ðåàëèçîâàíà ôîðìó-
ëîé.
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Òåîðåìà 4 (êðèòåðèé Ïîñòà). Ìíîæåñòâî F áóëåâûõ
ôóíêöèé ïîëíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî íå ñîäåð-
æèòñÿ öåëèêîì íè â îäíîì èç êëàññîâ Ïîñòà.

J Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ìíîæåñòâî F áóëåâûõ ôóíê-
öèé ïîëíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíî ñîäåðæèòñÿ öåëèêîì â
îäíîì èç êëàññîâ Ïîñòà, òî åñòü äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà Ïî-
ñòà C âûïîëíÿåòñÿ F ⊆ C .

Âñÿêàÿ ñóïåðïîçèöèÿ íàä F , ñîãëàñíî òåîðåìå 2, ñíîâà
ëåæàëà áû â C .

Ñóùåñòâóþò ôóíêöèè, íå ñîäåðæàùèåñÿ íè â îäíîì èç
êëàññîâ Ïîñòà, íàïðèìåð øòðèõ Øåôôåðà.
Òàêèì îáðàçîì, íàøëàñü ôóíêöèÿ, êîòîðóþ íåëüçÿ ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå ñóïåðïîçèöèè íàä F , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
ïðåäïîëîæåíèþ î ïîëíîòå F .
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Äîñòàòî÷íîñòü. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîëíîòû ìíîæåñòâà
F , óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ òåîðåìû, ïîñòðîèì ôîð-
ìóëû íàä F äëÿ îòðèöàíèÿ è êîíúþíêöèè, ïîñêîëüêó
ìíîæåñòâî, îáðàçîâàííîå ýòèìè ôóíêöèÿìè, ïîëíî. Òîãäà
â ñèëó òåîðåìû 1 áóäåò ïîëíûì è ìíîæåñòâî F .

Ïî óñëîâèþ òåîðåìû â F íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíà ôóíêöèÿ
f1 /∈ T0 . Åñëè f1 ∈ T1 , òî ìîæíî ðåàëèçîâàòü êîíñòàíòó 1.
Åñëè f1 /∈ T1 , òî ìîæíî ðåàëèçîâàòü îòðèöàíèå.

Ïî óñëîâèþ òåîðåìû â F íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíà ôóíêöèÿ
f2 /∈ T1 . Åñëè f2 ∈ T0 , òî ìîæíî ðåàëèçîâàòü êîíñòàíòó 0.
Åñëè f2 /∈ T1 , òî ìîæíî ðåàëèçîâàòü îòðèöàíèå.

Òàêèì îáðàçîì, ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû ëèáî äâå êîí-
ñòàíòû 0 è 1, ëèáî òîëüêî îòðèöàíèå, ëèáî êîíñòàíòû è
îòðèöàíèå.
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Ïî óñëîâèþ òåîðåìû â F íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíà íå-
ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ, õîòÿ áû îäíà íåñàìîäâîéñòâåííàÿ
ôóíêöèÿ è õîòÿ áû îäíà íåëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ.

Â ñëó÷àå, åñëè èç ïåðâûõ äâóõ êëàññîâ ( T0 , T1 ) ïîñòðîåíû
òîëüêî ôîðìóëû äëÿ êîíñòàíò, ñ èñïîëüçîâàíèåì íåìîíî-
òîííîé ôóíêöèè fM /∈M ìîæíî ðåàëèçîâàòü îòðèöàíèå.

Åñëè ðåàëèçîâàíî òîëüêî îòðèöàíèå, ñ èñïîëüçîâàíèåì
íåñàìîäâîéñòâåííîé ôóíêöèè fS /∈ S ìîæíî ðåàëèçîâàòü
êîíñòàíòû.

Èìåÿ êîíñòàíòû è îòðèöàíèå, èç íåëèíåéíîé ôóíêöèè fL /∈
L ìîæíî ðåàëèçîâàòü êîíüþíêöèþ.

Òàêèì îáðàçîì, îòðèöàíèå è êîíúþíêöèÿ ðåàëèçîâàíû
ôîðìóëàìè íàä F . Ìíîæåñòâî ïîëíî. I
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×òîáû èññëåäîâàòü ïîëíîòó êîíêðåòíîãî ìíîæåñòâà ôóíê-
öèé

F = {f1, f2, . . . , fn},
èñïîëüçóþò êðèòåðèàëüíóþ òàáëèöó

Òàáëèöà 6.1
T0 T1 S M L

f1

f2
...
fn

Ñòðîêè òàáëèöû ñîîòâåòñòâóþò ôóíêöèÿì èññëåäóåìîãî
ìíîæåñòâà, à ñòîëáöû | êëàññàì Ïîñòà.
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Ïðèìåð 6.5. Ïóñòü F = {∼, ∨, 0} .
Çàïîëíåííàÿ êðèòåðèàëüíàÿ òàáëèöà:

Òàáëèöà 6.2
T0 T1 S M L

∼ − + − − +
∨ + + − + −
0 + − − + +

Â ìíîæåñòâå F åñòü ôóíêöèè, íå ïðèíàäëåæàùèå êàæäîìó
èç ïÿòè êëàññîâ Ïîñòà. Ñîãëàñíî òåîðåìå Ïîñòà, ìíîæåñòâî
F | ïîëíîå.
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Ðåàëèçàöèÿ êîíñòàíò, îòðèöàíèÿ è êîíúþíêöèè íàä F

Êîíñòàíòà 0 ïðèíàäëåæèò ñàìîìó ìíîæåñòâó F .

Ôóíêöèÿ ∼ (ýêâèâàëåíòíîñòü) íå ñîõðàíÿåò êîíñòàíòó 0 ,
íî ñîõðàíÿåò êîíñòàíòó 1 , ïîýòîìó 1 = x ∼ x .

Ïîñêîëüêó 0 ∼ 0 = 1 , 1 ∼ 0 = 0 , òî x = x ∼ 0 .

Êîíúþíêöèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü ôîðìóëîé íàä F , ñëåäóÿ
äîêàçàòåëüòâó òåîðåìû Ïîñòà.
Áåðåì åäèíñòâåííóþ íåëèíåéíóþ ôóíêöèþ äàííîãî ìíî-
æåñòâà, äèçúþíêöèþ, è çàïèñûâàåì äëÿ íåå ïîëèíîì Æå-
ãàëêèíà:
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x1 ∨ x2 = x1 · x2 ⊕ x1 ⊕ x2.

Ýòîò ïîëèíîì åñòü ôóíêöèÿ

χ(x1, x2) = xy ⊕ ax⊕ by ⊕ c

ïðè a = b = 1 è c = 0 .
Ñëåäîâàòåëüíî,

x1 · x2 = χ(x1 ⊕ 1, x2 ⊕ 1)⊕ 1.

Òàê êàê x⊕ 1 = x = x ∼ 0 , òî

x1 · x2 = ((x1 ∼ 0)︸ ︷︷ ︸
x1⊕1

∨ (x2 ∼ 0)︸ ︷︷ ︸
x2⊕1

) ∼ 0.
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Ýòîò æå ðåçóëüòàò â äàííîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå ìîæíî
ïîëó÷èòü è ãîðàçäî ïðîùå:

x1 · x2 = x1 ∨ x2 = ((x1 ∼ 0) ∨ (x2 ∼ 0)) ∼ 0.

Çàìå÷àíèå. Ýòî ïîëíîå ìíîæåñòâî F = {∼, ∨, 0}
äâîéñòâåííî ê áàçèñó Æåãàëêèíà â òîì ñìûñëå, ÷òî êàæäàÿ
èç åãî ôóíêöèé äâîéñòâåííà ê ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè
áàçèñà Æåãàëêèíà: ýêâèâàëåíòíîñòü äâîéñòâåííà ê ñóììå
ïî ìîäóëþ 2 , äèçúþíêöèÿ | ê êîíúþíêöèè, êîíñòàíòà
0 | ê êîíñòàíòå 1 .

Íèêàêîå ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî çàäàííîãî ìíîæåñòâà
íå áóäåò ïîëíûì.


