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Îïðåäåëåíèå 10.1. Ïîëóêîëüöî | ýòî àëãåáðà ñ äâóìÿ
áèíàðíûìè è äâóìÿ íóëüàðíûìè îïåðàöèÿìè

S = (S, +, ·, 0, 1),

òàêàÿ, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ a , b , c ìíîæåñòâà
S âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà, íàçûâàåìûå àêñèî-
ìàìè ïîëóêîëüöà:
1) a + (b + c) = (a + b) + c ;
2) a + b = b + a ;
3) a + 0 = a ;
4) a · (b · c) = (a · b) · c ;
5) a · 1 = 1 · a = a ;
6) a · (b + c) = a · b + a · c ;
7) (b + c) · a = b · a + c · a ;
8) a · 0 = 0 · a = 0 .
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Ïåðâóþ îïåðàöèþ + íàçûâàþò ñëîæåíèåì ïîëóêîëüöà,
âòîðóþ îïåðàöèþ · | óìíîæåíèåì ïîëóêîëüöà S ;
ýëåìåíòû 0 è 1 íàçûâàþò ñîîòâåòñòâåííî íóëåì è åäèíè-
öåé ïîëóêîëüöà S .
Àêñèîìû ïîëóêîëüöà íàçûâàþò òàêæå îñíîâíûìè òîæäå-
ñòâàìè ïîëóêîëüöà.

Àêñèîìó 8 ïîëóêîëüöà íàçûâàþò àííóëèðóþùèì ñâîé-
ñòâîì íóëÿ â ïîëóêîëüöå.

3



• First • Prev • Next • Last • Go Back • Full Screen • Close • Quit

Ïîëóêîëüöî S = (S, +, ·, 0, 1) | ýòî àëãåáðà ñ äâóìÿ
áèíàðíûìè è äâóìÿ íóëüàðíûìè îïåðàöèÿìè, òàêàÿ, ÷òî:

1) àëãåáðà (S, +, 0) ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíûì ìîíîèäîì;
àääèòèâíûé ìîíîèä ïîëóêîëüöà;

2) àëãåáðà (S, ·, 1) ÿâëÿåòñÿ ìîíîèäîì ;
ìóëüòèïëèêàòèâíûé ìîíîèä ïîëóêîëüöà;

3) èìåþò ìåñòî ñâîéñòâà (äâóñòîðîííåé) äèñòðèáóòèâíîñòè
îïåðàöèè ñëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè óìíîæåíèÿ;

4) âûïîëíÿåòñÿ àííóëèðóþùåå ñâîéñòâî íóëÿ.
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Êîëüöî åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé ïîëóêîëüöà: åñëè êîëüöî ïî
ñëîæåíèþ ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé, òî ïîëóêîëüöî |
ëèøü êîììóòàòèâíûé ìîíîèä.

Âûäåëèì äâà âèäà ïîëóêîëåö:
1) êîììóòàòèâíîå ïîëóêîëüöî c êîììóòàòèâíîé îïåðàöè-
åé óìíîæåíèÿ;

2) èäåìïîòåíòíîå ïîëóêîëüöî ñ èäåìïîòåíòíîé îïåðàöèåé
ñëîæåíèÿ.
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Ïðèìåð 10.1. Ðàññìîòðèì àëãåáðó

R+ = (R+ ∪ {+∞}, min, +, +∞, 0),

ãäå R+ | ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñåë, min | îïåðàöèÿ âçÿòèÿ íàèìåíüøåãî èç äâóõ
äàííûõ ÷èñåë, + | îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñåë, +∞ |

"
ïëþñ áåñêîíå÷íîñòü\, 0 | ÷èñëî

"
íóëü\.

Ýòà àëãåáðà | ïîëóêîëüöî.
Îïåðàöèÿ âçÿòèÿ íàèìåíüøåãî èç äâóõ ÷èñåë min ÿâëÿåòñÿ
îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ, ñëîæåíèå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R+

|îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ ïîëóêîëüöà.
Ýëåìåíò +∞ | íóëü ïîëóêîëüöà.
Ýëåìåíò 0 | åäèíèöà ïîëóêîëüöà.

Ïðîâåðèì àêñèîìû ïîëóêîëüöà.
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Îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ ïîëóêîëüöà.
Îïåðàöèÿ âçÿòèÿ min àññîöèàòèâíà è êîììóòàòèâíà (äîêà-
çàòü ñàìîñòîÿòåëüíî).
Ýëåìåíò +∞ åñòü íåéòðàëüíûé ýëåìåíò îòíîñèòåëüíî
îïåðàöèè min (îïåðàöèè ñëîæåíèÿ â ïîëóêîëüöå):

∀(x ∈ R+ ∪ {+∞}); min(x, +∞) = x.

Âûïîëíÿþòñÿ àêñèîìû 1,2,3 ïîëóêîëüöà.
Àëãåáðà (R+ ∪ {+∞}, min, +∞) | êîììóòàòèâíûé ìî-
íîèä.
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Îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ïîëóêîëüöà.
Îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ äåéñòâèòåëüíûõ÷èñåë + àññîöèàòèâíà
è êîììóòàòèâíà.
Ýëåìåíò 0 åñòü íåéòðàëüíûé ýëåìåíò îòíîñèòåëüíî îïåðà-
öèè + (îïåðàöèè óìíîæåíèÿ â ïîëóêîëüöå):

∀(x ∈ R+ ∪ {+∞}) (x + 0) = x.

Âûïîëíÿþòñÿ àêñèîìû 4,5 ïîëóêîëüöà.
Àëãåáðà (R+ ∪ {+∞}, +, 0) | êîììóòàòèâíûé ìîíîèä.
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Ïðîâåðèì ñâîéñòâà äèñòðèáóòèâíîñòè (àêñèîìû 6 è7):

a + min (b, c) = min (a + b, a + c).

Èìååì

a + min (b, c) =

{
a + b, b ≤ c;
a + c, b > c.

Â òî æå âðåìÿ

min (a + b, a + c) =

{
a + b, b ≤ c;
a + c, b > c.

Òàêèì îáðàçîì,

a + min (b, c) = min (a + b, a + c).
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Ýëåìåíò +∞ òàêæå îáëàäàåò àííóëèðóþùèì ñâîéñòâîì
îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñëîæåíèÿ ÷èñåë (îïåðàöèè óìíî-
æåíèÿ â ïîëóêîëüöå): x + (+∞) = +∞ . Âûïîëíÿåòñÿ
àêñèîìà 8 ïîëóêîëüöà.

Â ðàññìàòðèâàåìîì ïîëóêîëüöå óìíîæåíèå + êîììóòàòèâ-
íî, à ñëîæåíèå min èäåìïîòåíòíî.

Ñëåäîâàòåëüíî, R+ | èäåìïîòåíòíîå êîììóòàòèâíîå ïî-
ëóêîëüöî.
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Ïðèìåð 10.2. Ðàññìîòðèì àëãåáðó B =
({0, 1}, +, ·, 0, 1) , â êîòîðîé îïåðàöèè + è · çàäà-
íû òàáëèöàìè Êýëè
Òàáëèöà 10.1
+ 0 1
0 0 1
1 1 1

Òàáëèöà 10.2
· 0 1
0 0 0
1 0 1

Ïðîâåðêà àêñèîì ïîëóêîëüöà îñíîâàíà íà ýòèõ òàáëèöàõ.

Äâà ýëåìåíòà 0 è 1 îäíîâðåìåííî ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî
íóëåì è åäèíèöåé äàííîãî ïîëóêîëüöà.

Ïîëóêîëüöî B êîììóòàòèâíîå è èäåìïîòåíòíîå.

Îïåðàöèè ïîëóêîëüöà B ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ëîãè÷åñêèå
ñâÿçêè

"
èëè\ è

"
è\, à ýëåìåíòû0è 1|êàê

"
ëîæü\ è

"
èñòèíà\

ñîîòâåòñòâåííî.
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Àëãåáðû, ÿâëÿþùèåñÿ ïîëóêîëüöàìè.

Ïðèìåð 10.3. à. Àëãåáðà N = (N ∪ 0, +, ·, 0, 1) c íî-
ñèòåëåì| ìíîæåñòâîì íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë | è
îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ÷èñåë åñòü êîììóòàòèâ-
íîå ïîëóêîëüöî. Îíî íå ÿâëÿåòñÿ èäåìïîòåíòíûì.

á. Àëãåáðà SA = (2A, ∪, ∩, ∅, A) ñ íîñèòåëåì |
ìíîæåñòâîì âñåõ ïîäìíîæåñòâ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà A |
è îïåðàöèÿìè îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ åñòü ïîëóêîëüöî.
Îíî ÿâëÿåòñÿ èäåìïîòåíòíûì è êîììóòàòèâíûì.
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Ââåäåì îòíîøåíèå ïîðÿäêà íà íîñèòåëå èäåìïîòåíòíîãî
ïîëóêîëüöà S = (S, +, ·, 0, 1) :
äëÿ ïðîèçâîëüíûõ x , y ∈ S ïîëîæèì x ≤ y òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà x + y = y , ò.å.

x ≤ y ⇔ x + y = y. (10.1)

Ïîêàæåì, ÷òî ââåäåííîå áèíàðíîå îòíîøåíèå ðåôëåêñèâ-
íî, àíòèñèììåòðè÷íî è òðàíçèòèâíî.

13



• First • Prev • Next • Last • Go Back • Full Screen • Close • Quit

Äëÿ èäåìïîòåíòíîãî ïîëóêîëüöà

(∀x) x + x = x ⇒ (x ≤ x) (ñîãëàñíî (10.1))

Îòíîøåíèå ðåôëåêñèâíî.

(x ≤ y)∧ (y ≤ x) ⇒ (x+y = y)∧ (y +x = x) ⇒ (x = y)

â ñèëó êîììóòàòèâíîñòè ñëîæåíèÿ.
Îòíîøåíèå àíòèñèììåòðè÷íî.

(x ≤ y) ∧ (y ≤ z) ⇒ (x + y = y) ∧ (y + z = z) ⇒
⇒ x + z = x + (y + z) = (x + y) + z = y + z = z ⇒

⇒ x ≤ z

Îòíîøåíèå òðàíçèòèâíî.
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Îòíîøåíèå ≤ íà íîñèòåëå ïðîèçâîëüíîãî èäåìïîòåíòíîãî
ïîëóêîëüöà åñòü îòíîøåíèå ïîðÿäêà.
Áóäåì íàçûâàòü åãî åñòåñòâåííûì ïîðÿäêîì èäåìïîòåíò-
íîãî ïîëóêîëüöà è ãîâîðèòü, ÷òî îí çàäàí â ýòîì ïîëóêîëü-
öå.

Âñÿêîå èäåìïîòåíòíîå ïîëóêîëüöî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê óïîðÿäî÷åííîåìíîæåñòâî, ïðè÷åì îòíîøåíèå ïîðÿäêà
îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ñëîæåíèå ýòîãî ïîëóêîëüöà ñîãëàñíî
(10.1).

Íóëü èäåìïîòåíòíîãî ïîëóêîëüöà S = (S, +, ·, 0, 1)
åñòü íàèìåíüøèé ýëåìåíò îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííîãî
ïîðÿäêà ýòîãî èäåìïîòåíòíîãî ïîëóêîëüöà .
∀(x ∈ S) (0 ≤ x ) ïîñêîëüêó 0 + x = x ∀(x ∈ S) .
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Ïðèìåð 10.4. Â ïîëóêîëüöå B (ïðèìåð 10.2) âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî 0 + 1 = 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, 0 ≤ 1 .

Ïðèìåð 10.5. Â ïîëóêîëüöå R+ x ≤ y , åñëè è òîëüêî
åñëè min (x, y) = y .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ≤R åñòåñòâåííûé ÷èñëîâîé ïîðÿäîê íà
ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ x , y ïîëóêîëüöà R+

ñîîòíîøåíèå x ≤ y îçíà÷àåò, ÷òî x ≥R y , ò.å. ÷èñëî x
íå ìåíüøå ÷èñëà y îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííîãî ÷èñëîâîãî
ïîðÿäêà.
Òàêèì îáðàçîì, ïîðÿäîê â ïîëóêîëüöå R+ | ýòî äâîé-
ñòâåííûé ïîðÿäîê äëÿ îòíîøåíèÿ ≤R .
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Â ïîëóêîëüöå åñòü íàèìåíüøèé ýëåìåíò îòíîñèòåëüíî
ââåäåííîãîïîðÿäêà|ýëåìåíò +∞ , ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî
ýëåìåíòà x èìååì min(x, +∞) = x .
Ñóùåñòâóåò íàèáîëüøèé ýëåìåíò| åäèíèöà ïîëóêîëüöà,
ò.å. ÷èñëî 0 .

Íå ïóòàòü ÷èñëî 0 ñíóëåì äàííîãî ïîëóêîëüöà|ýëåìåíòîì
+∞ .
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Ïðèìåð 10.6. Â ïîëóêîëüöå SA (ïðèìåð 10.3[á]) ïîëó÷àåì
â êà÷åñòâå îòíîøåíèÿ åñòåñòâåííîãî ïîðÿäêà ïîëóêîëüöà
îòíîøåíèå âêëþ÷åíèÿ ⊆ .

Äëÿ ëþáûõ äâóõ ìíîæåñòâ X , Y ∈ 2A èç X ∪ Y = Y
âûòåêàåò X ⊆ Y è íàîáîðîò.

Íàèìåíüøèì ýëåìåíòîì ÿâëÿåòñÿ íóëü ïîëóêîëüöà | ∅
(ïóñòîå ìíîæåñòâî), íàèáîëüøèì | åäèíèöà ïîëóêîëüöà
(ìíîæåñòâî A ).
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Òåîðåìà 1. Åñëè A | êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî (íîñèòå-
ëÿ) èäåìïîòåíòíîãî ïîëóêîëüöà, òî sup A îòíîñèòåëüíî
åñòåñòâåííîãî ïîðÿäêà ýòîãî ïîëóêîëüöà ðàâåí cóììå âñåõ
ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A .

J Ïóñòü A = {a1, . . . , an} è a = a1 + . . . + an .
Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà ai , i = 1, n , â ñèëó
êîììóòàòèâíîñòè è èäåìïîòåíòíîñòè ñëîæåíèÿ èìååì

ai + a = ai + (a1 + . . . + ai + . . . + an) =

= a1 + . . . + ai + ai + . . . + an =

= a1 + . . . + ai + . . . + an = a,

ò.å. ai ≤ a , è ïîýòîìó a åñòü âåðõíÿÿ ãðàíü ìíîæåñòâà
A .
Ïîêàæåì, ÷òî ýòî òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ìíîæåñòâà.
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Ïóñòü b ïðîèçâîëüíàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ìíîæåñòâà A .
Ðàññìîòðèì ñóììó b + a .
Òàê êàê äëÿ êàæäîãî i = 1, n èìååò ìåñòî ai ≤ b , ò.å.
ai + b = b , òî

b + a = b + (a1 + a2 + . . . + an) =

= (b+a1)+(a2+ . . .+an) = (b+a2)+ . . .+an = . . . = b.

Ñëåäîâàòåëüíî, a ≤ b è a | òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü
ìíîæåñòâà A . I
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10.1. Çàìêíóòûå ïîëóêîëüöà
Îïðåäåëåíèå 10.2. Ïîëóêîëüöî S = (S, +, ·, 0, 1)
íàçûâàþò çàìêíóòûì, åñëè:
1) îíî èäåìïîòåíòíî;
2) ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà S èìå-
åò òî÷íóþ âåðõíþþ ãðàíü îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííîãî
ïîðÿäêà ≤ ýòîãî èäåìïîòåíòíîãî ïîëóêîëüöà;
3) îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ïîëóêîëüöà S ñîõðàíÿåò òî÷íûå
âåðõíèå ãðàíè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ò.å. äëÿ ëþáîãî a ∈ S
è ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè X = {xn}n∈N ýëåìåíòîâ
ìíîæåñòâà S

a sup X = sup aX, (sup X)a = sup(Xa).
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Òåîðåìà 2. Ëþáîå êîíå÷íîå èäåìïîòåíòíîå ïîëóêîëüöî
çàìêíóòî.

J Ïîñêîëüêó íîñèòåëü S èäåìïîòåíòíîãî ïîëóêîëüöà

S = (S, +, ·, 0, 1)

åñòü êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, òî ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ëþáîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ýòîì ïîëóêîëüöå êîíå÷íî.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè òàêîéïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè íóæíî íàéòè òî÷íóþ âåðõíþþ ãðàíü ìíîæåñòâà
P = {p1, . . . , pn} åå ÷ëåíîâ, ò.å., ñîãëàñíî òåîðåìå 1,
âû÷èñëèòü íåêîòîðóþ êîíå÷íóþ ñóììó, êîòîðàÿ âñåãäà ñó-
ùåñòâóåò.
Â êîíå÷íîì èäåìïîòåíòíîì ïîëóêîëüöå ëþáàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü èìååò òî÷íóþ âåðõíþþ ãðàíü.

22



• First • Prev • Next • Last • Go Back • Full Screen • Close • Quit

Óñëîâèÿ ñîõðàíåíèÿ òî÷íûõ âåðõíèõ ãðàíåé èìåþò âèä

a(p1 + . . . + pn) = ap1 + . . . + apn,

(p1 + . . . + pn)a = p1a + . . . + pna

è âûïîëíÿþòñÿ â ñèëó àêñèîì ïîëóêîëüöà.
Òàêèì îáðàçîì, ïîëóêîëüöî S çàìêíóòî. I
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Â ëþáîì èäåìïîòåíòíîì ïîëóêîëüöå ñóììà ïðîèçâîëüíîãî
êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé âåðõíåé
ãðàíüþ ýòîãî ìíîæåñòâà.
Â çàìêíóòîì ïîëóêîëüöå òî÷íóþ âåðõíþþ ãðàíü ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè {xn}n∈N åñòåñòâåííî íàçûâàòü ñóììîé ýëåìåí-
òîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïîëàãàÿ, ïî îïðåäåëåíèþ,

∞∑
n=1

xn = sup {xn: n ∈ N} . (10.2)

∞∑
n=1

xn âñåãäà åñòü ýëåìåíò ìíîæåñòâà S (óñëîâèå 2

îïðåäåëåíèÿ 10.2).
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"
Ïðåäåëû ñóììèðîâàíèÿ\ áóäåì îïóñêàòü è ïèñàòü ïðîñòî∑

xn , åñëè ýòî íå ïðèâîäèò ê íåäîðàçóìåíèþ.

Òàêæå áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå
∑
n∈N

xn .

Åñëèìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ xn áåñêîíå÷íî, ñóììó, ñòîÿùóþ
â ëåâîé ÷àñòè (10.2), áóäåì íàçûâàòü áåñêîíå÷íîé ñóììîé.
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Óòâåðæäåíèå 10.1. Çàìêíóòîå ïîëóêîëüöî ÿâëÿåòñÿ
èíäóêòèâíûì óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì.

J Çàìêíóòîå ïîëóêîëüöî ñ îòíîøåíèåì åñòåñòâåííîãî ïî-
ðÿäêà ÿâëÿåòñÿ óïîðÿäî÷åííûììíîæåñòâîì, â êîòîðîì íàè-
ìåíüøèì ýëåìåíòîì ñëóæèò íóëü ïîëóêîëüöà, ïîñêîëüêó

(∀x)(0 + x = x ⇒ 0 ≤ x).

Òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ ëþáîé íåóáûâàþùåé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè {xn}n∈N ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íàÿ ñóì-
ìà

∑
xn . I

Çàìåòèì, ÷òî òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü â çàìêíóòîì ïîëóêîëüöå
ñóùåñòâóåò ó ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, à íå òîëüêî ó
íåóáûâàþùåé.
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Îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ íà ïðîèçâîëüíûé ôèêñèðîâàííûé
ýëåìåíò a íåïðåðûâíà, ïîñêîëüêó ñîõðàíÿåò òî÷íûå
âåðõíèå ãðàíè

a
∑

xn =
∑

axn è
(∑

xn

)
a =

∑
xna.

Ýòî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ 10.2, ïóíêò 3.
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Èññëåäóåì íåïðåðûâíîñòü îïåðàöèè ñëîæåíèÿ. Èìååò
ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3. Äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}n∈N
ýëåìåíòîâ çàìêíóòîãî ïîëóêîëüöà è ëþáîãî ýëåìåíòà a
ýòîãî ïîëóêîëüöà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

a +
∑

xn =
∑

(a + xn).# (10.3)

Òîæäåñòâî (10.3) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñâîéñòâî íåïðå-
ðûâíîñòè îïåðàöèè ñëîæåíèÿ â çàìêíóòîì ïîëóêîëüöå.
Ýòî ñâîéñòâî àíàëîãè÷íî ñâîéñòâó íåïðåðûâíîñòè îïåðà-
öèè óìíîæåíèÿ, êîòîðîå èìååò ìåñòî ïî îïðåäåëåíèþ.
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Ñâîéñòâà ÷àñòè÷íûõ ñóìì.
Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}n≥0 . Íàçîâåì k -îé
÷àñòè÷íîé ñóììîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

sk =

k∑
i=0

xi.

Ïðè k = 0 ïîëó÷èì s0 = x0 ,
ïðè k = 1 | s1 = x0 + x1 ,
ïðè k = 2 | s2 = x0 + x1 + x2 è ò.ä.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {sk}k≥0 . Ýòà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé, ïîñêîëüêó

sk+sk+1 = sk+(sk+xk+1) = (sk+sk)+xk+1 = sk+xk+1 = sk+1

è sk ≤ sk+1 .
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Óòâåðæäåíèå 10.2. ∑
xn =

∑
sn
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Îäíèì èç âàæíåéøèõ ïîíÿòèé â çàìêíóòûõ ïîëóêîëüöàõ
ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå èòåðàöèè (èëè çàìûêàíèÿ) ýëåìåíòà
çàìêíóòîãî ïîëóêîëüöà.

Èòåðàöèÿ x∗ ýëåìåíòà x îïðåäåëÿåòñÿ êàê òî÷íàÿ âåðõíÿÿ
ãðàíü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âñåõ ñòåïåíåé ýëåìåíòà x , ò.å.

x∗ =

∞∑
n=0

xn,

ãäå, ïî îïðåäåëåíèþ, x0 = 1 , à xn = xn−1x , n = 1, 2, . . .
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Ïðèìåð 10.7. Èäåìïîòåíòíîå ïîëóêîëüöî B èç ïðèìåðà
çàìêíóòî ñîãëàñíî òåîðåìå î çàìêíóòîñòè êîíå÷íîãî èäåì-
ïîòåíòíîãî êîëüöà.

Òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ
ýòîãî ïîëóêîëüöà ðàâíà 1 , åñëè õîòÿ áû îäèí åå ÷ëåí ðàâåí
1 , è ðàâíà 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Èòåðàöèÿ ëþáîãî ýëåìåíòà ïîëóêîëüöà B ðàâíà 1 .

Äëÿ 1∗ ýòî î÷åâèäíî, à äëÿ 0∗ èìååì

0∗ = 00 + 01 + . . . + 0k + . . . = 1 + 0 + . . . + 0 + . . . = 1.
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10.2. Ðåøåíèå
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
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Âñÿêîå çàìêíóòîå ïîëóêîëüöî ÿâëÿåòñÿ èíäóêòèâíûì óïî-
ðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî òåîðåìå î íåïîäâèæíîé òî÷êå
ëþáîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f çàìêíóòîãî ïîëóêîëüöà
â ñåáÿ èìååò íàèìåíüøóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó.
Ò.å. â ëþáîì çàìêíóòîì ïîëóêîëüöå âñÿêîå óðàâíåíèå âèäà
x = f (x) , ãäå f | íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå íîñèòåëÿ
ýòîãî ïîëóêîëüöà â ñåáÿ, èìååò íàèìåíüøåå ðåøåíèå.
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Îñîáåííî âàæíûìè äëÿ ïðèëîæåíèé ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûå
óðàâíåíèÿ â çàìêíóòîì ïîëóêîëüöå, èìåþùèå âèä

x = ax + b (10.4)

èëè
x = xa + b. (10.5)

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè îïåðàöèé ñëîæåíèÿ ïîëóêîëüöà è
óìíîæåíèÿ ïîëóêîëüöà ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé (10.4) è
(10.5) åñòü íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ.
Ïîýòîìó, ñîãëàñíî òåîðåìå î íåïîäâèæíîé òî÷êå, ñóùåñòâó-
þò íàèìåíüøèå ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé.
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Òåîðåìà 4. Íàèìåíüøèìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé (10.4) è
(10.5) â çàìêíóòûõ ïîëóêîëüöàõ ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî

x = a∗b (10.6)

è
x = ba∗, (10.7)

ãäå a∗ | èòåðàöèÿ ýëåìåíòà a .
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J Èñïîëüçóåì ôîðìóëó x = sup
n≥0

fn(0) äëÿ âû÷èñëåíèÿ
íàèìåíüøåé íåïîäâèæíîé òî÷êè.
Çàïèøåì sup â ñëó÷àå çàìêíóòîãî ïîëóêîëüöà êàê áåñêî-
íå÷íóþ ñóììó, äëÿ óðàâíåíèÿ (10.6).

x =

∞∑
n≥0

fn(0), (10.8)

ãäå 0 | íóëü ïîëóêîëüöà, à f (x) = ax + b .
Âû÷èñëèì f 0(0), f 1(0), . . . , fn(0), . . .
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f 0(0) = 0,
f 1(0) = b,

f 2(0) = ab + b = (a + 1)b,
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

fn(0) = (an−1 + . . . + a2 + a + 1)b,

38



• First • Prev • Next • Last • Go Back • Full Screen • Close • Quit

Ïîäñòàâèì â âûðàæåíèå (10.8) è ïîëó÷èì
∞∑

n=0

fn(0) =

∞∑
n=1

(1 + a + . . . + an−1)b.

Èñïîëüçóÿ íåïðåðûâíîñòü óìíîæåíèÿ, âûíåñåì b (âïðàâî)
çà çíàê áåñêîíå÷íîé ñóììû è ïîëó÷èì
∞∑

n=1

(1 + a + . . . + an−1)b =
( ∞∑

n=1

(1 + a + . . . + an−1)
)
b.

Ñóììà 1 + a + . . . + an−1 åñòü ÷àñòè÷íàÿ ñóììà sn−1
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}n≥0 .
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Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî
∑
n∈N

xn =
∑
n∈N

sn =
∑
k∈N

(x1+. . .+xk) ,

çàïèøåì
∞∑

n=1

(1 + a + . . . + an−1) =

∞∑
n=0

an = a∗.

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì
∞∑

n=0

fn(0) = a∗b.

Àíîëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ðàâåíñòâî (10.7). I
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Ôîðìóëû (10.6) è (10.7) äàþò èìåííîíàèìåíüøèå ðåøåíèÿ
óðàâíåíèé (10.4) è (10.5), à íå âñå âîçìîæíûå èõ ðåøåíèÿ.

Ïðèìåð 10.8. Â ïîëóêîëüöå B = ({0, 1}, +, ·, 0, 1) ,
ìîæíî îïðåäåëèòü òîëüêî äâà óðàâíåíèÿ: x = x + 1 è
x = x + 0 .
Âòîðîå óðàâíåíèå ïåðåïèñûâàåòñÿ ñîâñåì ïðîñòî: x = x ;
åãî ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ ëþáîé ýëåìåíò ïîëóêîëüöà | êàê 0,
òàê è 1.
Íî ïî ôîðìóëå (10.6) ïîëó÷èì x = 1∗0 = 0 , ÷òî, êàê è
äîêàçàíî âûøå, åñòü íàèìåíüøåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ.

Âïîëóêîëüöå, â êîòîðîìèòåðàöèÿëþáîãî ýëåìåíòà ðàâíà
åäèíèöå ïîëóêîëüöà, ôîðìóëû (10.6) è (10.7) äàþò îäèí è
òîò æå ðåçóëüòàò: x = b , ò.å. â äàííîì ñëó÷àå íàèìåíüøåå
ðåøåíèå ñîâïàäàåò ñî ñâîáîäíûì ÷ëåíîì óðàâíåíèÿ.
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Ìàòåðèàë äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî èçó÷åíèÿ
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Óòâåðæäåíèå 10.3. ∑
xn =

∑
sn

J Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà xj èìååò ìåñòî
xj ≤

∑
sn . Çàìåòèì, ÷òî äëÿ íåóáûâàþùåé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè {sn} è ëþáîãî j ≤ n∑
n=0

sn =
∑
n≥j

sn,

ïîñêîëüêó òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü íåóáûâàþùåé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè íå èçìåíèòñÿ, åñëè îòáðîñèòü êîíå÷íîå ÷èñëî
ïåðâûõ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îò 0 äî j − 1 .
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Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî j ðàññìîòðèì xj +
∑
n=0

sn . Èìååì

xj +
∑
n=0

sn = xj +
∑
n≥j

sn =
∑
n≥j

(xj + sn) =

=
∑
n≥j

(xj +
sn︷ ︸︸ ︷

x1 + . . . + xj + . . . + xn) =

=
∑
n≥j

(x1 + . . . + xj + xj + . . . + xn) =∑
n≥j

(x1 + . . . + xj + . . . + xn) =
∑
n≥j

sn =
∑

sn,
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Ñëåäîâàòåëüíî, xj ≤
∑

sn . Ïîýòîìó òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì

∑
sn åñòü âåðõíÿÿ

ãðàíü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}n≥0 .
Ïîêàæåì, ÷òî

∑
sn åñòü òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè {xn}n≥0 . Ïóñòü b åñòü íåêîòîðàÿ âåðõíÿÿ
ãðàíü ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Òîãäà äëÿ ëþáîãî j èìååì
xj + b = b , ïîñêîëüêó xj ≤ b .
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Òîãäà

b + sn = b +

n∑
i=0

xi =

n∑
i=0

(b + xi) =

n∑
i=0

b = b,

è, ñëåäîâàòåëüíî,

b +
∑

sn =
∑
n≥0

(b + sn) =
∑
n≥0

b = b.

Òàêèì îáðàçîì,
∑

sn ≤ b è
∑

sn åñòü íàèìåíüøèé
ýëåìåíò ìíîæåñòâà âåðõíèõ ãðàíåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{xn}n≥0 , ò.å. åå òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ è

∑
xn =∑

sn . I
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Ïðèìåð 10.9. Â èäåìïîòåíòíîì ïîëóêîëüöå R+ =
(R+ ∪ {+∞}, min, +, +∞, 0), ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {xn}n≥0 åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòüíåîòðèöàòåëüíûõ
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
Åñòåñòâåííûé ïîðÿäîê èäåìïîòåíòíîãî ïîëóêîëüöà R+

ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåííûì ê åñòåñòâåííîìó ÷èñëîâîìó ïî-
ðÿäêó.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}n≥0 îãðàíè÷åíà ñíèçó è èìååò
òî÷íóþ íèæíþþ ãðàíü inf xn îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííîãî
÷èñëîâîãî ïîðÿäêà (èçâåñòíî èç êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî
àíàëèçà).
Òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òî÷íóþ âåðõíþþ
ãðàíü îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííîãî ïîðÿäêà èäåìïîòåíò-
íîãî ïîëóêîëüöà R+ .
Äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn ýëåìåíòîâ ïîëóêîëüöà
R+ òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ñóùåñòâóåò.
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Äîêàæåì íåïðåðûâíîñòü îïåðàöèè óìíîæåíèÿ â ýòîì ïîëó-
êîëüöå, îïèðàÿñü íà åñòåñòâåííûé ÷èñëîâîé ïîðÿäîê.

Íåïðåðûâíîñòü îïåðàöèè óìíîæåíèÿ â èäåìïîòåíòíîì
ïîëóêîëüöå R+ ýêâèâàëåíòíà âûïîëíåíèþ ðàâåíñòâà

a + inf{xn}n∈N = inf{a + xn}n∈N, (10.9)

ãäå a | íåîòðèöàòåëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî;
inf | òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îòíîñè-
òåëüíî åñòåñòâåííîãî ÷èñëîâîãî ïîðÿäêà.
Ðàâåíñòâî 10.9 äîêàçûâàåòñÿ â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíà-
ëèçà.

Ñëåäîâàòåëüíî, èäåìïîòåíòíîå ïîëóêîëüöî R+ ÿâëÿåòñÿ
çàìêíóòûì.
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Èòåðàöèÿ x∗ ýëåìåíòà x â ïîëóêîëüöå R+ åñòü òî÷íàÿ
âåðõíÿÿ ãðàíü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòåïåíåé ýëåìåíòà x .

Ïîñêîëüêó îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ â ýòîì ïîëóêîëüöå îïðå-
äåëåíà êàê îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, òî
x0 = 0 , òàê êàê ÷èñëî 0 åñòü åäèíèöà ïîëóêîëüöà R+ .
Äàëåå, x2 = x + x = 2x , . . . , xn = nx .

Äëÿ êàæäîãî n ≥ 0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî xn ≥ 0 â
ñìûñëå åñòåñòâåííîãî ÷èñëîâîãî ïîðÿäêà.

Ò.î., ÷èñëî 0 åñòü íàèìåíüøèé â ñìûñëå åñòåñòâåííîãî
÷èñëîâîãî ïîðÿäêà ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}n∈N è,
ñëåäîâàòåëüíî, inf{xn}n∈N = 0 .
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Ïåðåõîäÿ ê äâîéñòâåííîìó ïîðÿäêó | åñòåñòâåííîìó ïî-
ðÿäêó ïîëóêîëüöà R+ , ïîëó÷èì, ÷òî ÷èñëî 0 ÿâëÿåòñÿ
òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}n∈N , ò.å.
x∗ = 0 .

Â ïîëóêîëüöå R+ èòåðàöèÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà òàêæå
ðàâíà åäèíèöå ïîëóêîëüöà, ò.å. ÷èñëó 0.
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