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12.1. Ïðåäñòàâëåíèå ãðàôà
ìàòðèöåé ñìåæíîñòè âåðøèí.

Ìàòðèöà ñìåæíîñòè âåðøèí, èëè áóëåâà ìàòðèöà ãðàôà
|ýòî êâàäðàòíàÿìàòðèöà B ïîðÿäêà n , ýëåìåíòû êîòîðîé
îïðåäåëÿþò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
äëÿ íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà{

bij = 1, i-ÿ è j-ÿ âåðøèíû ñìåæíûå;
0, èíà÷å;

äëÿ îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà{
bij = 1, èç i-é âåðøèíû â j-þ âåäåò äóãà;
0, èíà÷å;
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Â k -é ñòðîêå ìàòðèöû îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà êîëè÷åñòâî
åäèíèö ðàâíî ïîëóñòåïåíè èñõîäà dg+ vk âåðøèíû vk , à
êîëè÷åñòâî åäèíèö â k -ì ñòîëáöå | ïîëóñòåïåíè çàõîäà
dg− vk .
Äëÿ íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà ìàòðèöà ñìåæíîñòè âåð-
øèí ñèììåòðè÷åñêàÿ.
Ýòà ìàòðèöà åñòü ìàòðèöà áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ íåïîñðåä-
ñòâåííîé äîñòèæèìîñòè íà ìíîæåñòâå âåðøèí V .
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Ïðèìåð 12.1. Äëÿ îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G = (V, E) ,
ãäå V = {v1, v2, v3} ,
E = {{v1, v2}, {v1, v3}, {v2, v3}, {v3, v2}} .

Ðèñ. 1

Ìàòðèöà ñìåæíîñòè âåðøèí:0 1 1
0 0 1
0 1 0


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12.2. Ñïèñêè ñìåæíîñòè
Â îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå äëÿ çàäàíèÿ ìíîæåñòâà âåðøèí,
íåïîñðåäñòâåííî äîñòèæèìûõ èç âåðøèíû v , èñïîëüçóþò
ëèíåéíûé îäíîíàïðàâëåííûé ñïèñîê.

Ðèñ. 2

Çàäàòü äëÿ âåðøèíû v åå ñïèñîê ñìåæíîñòè îçíà÷àåò â
ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå â äàííûå ýëåìåíòîâ ñïèñêà ïîìå-
ñòèòü íîìåðà âåðøèí u , äëÿ êîòîðûõ â îðèåíòèðîâàííîì
ãðàôå åñòü äóãà èç v â u ( v → u ). Ñïèñîê ñìåæíîñòè
âåðøèíû v îáîçíà÷àþò L(v) .
Åñëè êîëè÷åñòâî âåðøèí îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà èçâåñòíî
çàðàíåå, òî îðèåíòèðîâàííûé ãðàô óäîáíî çàäàâàòü â âèäå
ñòðóêòóðû, íàçûâàåìîé ìàññèâîì ëèäåðîâ.
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Ïðèìåð 12.2. Îðèåíòèðîâàííûé ãðàô G = (V, E) :
V = {v1, v2, v3, v4, v5} , E = {(v1, v2), (v2, v2), (v2, v3),
(v2, v4), (v2, v5), (v3, v1), (v5, v2)} . Ñïèñêè ñìåæíîñòè,
ñîáðàííûå â ìàññèâ ëèäåðîâ:

Ðèñ. 3
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Íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô çàäàòü ñ ïîìîùüþ ñïèñêîâ ñìåæ-
íîñòèìîæíî òàêæå, êàê è îðèåíòèðîâàííûé. Çäåñü â ñïèñîê
ñìåæíîñòè âåðøèíû v âîéäóò âñå âåðøèíû, ñìåæíûå ñ
íåé, à ñïèñêè ñìåæíîñòè ìîãóò áûòü ñîáðàíû â ìàññèâ ëè-
äåðîâ.
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12.3. Äåðåâüÿ
Îïðåäåëåíèå 12.1. Íåîðèåíòèðîâàííûì äåðåâîì íàçûâà-
þò ñâÿçíûé è àöèêëè÷åñêèé íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô.

Îïðåäåëåíèå 12.2. Îðèåíòèðîâàííûì äåðåâîì íàçûâàþò
áåñêîíòóðíûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, ó êîòîðîãî ïîëó-
ñòåïåíü çàõîäà ëþáîé âåðøèíû íå áîëüøå 1 è ñóùåñòâóåò
ðîâíî îäíà âåðøèíà, íàçûâàåìàÿ êîðíåì îðèåíòèðîâàí-
íîãî äåðåâà, ïîëóñòåïåíü çàõîäà êîòîðîé ðàâíà 0.

Â îðèåíòèðîâàííîì äåðåâå ëþáàÿ âåðøèíà äîñòèæèìà èç
êîðíÿ.
Òðåáîâàíèå áåñêîíòóðíîñòè îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà â
îïðåäåëåíèè 12.2 ÿâëÿåòñÿ îáÿçàòåëüíûì.
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Îïðåäåëåíèå 12.3. Âåðøèíó v îðèåíòèðîâàííîãî äåðåâà
íàçûâàþò ïîòîìêîì (ïîäëèííûì ïîòîìêîì) âåðøèíû u ,
åñëè ñóùåñòâóåò ïóòü èç u â v (ïóòü íåíóëåâîé äëèíû èç
u â v ). Â ýòîì æå ñëó÷àå âåðøèíó u íàçûâàþò ïðåäêîì
(ïîäëèííûì ïðåäêîì) âåðøèíû v, à åñëè äëèíà ïóòè èç
u â v ðàâíà 1, òî âåðøèíó v íàçûâàþò ñûíîì âåðøèíû
u, êîòîðàÿ ïðè ýòîì âïîëíå åñòåñòâåííî èìåíóåòñÿ îòöîì
âåðøèíû v .
Âåðøèíó, íå èìåþùóþ ïîòîìêîâ, íàçûâàþò ëèñòîì.
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Ïðèìåð 12.3.

Ðèñ. 4
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Âåðøèíû v4 è v5 |ñûíîâüÿ âåðøèíû v2 , êîòîðàÿ, â ñâîþ
î÷åðåäü, ÿâëÿåòñÿ ñûíîì âåðøèíû v0 | êîðíÿ äåðåâà.
Âåðøèíû v4 è v5 ÿâëÿþòñÿ ïîäëèííûìè ïîòîìêàìè
âåðøèí v0
è v2 , êîòîðûå ñîîòâåòñòâåííî áóäóò èõ ïîäëèííûìè ïðåä-
êàìè. Âåðøèíû v1 , v4 , v5 , v6 , v9 , v8 | ëèñòüÿ äåðåâà.
Âçàèìíî íåäîñòèæèìûå âåðøèíû îðèåíòèðîâàííîãî äåðåâà
( v2 è v9 ) íå ÿâëÿþòñÿ íè ïðåäêîì, íè ïîòîìêîì îäíà
äðóãîé. Êàæäàÿ âåðøèíà áóäåò ñàìà äëÿ ñåáÿ ïðåäêîì è
ïîòîìêîì, íî íå ïîäëèííûì.
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Îïðåäåëåíèå 12.4. Îðèåíòèðîâàííîå äåðåâî, ó êîòîðîãî
êàæäàÿ âåðøèíà, îòëè÷íàÿ îò êîðíÿ, åñòü ëèñò, íàçûâàþò
êóñòîì.

Îïðåäåëåíèå 12.5. Ïîäãðàô íåîðèåíòèðîâàííîãî (îðè-
åíòèðîâàííîãî) äåðåâà, ÿâëÿþùèéñÿ íåîðèåíòèðîâàííûì
(îðèåíòèðîâàííûì) äåðåâîì, íàçûâàþò ïîääåðåâîì èñõîä-
íîãî äåðåâà.

Êîìïîíåíòàìè îðèåíòèðîâàííîãî äåðåâà ÿâëÿþòñÿ åãî
ïîäãðàôû, ïîðîæäåííûå ìíîæåñòâîì âåðøèí, ðàñïîëî-
æåííûõ íà íåêîòîðîì ïóòè èç êîðíÿ â ëèñò.
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Ïîäãðàô, ïîðîæäåííûé ìíîæåñòâîì âåðøèí
{v3, v6, v7, v8, v9} , ÿâëÿåòñÿ ïîääåðåâîì îðèåíòèðî-
âàííîãî äåðåâà.

Ðèñ. 5
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Îïðåäåëåíèå 12.6. Ïðîèçâîëüíûé àöèêëè÷åñêèé ãðàô
íàçûâàþò íåîðèåíòèðîâàííûì ëåñîì.
Åñëè êàæäàÿ ñëàáàÿ êîìïîíåíòà îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà
ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì äåðåâîì, òî òàêîé ãðàô íàçûâà-
þò îðèåíòèðîâàííûì ëåñîì.

Íåîðèåíòèðîâàííûé ëåñ | ýòî íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô,
êàæäàÿ êîìïîíåíòà êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ íåîðèåíòèðîâàííûì
äåðåâîì.
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Ïðèìåðû íåîðèåíòèðîâàííîãî è îðèåíòèðîâàííîãî ëåñà:

Ðèñ. 6

Îñòîâíûìëåñîì (äåðåâîì) íåîðèåíòèðîâàííîãî (îðèåíòè-
ðîâàííîãî) ãðàôà íàçûâàþò ëþáîé åãî îñòîâíûé ïîäãðàô,
ÿâëÿþùèéñÿ ëåñîì (äåðåâîì).
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Îïðåäåëåíèå 12.7. Âûñîòà îðèåíòèðîâàííîãî äåðåâà|
ýòî íàèáîëüøàÿ äëèíà ïóòè èç êîðíÿ â ëèñò.
Ãëóáèíà d(v) âåðøèíû îðèåíòèðîâàííîãî äåðåâà v |
ýòî äëèíà ïóòè èç êîðíÿ â ýòó âåðøèíó.
Âûñîòà h(v) âåðøèíû îðèåíòèðîâàííîãî äåðåâà v |
ýòî íàèáîëüøàÿ äëèíà ïóòè èç äàííîé âåðøèíû â ëèñò.
Óðîâåíü âåðøèíû îðèåíòèðîâàííîãî äåðåâà | ýòî ðàç-
íîñòü ìåæäó âûñîòîé îðèåíòèðîâàííîãî äåðåâà è ãëóáèíîé
äàííîé âåðøèíû.

Óðîâåíü êîðíÿ ðàâåí âûñîòå îðèåíòèðîâàííîãî äåðåâà, íî
óðîâíè ðàçëè÷íûõ ëèñòüåâ,òàê æå êàê è èõ ãëóáèíû, ìîãóò
áûòü ðàçëè÷íûìè; âûñîòà ëþáîãî ëèñòà ðàâíà íóëþ.
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Îïðåäåëåíèå 12.8. Îðèåíòèðîâàííîå äåðåâî íàçûâàþò
áèíàðíûì, åñëè ïîëóñòåïåíü èñõîäà ëþáîé åãî âåðøèíû
íå áîëüøå 2.
Áèíàðíîå îðèåíòèðîâàííîå äåðåâî íàçûâàþò ïîëíûì, åñëè
èç ëþáîé åãî âåðøèíû, íå ÿâëÿþùåéñÿ ëèñòîì, èñõîäÿò
ðîâíî äâå äóãè, à óðîâíè âñåõ ëèñòüåâ ñîâïàäàþò.

Òåîðåìà 1 (òåîðåìà î âûñîòå áèíàðíîãî îðèåíòèðîâàí-
íîãî äåðåâà ñ çàäàííûì ÷èñëîì ëèñòüåâ). Áèíàðíîå
îðèåíòèðîâàííîå äåðåâî ñ n ëèñòüÿìè èìååò âûñîòó, íå
ìåíüøóþ log2 n .
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J Ïîêàæåì, ÷òî â ïîëíîì áèíàðíîì îðèåíòèðîâàííîì
äåðåâå âûñîòû h ðîâíî 2h ëèñòüåâ. Èñïîëüçóåì ìåòîä
ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.
Îðèåíòèðîâàííîå äåðåâî âûñîòû 0 èìååò 20 = 1 ëèñò.
Ïîëíîå áèíàðíîå îðèåíòèðîâàííîå äåðåâî âûñîòû 1 èìååò
21 = 2 ëèñòà.
Ïóñòü ïîëíîå áèíàðíîå îðèåíòèðîâàííîå äåðåâî èìååò
âûñîòó k è ñîîòâåòñòâåííî 2k ëèñòüåâ.
Ðàññìîòðèì ïîëíîå áèíàðíîå îðèåíòèðîâàííîå äåðåâî âû-
ñîòû k + 1 . Ïîñêîëüêó â ïîëíîì áèíàðíîì îðèåíòèðî-
âàííîì äåðåâå óðîâíè âñåõ ëèñòüåâ ñîâïàäàþò, îðèåíòèðî-
âàííîå äåðåâî âûñîòû k + 1 ìîæíî ïîëó÷èòü èç ïîëíîãî
áèíàðíîãî îðèåíòèðîâàííîãî äåðåâà âûñîòû k , åñëè èç êà-
æäîãî ëèñòà ïîñëåäíåãî ïðîâåñòè ïî äâå äóãè.
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Òîãäà êîëè÷åñòâî ëèñòüåâ â îðèåíòèðîâàííîì äåðåâå âûñî-
òû k + 1 áóäåò â 2 ðàçà áîëüøå, ÷åì â îðèåíòèðîâàííîì
äåðåâå âûñîòû k , ò.å. 2k · 2 = 2k+1 .
Â ïðîèçâîëüíîì áèíàðíîì äåðåâå ëèñòüåâ ìîæåò áûòü
òîëüêî ìåíüøå, ÷åì â ïîëíîì.
Ñëåäîâàòåëüíî, â ïðîèçâîëüíîì áèíàðíîì äåðåâå âûñîòû h
íå áîëåå 2h ëèñòüåâ (n ≤ 2h) .
Òàêèì îáðàçîì h ≥ log2 n . I
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12.4. Çàäà÷à ñîðòèðîâêè:
íåîáõîäèìî ðàñïîëîæèòü ñòðîãî ïî âîçðàñòàíèþ ýëå-
ìåíòû êîíå÷íîãî ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà
{a1, . . . , an} .

Ýòó çàäà÷ó íàçûâàþò çàäà÷åé ñîðòèðîâêè, à ëþáîé àëãî-
ðèòì, åå ðåøàþùèé, | àëãîðèòìîì ñîðòèðîâêè.

Âñå ñðàâíåíèÿ, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðîâåäåíû â ïðîöåñ-
ñå ðàáîòû íåêîòîðîãî àëãîðèòìà, èçîáðàæàþòñÿ íàãëÿäíî â
âèäå îðèåíòèðîâàííîãî äåðåâà, íàçûâàåìîãî äåðåâîì ðå-
øåíèé.
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Ïðèìåð 12.4. Äåðåâî ðåøåíèé äëÿ òðåõýëåìåíòíîãî
ìíîæåñòâà {a, b, c} .

Ðèñ. 7
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Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ àëãîðèòì ñîðòèðîâêè äîë-
æåí íàéòè òàêóþ ïåðåñòàíîâêó {ap1

, . . . , apn
} ýëåìåíòîâ

ìíîæåñòâà, êîòîðàÿ áûëà áû ñîãëàñîâàíà ñ çàäàííûì íà íåì
îòíîøåíèåì ≤ ëèíåéíîãî ïîðÿäêà, ò.å. äëÿ ëþáûõ k , l
èç ñïðàâåäëèâîñòè íåðàâåíñòâà pk < pl äîëæíî ñëåäîâàòü
apk

≤ apl
.

Ïåðâîíà÷àëüíî ñîðòèðóåìûå ýëåìåíòû ìîãóò áûòü ðàñïî-
ëîæåíû â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå, ò.å. èñõîäíîé ìîæåò áûòü
ëþáàÿ ïåðåñòàíîâêà ýëåìåíòîâ ñîðòèðóåìîãî ìíîæåñòâà, è
ìû íå èìååì íèêàêîé àïðèîðíîé èíôîðìàöèè îá ýòîé ïåðå-
ñòàíîâêå.
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Ïîñêîëüêó â ðåçóëüòàòå ñîðòèðîâêè ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ ëþ-
áàÿ ïåðåñòàíîâêà èñõîäíîãî ìíîæåñòâà è êàæäîé òàêîé
ïåðåñòàíîâêå ñîîòâåòñòâóåò ëèñò äåðåâà ðåøåíèé, â îáùåì
ñëó÷àå êîëè÷åñòâî ëèñòüåâ áóäåò ðàâíî n! | êîëè÷åñòâó
ïåðåñòàíîâîê n -ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñîðòèðóÿ âõîäíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, àë-
ãîðèòì îáÿçàòåëüíî ïðîéäåò êàêîé-òî ïóòü îò êîðíÿ äåðåâà
ðåøåíèé ê îäíîìó èç ëèñòüåâ, è, òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî îïå-
ðàöèé ñðàâíåíèÿ (÷èñëîøàãîâ àëãîðèòìà ñîðòèðîâêè) áóäåò
âåëè÷èíîé, ïðîïîðöèîíàëüíîé âûñîòå äåðåâà ðåøåíèé, íå
ìåíüøåé ÷åì log2 n! , â ñèëó òåîðåìû 1.
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Èñïîëüçóÿ äëÿ îöåíêèôàêòîðèàëà ïðè áîëüøèõ n ôîðìóëó
Ñòèðëèíãà

n! ≈
√

2πn
(n

e

)n

,

ïîëó÷àåì, ÷òî äåðåâî ðåøåíèé èìååò âûñîòó ïîðÿäêà
n log2 n .
Òàêèì îáðàçîì, â îáùåì ñëó÷àå çàäà÷ó ñîðòèðîâêè ñ
ïîìîùüþ ïîïàðíûõ ñðàâíåíèé íåëüçÿ ðåøèòü áûñòðåå, ÷åì
çà óêàçàííîå ÷èñëî øàãîâ.



• First • Prev • Next • Last • Go Back • Full Screen • Close • Quit

12.5. Ìåòîäû ñèñòåìàòè÷åñêîãî
îáõîäà âåðøèí ãðàôà

Íåîáõîäèìî óìåòü îáõîäèòü âñå âåðøèíû ãðàôà òàêèì
îáðàçîì, ÷òîáû êàæäàÿ âåðøèíà áûëà îòìå÷åíà ðîâíî îäèí
ðàç.
Îáû÷íî òàêîå

"
ïóòåøåñòâèå\ ïî ãðàôó ñîïðîâîæäàåòñÿ

íóìåðàöèåé âåðøèí ãðàôà â òîì ïîðÿäêå, â êîòîðîì îíè
îòìå÷àþòñÿ, à òàêæå îïðåäåëåííîé

"
ìàðêèðîâêîé\ ðåáåð

(èëè äóã) ãðàôà.
Ñóùåñòâóþò äâå îñíîâíûå ñòðàòåãèè òàêèõ îáõîäîâ: ïîèñê
â ãëóáèíó è ïîèñê â øèðèíó.
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Àëãîðèòì ïîèñêà â ãëóáèíó â íåîð. ãðàôå

Ãðàô çàäàí ñïèñêàìè ñìåæíîñòè, ñîáðàííûìè â ìàññèâ
ëèäåðîâ.
Ïðè ïîèñêå âåðøèíû ãðàôà íóìåðóþòñÿ â ïîðÿäêå èõ
ïîñåùåíèÿ. Íîìåð âåðøèíû v ãðàôà, ïðèñâàèâàåìûé åé
ïðè ïîèñêå â ãëóáèíó, îáîçíà÷èì D[v] è áóäåì íàçûâàòü
D -íîìåðîì.
Â ïðîöåññå îáõîäà áóäåì íàõîäèòü ôóíäàìåíòàëüíûå
öèêëû ãðàôà.
Ïóñòü â íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå G = (V, E) ïðîèç-
âîëüíî ôèêñèðîâàí ìàêñèìàëüíûé îñòîâíûé ëåñ. Äëÿ
ñâÿçíîãî ãðàôà ýòî áóäåò ìàêñèìàëüíîå îñòîâíîå äåðåâî.
Ìíîæåñòâî åãî ðåáåð îáîçíà÷èì T . Âñå ðåáðà èç T
íàçîâåì äðåâåñíûìè, à ðåáðà èñõîäíîãî ãðàôà G , íå ïðè-
íàäëåæàùèå T , | îáðàòíûìè.
Ëþáîé öèêë ãðàôà G , ñîäåðæàùèé òîëüêî îäíî îáðàòíîå
ðåáðî, íàçîâåì ôóíäàìåíòàëüíûì.
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Ìàêñèìàëüíûé îñòîâíûé ëåñ, íàõîäèìûé ñ ïîìîùüþ àëãî-
ðèòìà ïîèñêà â ãëóáèíó, íàçûâàþò ãëóáèííûì îñòîâíûì
ëåñîì.
Êëàññèôèêàöèÿ ðåáåð çàâèñèò îò õîäà ðàáîòû àëãîðèòìà, êî-
òîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ñòàðòîâîé âåðøèíîé è ðàñïîëîæåíèåì
âåðøèí â ñïèñêàõ ñìåæíîñòè.
Äëÿ îðãàíèçàöèè ðàáîòû àëãîðèòìà ïîèñêà â ãëóáèíó
èñïîëüçóåòñÿ ñïîñîá õðàíåíèÿ äàííûõ, íàçûâàåìûé ñòåêîì.
Ýëåìåíòû â ñòåêå óïîðÿäî÷èâàþòñÿ â ïîðÿäêå ïîñòóïëåíèÿ.
Â ñòåê ìîæíî äîáàâëÿòü íîâûå ýëåìåíòû è èç íåãî ìîæíî
èçâëåêàòü ýëåìåíòû. Ïðè ýòîì äîñòóïåí òîëüêî ïîñëåäíèé
äîáàâëåííûé ýëåìåíò | âåðøèíà ñòåêà.
Â àëãîðèòìå ïîèñêà â ãëóáèíó èñïîëüçóåòñÿ ñòåê âåðøèí.
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Ðèñ. 8

Ñïèñêè ñìåæíîñòè

Ðèñ. 9

V0 → (V1, V2, V3, V5)
V1 → (V0, V3, V4)
V2 → (V0, V5)
V3 → (V0, V1, V5, V6)
V4 → (V1, V6)
V5 → (V0, V2, V3)
V6 → (V3, V4)
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Ðèñ. 10

Ñïèñêè ñìåæíîñòè

Ðèñ. 11

V0 → ( 6 V1, V2, V3, V5)
V1 → (V0, V3, V4)
V2 → (V0, V5)
V3 → (V0, V1, V5, V6)
V4 → (V1, V6)
V5 → (V0, V2, V3)
V6 → (V3, V4)
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Ðèñ. 12

Ñïèñêè ñìåæíîñòè

Ðèñ. 13

V0 → ( 6 V1, V2, V3, V5)
V1 → ( 6 V0, 6 V3, V4)
V2 → (V0, V5)
V3 → (V0, V1, V5, V6)
V4 → (V1, V6)
V5 → (V0, V2, V3)
V6 → (V3, V4)
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Ðèñ. 14

Ñïèñêè ñìåæíîñòè

Ðèñ. 15

V0 → ( 6 V1, V2, 6 V3, V5)
V1 → ( 6 V0, 6 V3, V4)
V2 → (V0, V5)
V3 → ( 6 V0, 6 V1, 6 V5, V6)
V4 → (V1, V6)
V5 → (V0, V2, V3)
V6 → (V3, V4)
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Ðèñ. 16

Ñïèñêè ñìåæíîñòè

Ðèñ. 17

V0 → ( 6 V1, 6 V2, 6 V3, 6 V5)
V1 → ( 6 V0, 6 V3, V4)
V2 → (V0, V5)
V3 → ( 6 V0, 6 V1, 6 V5, V6)
V4 → (V1, V6)
V5 → ( 6 V0, 6 V2, 6 V3)
V6 → (V3, V4)
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Ðèñ. 18

Ñïèñêè ñìåæíîñòè

Ðèñ. 19

V0 → ( 6 V1, 6 V2, 6 V3, 6 V5)
V1 → ( 6 V0, 6 V3, V4)
V2 → ( 6 V0, 6 V5)
V3 → ( 6 V0, 6 V1, 6 V5, V6)
V4 → (V1, V6)
V5 → ( 6 V0, 6 V2, 6 V3)
V6 → (V3, V4)
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Ðèñ. 20

Ñïèñêè ñìåæíîñòè

Ðèñ. 21

V0 → ( 6 V1, 6 V2, 6 V3, 6 V5)
V1 → ( 6 V0, 6 V3, V4)
V2 → ( 6 V0, 6 V5)
V3 → ( 6 V0, 6 V1, 6 V5, 6 V6)
V4 → (V1, V6)
V5 → ( 6 V0, 6 V2, 6 V3)
V6 → (V3, V4)
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Ðèñ. 22

Ñïèñêè ñìåæíîñòè

Ðèñ. 23

V0 → ( 6 V1, 6 V2, 6 V3, 6 V5)
V1 → ( 6 V0, 6 V3, V4)
V2 → ( 6 V0, 6 V5)
V3 → ( 6 V0, 6 V1, 6 V5, 6 V6)
V4 → (V1, V6)
V5 → ( 6 V0, 6 V2, 6 V3)
V6 → ( 6 V3, 6 V4)
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Ðèñ. 24

Ñïèñêè ñìåæíîñòè

Ðèñ. 25

V0 → ( 6 V1, 6 V2, 6 V3, 6 V5)
V1 → ( 6 V0, 6 V3, 6 V4)
V2 → ( 6 V0, 6 V5)
V3 → ( 6 V0, 6 V1, 6 V5, 6 V6)
V4 → ( 6 V1, 6 V6)
V5 → ( 6 V0, 6 V2, 6 V3)
V6 → ( 6 V3, 6 V4)
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Ðèñ. 26

Ñïèñêè ñìåæíîñòè

Ðèñ. 27

V0 → ( 6 V1, 6 V2, 6 V3, 6 V5)
V1 → ( 6 V0, 6 V3, 6 V4)
V2 → ( 6 V0, 6 V5)
V3 → ( 6 V0, 6 V1, 6 V5, 6 V6)
V4 → ( 6 V1, 6 V6)
V5 → ( 6 V0, 6 V2, 6 V3)
V6 → ( 6 V3, 6 V4)
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Àëãîðèòì ïîèñêà â ãëóáèíó â îð. ãðàôå

Â îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå âåðøèíàì òàêæå ïðèñâàèâàþòñÿ
D -íîìåðà. Êëàññèôèêàöèÿ äóã:
1) äðåâåñíûå äóãè | êàæäàÿ òàêàÿ äóãà âåäåò îò îòöà ê
ñûíó â ãëóáèííîì îñòîâíîì ëåñó;
2) ïðÿìûå äóãè | êàæäàÿ òàêàÿ äóãà âåäåò îò ïîäëèííîãî
ïðåäêà ê ïîäëèííîìó ïîòîìêó (íî íå îò îòöà ê ñûíó) â
ãëóáèííîì îñòîâíîì ëåñó;
3) îáðàòíûå äóãè | îò ïîòîìêîâ ê ïðåäêàì (âêëþ÷àÿ âñå
ïåòëè);
4) ïîïåðå÷íûå äóãè | âñå äóãè, íå ÿâëÿþùèåñÿ íè
äðåâåñíûìè, íè ïðÿìûìè, íè îáðàòíûìè.
Ðåçóëüòàò ðàáîòû àëãîðèòìà: ìíîæåñòâà Tree | äðåâåñ-
íûõ äóã, Back |îáðàòíûõ äóã, Forward |ïðÿìûõ äóã,
C |ïîïåðå÷íûõ äóã è ìàññèâ D , ñîäåðæàùèé D -íîìåðà
âåðøèí.
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Îñîáåííîñòè àëãîðèòìà.
Òàê, åñëè î÷åðåäíàÿ âåðøèíà w , èçâëå÷åííàÿ èç ñïèñêà
ñìåæíîñòè òåêóùåé âåðøèíû v , íîâàÿ, òî äóãà (v, w)
ÿâëÿåòñÿ äðåâåñíîé.
Åñëè âåðøèíà w íå íîâàÿ (w /∈ V0) , òî äóãà (v, w) áóäåò
ëèáî ïðÿìîé, ëèáî îáðàòíîé, ëèáî ïîïåðå÷íîé.
Åñëè D -íîìåð âåðøèíû v ñòðîãî ìåíüøå D -íîìåðà
âåðøèíû w (D[v] < D[w]) , òî äóãà (v, w) ÿâëÿåòñÿ
ïðÿìîé.
Åñëè D -íîìåð âåðøèíû v íåìåíüøå D -íîìåðà âåðøèíû
w (D[v] ≥ D[w]) , íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü, åñòü ëè â ñòåêå
STACK âåðøèíà w . Åñëè âåðøèíà w íàõîäèòñÿ â ñòåêå,
òî äóãà (v, w) ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé.Åñëè âåðøèíû w â ñòåêå
íåò, òî äóãà ÿâëÿåòñÿ ïîïåðå÷íîé.
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Åñëè ñòåê ïóñò, íî íå âñå âåðøèíû îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà
îáðàáîòàíû, ïîèñê ïðîäîëæàþò èç ëþáîé íåîáðàáîòàííîé
âåðøèíû.
Â ñëó÷àå îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà ïîèñê êîíòóðîâ íà áàçå
ïîèñêà â ãëóáèíó ñóùåñòâåííî ñëîæíåå.
Îðèåíòèðîâàííûé ãðàô ÿâëÿåòñÿ áåñêîíòóðíûì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðè ïîèñêå â ãëóáèíó îò íåêîòîðîé
íà÷àëüíîé âåðøèíû ìíîæåñòâî îáðàòíûõ äóã îêàçûâàåòñÿ
ïóñòûì.
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Ðèñ. 28

Ñïèñêè ñìåæíîñòè
V0 → (V1, V3)
V1 → (V2, V3)
V2 → (V0)
V3 → (V2)
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Ðèñ. 29

Ñïèñêè ñìåæíîñòè
V0 → (V1, V3)
V1 → (V2, V3)
V2 → (V0)
V3 → (V2)
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Ðèñ. 30

Ñïèñêè ñìåæíîñòè
V0 → ( 6 V1, V3)
V1 → (V2, V3)
V2 → (V0)
V3 → (V2)
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Ðèñ. 31

Ñïèñêè ñìåæíîñòè
V0 → ( 6 V1, V3)
V1 → ( 6 V2, V3)
V2 → (V0)
V3 → (V2)
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Ðèñ. 32

Ñïèñêè ñìåæíîñòè
V0 → ( 6 V1, V3)
V1 → ( 6 V2, V3)
V2 → ( 6 V0)
V3 → (V2)
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Ðèñ. 33

Ñïèñêè ñìåæíîñòè
V0 → ( 6 V1, V3)
V1 → ( 6 V2, 6 V3)
V2 → ( 6 V0)
V3 → (V2)
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Ðèñ. 34

Ñïèñêè ñìåæíîñòè
V0 → ( 6 V1, V3)
V1 → ( 6 V2, 6 V3)
V2 → ( 6 V0)
V3 → ( 6 V2)
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Ðèñ. 35

Ñïèñêè ñìåæíîñòè
V0 → ( 6 V1, 6 V3)
V1 → ( 6 V2, 6 V3)
V2 → ( 6 V0)
V3 → ( 6 V2)
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12.6. Àëãîðèòì ïîèñêà
â øèðèíó â îð. ãðàôå

Âõîä. Ãðàô G = (V, E) , çàäàííûé ñïèñêàìè ñìåæíîñòè;
v0 | íà÷àëüíàÿ âåðøèíà (íå îáÿçàòåëüíî ïåðâûé ýëåìåíò
ìàññèâà ëèäåðîâ).
Âûõîä. Ìàññèâ M ìåòîê âåðøèí, ãäå êàæäàÿ ìåòêà ðàâíà
äëèíå ïóòè îò v0 äî v .



• First • Prev • Next • Last • Go Back • Full Screen • Close • Quit

0. Î÷åðåäü Q ïîëîæèòü ïóñòîé (Q := ∅) . Âñå âåðøèíû
ïîìåòèòü êàê íåäîñòèæèìûå èç âåðøèíû v0 , ïðèñâàèâàÿ
ýëåìåíòàì ìàññèâà M çíà÷åíèå +∞ (M [vi] := +∞ , i =
1, N ).
Ñòàðòîâóþ âåðøèíó v0 ïîìåòèòü íîìåðîì 0, ò.å. äëèíó
ïóòè îò ñòàðòîâîé âåðøèíû v0 äî ñàìîé ñåáÿ ïîëîæèòü
ðàâíîé 0 (M [v0] := 0 ). Ïîìåñòèòü âåðøèíó v0 â î÷åðåäü
Q . Ïåðåéòè íà øàã 1.
1. Åñëè î÷åðåäü Q íå ïóñòà (Q 6= ∅) , òî èç

"
ãîëîâû\

î÷åðåäè èçâëå÷ü (ñ óäàëåíèåì èç î÷åðåäè) âåðøèíó u è
ïåðåéòè íà øàã 2. Åñëè î÷åðåäü ïóñòà, ïåðåéòè íà øàã 3.
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2. Åñëè ñïèñîê ñìåæíîñòè L(u) âåðøèíû u ïóñò, âåðíóòü-
ñÿ íà øàã 1.
Åñëè ñïèñîê ñìåæíîñòè L(u) âåðøèíû u íå ïóñò, äëÿ
êàæäîé âåðøèíû w èç ñïèñêà ñìåæíîñòè, ãäå M [w] =
+∞ , ò.å. âåðøèíû, êîòîðóþ åùå íå ïîñåùàëè, ïîëîæèòü
äëèíó ïóòè èç ñòàðòîâîé âåðøèíû v0 äî âåðøèíû w
ðàâíîé äëèíå ïóòè îò v0 äî âåðøèíû u ïëþñ îäíà äóãà
(M [w] := M [u] + 1) , ò.å. îòìåòèòü âåðøèíó w è ïîìåñòèòü
åå â î÷åðåäü Q . Ïîñëå ïðîñìîòðà âñåõ âåðøèí ñïèñêà
ñìåæíîñòè L(u) âåðíóòüñÿ íà øàã 1.
3. Ðàñïå÷àòàòü ìàññèâ M . Çàêîí÷èòü ðàáîòó.
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Àëãîðèòì ïîèñêà â øèðèíó ìîæåò áûòü äîïîëíåí ïðîöå-
äóðîé

"
îáðàòíîãî õîäà\, îïðåäåëÿþùåé íîìåðà âåðøèí,

ëåæàùèõ íà êðàò÷àéøåì ïóòè èç âåðøèíû v0 â äàííóþ
âåðøèíó u .
Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî çàâåñòè ìàññèâ PR ðàçìåðà |V | ,
êàæäûé ýëåìåíò PR[w] êîòîðîãî ñîäåðæèò íîìåð òîé
âåðøèíû, èç êîòîðîé áûë îñóùåñòâëåí ïåðåõîä â âåðøèíó
w ïðè åå ïîìåòêå.
Åñëè âåðøèíà w íàõîäèòñÿ â ñïèñêå ñìåæíîñòè L(u)
âåðøèíû u , çàïîëíåíèå ýëåìåíòà ìàññèâà PR[w] ïðîèñ-
õîäèò ïðè èçìåíåíèè ìåòêè âåðøèíû w M [w] ñ +∞ íà
åäèíèöó. Ïðè ýòîì â ýëåìåíòå PR[w] ñîõðàíÿåòñÿ íî-
ìåð âåðøèíû u (PR[w] := u) . Äëÿ íà÷àëüíîé âåðøèíû
PR[v0] ìîæíî ïîëîæèòü ðàâíûì 0, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî
íà÷àëüíàÿ âåðøèíà v0 èìååò íîìåð 0 è îñòàëüíûå âåðøèíû
ïðîíóìåðîâàíû îò 1 äî N .
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Ðèñ. 36

Ñïèñêè ñìåæíîñòè
v0 → (v1, v2, v3)
v1 → (v4)
v2 → (v4, v5, v3)
v3 → (v6)
v4 → ()
v5 → (v4)
v6 → (v5, v0)

v0 v1 v2 v3 v4 v5 v6

1. 0 +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞

Q = (v0)
PR(v0) = ∅
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Ðèñ. 37

Ñïèñêè ñìåæíîñòè
v0 → (v1, v2, v3)
v1 → (v4)
v2 → (v4, v5, v3)
v3 → (v6)
v4 → ()
v5 → (v4)
v6 → (v5, v0)

v0 v1 v2 v3 v4 v5 v6

1. 0 +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞
2. 0 1 1 1 +∞ +∞ +∞

Q = ( 6 v0, v1, v2, v3)
PR(v0) = ∅, PR(v1) = v0, PR(v2) = v0,
PR(v3) = v0
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Ðèñ. 38

Ñïèñêè ñìåæíîñòè
v0 → (v1, v2, v3)
v1 → (v4)
v2 → (v4, v5, v3)
v3 → (v6)
v4 → ()
v5 → (v4)
v6 → (v5, v0)

v0 v1 v2 v3 v4 v5 v6

1. 0 +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞
2. 0 1 1 1 +∞ +∞ +∞
3. 0 1 1 1 2 +∞ +∞

Q = ( 6 v0 6 v1, v2, v3, v4)
PR(v0) = ∅, PR(v1) = v0, PR(v2) = v0,
PR(v3) = v0, PR(v4) = v1
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Ðèñ. 39

Ñïèñêè ñìåæíîñòè
v0 → (v1, v2, v3)
v1 → (v4)
v2 → (v4, v5, v3)
v3 → (v6)
v4 → ()
v5 → (v4)
v6 → (v5, v0)

v0 v1 v2 v3 v4 v5 v6

1. 0 +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞
2. 0 1 1 1 +∞ +∞ +∞
3. 0 1 1 1 2 +∞ +∞
4. 0 1 1 1 2 2 +∞

Q = ( 6 v0 6 v1 6 v2, v3, v4, v5)
PR(v0) = ∅, PR(v1) = v0, PR(v2) = v0,
PR(v3) = v0, PR(v4) = v1, PR(v5) = v2
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Ðèñ. 40

Ñïèñêè ñìåæíîñòè
v0 → (v1, v2, v3)
v1 → (v4)
v2 → (v4, v5, v3)
v3 → (v6)
v4 → ()
v5 → (v4)
v6 → (v5, v0)

v0 v1 v2 v3 v4 v5 v6

1. 0 +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞
2. 0 1 1 1 +∞ +∞ +∞
3. 0 1 1 1 2 +∞ +∞
4. 0 1 1 1 2 2 +∞
5. 0 1 1 1 2 2 2
Q = ( 6 v0 6 v1 6 v2 6 v3, v4, v5, v6)
PR(v0) = ∅, PR(v1) = v0, PR(v2) = v0,
PR(v3) = v0, PR(v4) = v1, PR(v5) = v2,
PR(v6) = v3
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Ðèñ. 41

Ñïèñêè ñìåæíîñòè
v0 → (v1, v2, v3)
v1 → (v4)
v2 → (v4, v5, v3)
v3 → (v6)
v4 → ()
v5 → (v4)
v6 → (v5, v0)

v0 v1 v2 v3 v4 v5 v6

1. 0 +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞
2. 0 1 1 1 +∞ +∞ +∞
3. 0 1 1 1 2 +∞ +∞
4. 0 1 1 1 2 2 +∞
5. 0 1 1 1 2 2 2
Q = ( 6 v0 6 v1 6 v2 6 v3 6 v4 6 v5 6 v6)
PR(v0) = ∅, PR(v1) = v0, PR(v2) = v0,
PR(v3) = v0, PR(v4) = v1, PR(v5) = v2,
PR(v6) = v3
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Ðèñ. 42

Ñïèñêè ñìåæíîñòè
v0 → (v1, v2, v3)
v1 → (v4)
v2 → (v4, v5, v3)
v3 → (v6)
v4 → ()
v5 → (v4)
v6 → (v5, v0)

v0 v1 v2 v3 v4 v5 v6

1. 0 +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞
2. 0 1 1 1 +∞ +∞ +∞
3. 0 1 1 1 2 +∞ +∞
4. 0 1 1 1 2 2 +∞
5. 0 1 1 1 2 2 2
Q = ∅
PR(v0) = ∅, PR(v1) = v0, PR(v2) = v0,
PR(v3) = v0, PR(v4) = v1, PR(v5) = v2,
PR(v6) = v3
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Ìàòåðèàë äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî èçó÷åíèÿ

Ìàòðèöà äîñòèæèìîñòè.

Ýòî êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà C ïîðÿäêà |V | , êàæäûé ýëåìåíò
cij êîòîðîé ðàâåí 1, åñëè j -ÿ âåðøèíà äîñòèæèìà èç i -é
âåðøèíû, è ðàâåí 0 åñëè èíà÷å.
Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ äîñòèæèìîñòè, ýëåìåíòû cii = 1 .
Ìàòðèöà äîñòèæèìîñòè íåñåò âàæíóþ èíôîðìàöèþ îá
îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå. Åå àíàëèç ïîçâîëÿåò, íàïðèìåð,
íàéòè åãî áèêîìïîíåíòû.
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Ïðèìåð 12.5.

Ðèñ. 43
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Ìàòðèöà äîñòèæèìîñòè:

C =



1 1 1 1 1 0 0
0 1 1 1 1 0 0
0 1 1 1 1 0 0
0 0 0 1 1 0 0
0 0 0 1 1 0 0
0 0 0 1 1 1 1
0 0 0 1 1 1 1


.

Áèêîìïîíåíòû.
Äëÿ ïåðâîé âåðøèíûìíîæåñòâî P1 = {1} âêëþ÷àåò òîëüêî
åå ñàìó.
Äëÿ âòîðîé âåðøèíû | P2 = {2, 3} ,
äëÿ ÷åòâåðòîé| P4 = {4, 5} , äëÿ øåñòîé| P6 = {6, 7} .
Ïîëó÷èëè B1 , B2 , B3 , B4 .
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Ðèñ. 44

1 1 1 1
0 1 1 1
0 1 1 1
0 1 1 1


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Íàéäåì áèêîìïîíåíòû ãðàôà èçîáðàæåííîãî íà ðèñóíêå.
Äëÿïåðâîé âåðøèíûìíîæåñòâî P1 = {1} âêëþ÷àåò òîëüêî
åå ñàìó. Äëÿ âòîðîé âåðøèíû èìååì P2 = {2, 3, 4} .
Ñîîòâåòñòâåííî ïîëó÷åííûå ìíîæåñòâà âåðøèí ïîðîæäàþò
áèêîìïîíåíòû B1 , B2 .
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12.7. Îñòîâíîå äåðåâî
íàèìåíüøåãî âåñà

Íåîðèåíòèðîâàííûé (îðèåíòèðîâàííûé) ãðàô, ó êîòîðîãî
êàæäîìó ðåáðó ( äóãå) ñîïîñòàâëåíî íåêîòîðîå äåéñòâè-
òåëüíîå ÷èñëî, íàçûâàþò âçâåøåííûì èëè ðàçìå÷åííûì
ãðàôîì.
Ýòî ÷èñëî íàçûâàþò âåñîì èëè ìåòêîé ðåáðà (äóãè).
Àëãîðèòì Êðàñêàëà âû÷èñëÿåò äëÿ çàäàííîãî âçâåøåííîãî
íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G îñòîâíîå äåðåâî ñ íàèìåíü-
øåé ñóììîé âåñîâ ðåáåð | îñòîâíîå äåðåâî íàèìåíüøåãî
âåñà.
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Ïðè îïèñàíèè àëãîðèòìà áóäåì èñïîëüçîâàòü ñïîñîá õðàíå-
íèÿ äàííûõ, íàçûâàåìûé î÷åðåäüþ.
Ýëåìåíòû äàííûõ â î÷åðåäè óïîðÿäî÷èâàþòñÿ ïî âðåìåíè
ïîñòóïëåíèÿ. Ýëåìåíòû ìîæíî äîáàâëÿòü â î÷åðåäü è
èçâëåêàòü èç î÷åðåäè.
Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè äîñòóïåí òîëüêî îäèí ýëåìåíò,
êîòîðûé áûë ïîìåùåí â î÷åðåäü ðàíüøå äðóãèõ,|

"
ãîëîâà\

î÷åðåäè.
Ïðè äîáàâëåíèè íîâûé ýëåìåíò ïîìåùàåòñÿ â

"
õâîñò\

î÷åðåäè, ò.å. ðàáîòà âåäåòñÿ ïî îáû÷íîìó äëÿ î÷åðåäè
ïðàâèëó |

"
ïåðâûì ïðèøåë | ïåðâûì âûøåë\.

×òîáû èçâëå÷ü èç î÷åðåäè íåêîòîðûé ýëåìåíò, íå äîñòóïíûé
â òåêóùèé ìîìåíò, íàäî èçâëå÷ü âñå ðàíåå ïîñòóïèâøèå
ýëåìåíòû, íà÷èíàÿ ñ

"
ãîëîâû\ î÷åðåäè.

Îáû÷íî î÷åðåäü ðåàëèçóåòñÿ â âèäå ñïèñêà.
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Àëãîðèòì Êðàñêàëà
Ðàññìîòðèì àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ îñòîâíîãî äåðåâà íàè-
ìåíüøåãî âåñà. Ïóñòü äàí ñâÿçíûé íåîðèåíòèðîâàííûé
ãðàô G = (V, E) ñ ÷èñëîâûìè íåîòðèöàòåëüíûìè âåñà-
ìè ðåáåð. Âåñ ðåáðà e îáîçíà÷èì ϕ(e) .
Â ðåçóëüòàòå ðàáîòû àëãîðèòìà ïîëó÷èì îñòîâíîå äåðåâî
T = (V, H) ãðàôà G , òàêîå, ÷òî ñóììà

∑
e∈H

ϕ(e) ÿâëÿåòñÿ

íàèìåíüøåé.
Îòñîðòèðóåì âñå ðåáðà èñõîäíîãî ãðàôà ïî âîçðàñòàíèþ âå-
ñîâ è ñôîðìèðóåì èç íèõ î÷åðåäü òàê, ÷òîáû â

"
ãîëîâå\

î÷åðåäè íàõîäèëîñü ðåáðî ñ íàèìåíüøèì âåñîì, à â
"
õâî-

ñòå\ | ñ íàèáîëüøèì è âåñà ðåáåð íå óáûâàëè îò
"
ãîëîâû\

î÷åðåäè ê
"
õâîñòó\.



• First • Prev • Next • Last • Go Back • Full Screen • Close • Quit

Ìåòîä ñîñòîèò â
"
ñøèâàíèè\ èñêîìîãî äåðåâà èç êîìïîíåíò

îñòîâíîãî ëåñà. Ïåðâîíà÷àëüíî îñòîâíûé ëåñ ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ìíîæåñòâî èçîëèðîâàííûõ âåðøèí èñõîäíîãî ãðàôà,
ò.å. åãî ìíîæåñòâî ðåáåð ïóñòî. Íà ïåðâîì øàãå èç
î÷åðåäè èçâëåêàåòñÿ ðåáðî íàèìåíüøåãî âåñà è äîáàâëÿåòñÿ
ê ìíîæåñòâó ðåáåð èñõîäíîãî äåðåâà.
Íà ïîñëåäóþùèõ øàãàõ àëãîðèòìà èç î÷åðåäè èçâëåêàåòñÿ
ïî îäíîìó ðåáðó. Åñëè ýòî ðåáðî ñîåäèíÿåò âåðøèíû,
ïðèíàäëåæàùèå ðàçíûì êîìïîíåíòàì òåêóùåãî îñòîâíîãî
ëåñà, òî îíî äîáàâëÿåòñÿ ê òåêóùåìó ìíîæåñòâó ðåáåð
èñêîìîãî äåðåâà, à óêàçàííûå êîìïîíåíòû ñëèâàþòñÿ â îäíó.
Èíà÷å ðåáðî îòáðàñûâàåòñÿ. Ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ äî òåõ
ïîð, ïîêà ÷èñëî êîìïîíåíò îñòîâíîãî ëåñà íå îêàæåòñÿ
ðàâíûì 1. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòà êîìïîíåíòà è áóäåò
èñêîìûì îñòîâíûì äåðåâîì íàèìåíüøåãî âåñà.
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1. Ìíîæåñòâî ðåáåð H èñêîìîãî îñòîâíîãî äåðåâà
ïîëàãàåì ïóñòûì (H = ∅ ).
2. Ôîðìèðóåì ìíîæåñòâî VS = {{v1}, . . . , {vn}} , ýëå-
ìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà âåðøèí, ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ êîìïîíåíòàì èñõîäíîãî îñòîâíîãî ëåñà. Êàæäàÿ
òàêàÿ êîìïîíåíòà ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé âåðøèíû.
3. Ñîðòèðóåì ìíîæåñòâî ðåáåð E èñõîäíîãî ãðàôà ïî
âîçðàñòàíèþ âåñîâ è ôîðìèðóåì î÷åðåäü Q , ýëåìåíòàìè
êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ðåáðà ãðàôà G .
4. Åñëèìíîæåñòâî VS ñîäåðæèò áîëåå îäíîãî ýëåìåíòà (ò.å.
îñòîâíûé ëåñ ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ êîìïîíåíò) è î÷åðåäü
Q íå ïóñòà, ïåðåõîäèì íà øàã 5, åñëè èíà÷å | íà øàã 7.
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5. Èçâëåêàåì èç î÷åðåäè Q ðåáðî e . Åñëè êîíöû ðåáðà
e ïðèíàäëåæàò ðàçëè÷íûì ìíîæåñòâàì âåðøèí Vi è Vj

èç VS , òî ïåðåõîäèì íà øàã 6, åñëè èíà÷å, òî îòáðàñûâàåì
èçâëå÷åííîå ðåáðî è âîçâðàùàåìñÿ íà øàã 4.
6. Îáúåäèíÿåì ìíîæåñòâà âåðøèí Vi è Vj (ïîëàãàÿ
W = Vi ∪ Vj ), óäàëÿåì ìíîæåñòâà Vi è Vj èç ìíîæåñòâà
VS è äîáàâëÿåì â VS ìíîæåñòâî W . Äîáàâëÿåì ðåáðî e
â ìíîæåñòâî H . Âîçâðàùàåìñÿ íà øàã 4.
7. Ïðåêðàùàåì ðàáîòó. Ìíîæåñòâî H åñòü ìíîæåñòâî
ðåáåð ïîëó÷åííîãî îñòîâíîãî äåðåâà.
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Ðèñ. 45
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Èñõîäíûé ãðàô èçîáðàæåí íà ðèñóíêå à. Íà ðèñóíêå
á ïðîèëëþñòðèðîâàí ðåçóëüòàò âûïîëíåíèÿ ïåðâîãî øàãà
àëãîðèòìà.
Íà â ïîêàçàí ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ñëåäóþùåãî ðåáðà
{v1, v2} ñ âåñîì 2 èç î÷åðåäè. Íà ã ïðèâåäåí ðåçóëüòàò
äîáàâëåíèÿ ðåáðà {v0, v4} ñ âåñîì 3 .
Åñëè ñëåäóþùèì â î÷åðåäè ðåáðîì áóäåò {v1, v4} , îíî
áóäåò îòáðîøåíî.
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Äàëüíåéøèé õîä ðàáîòû àëãîðèòìà çàâèñèò îò òîãî, â êàêîì
ïîðÿäêå â î÷åðåäè ðàçìåùåíû ðåáðà {v2, v3} è {v3, v4} ñ
âåñàìè 4 . Ëþáîå èç íèõ ìîæåò áûòü äîáàâëåíî â ìíîæå-
ñòâî ðåáåð îñòîâíîãî äåðåâà, è íà ýòîì àëãîðèòì çàêîí÷èò
ðàáîòó. Íà ä ïðèâåäåíî îñòîâíîå äåðåâî, ïîëó÷åííîå ïîñëå
äîáàâëåíèÿ ðåáðà {v3, v4} .
Äëÿ ïðèâåäåííîãî ãðàôà îáà ðåáðà ñ âåñîì 2 âîéäóò â
îñòîâíîå äåðåâî íåçàâèñèìî îò ïîðÿäêà èõ ðàñïîëîæåíèÿ
â î÷åðåäè ïîñëå ñîðòèðîâêè, à ðåáðî {v1, v4} íå âîéäåò íè
â êàêîå îñòîâíîå äåðåâî íàèìåíüøåãî âåñà.


