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ÄÈÑÊÐÅÒÍÀß ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ

ÈÓ5 - 4 ñåìåñòð, 2014 ã.

Ëåêöèÿ 14. ÒÅÎÐÅÌÀ
ÊËÈÍÈ. ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÇÀÖÈß
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Áûëà ñôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà: " ßçûê â
àëôàâèòå V ðåãóëÿðåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí
ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ïîëóêîëüöà R(V ) ."
Ýòî ïîçâîëèëî íàì íàçûâàòü ýëåìåíòû ïîëóêîëüöà R(V )
ðåãóëÿðíûìè ÿçûêàìè.
Äîêàæåì, ÷òî ÿçûê äîïóñêàåòñÿ êîíå÷íûì àâòîìàòîì ñ
âõîäíûì àëôàâèòîì V òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí åñòü
ýëåìåíò ïîëóêîëüöà R(V ) .

Òåîðåìà 1 (òåîðåìà Êëèíè). Ïóñòü V = {a1, . . . , an} |
ïðîèçâîëüíûé àëôàâèò. ßçûê L ⊆ V ∗ ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì
ïîëóêîëüöà R(V ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí äîïóñêà-
åòñÿ íåêîòîðûì êîíå÷íûì àâòîìàòîì.
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J 1. Äîêàæåì, ÷òî âñÿêèé ÿçûê èç R(V ) äîïóñêàåòñÿ
íåêîòîðûì êîíå÷íûì àâòîìàòîì.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ ìåòî-
äîì èíäóêöèè ïî ïîñòðîåíèþ ÿçûêà èç R(V ) êàê ýëåìåíòà
çàìûêàíèÿ ìíîæåñòâà {∅, {λ}, {a1}, . . . , {an}} .
Ýòîò ìåòîä ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: ñíà÷àëà óòâåðæäåíèå
äîêàçûâàåòñÿ äëÿ ÿçûêîâ èñõîäíîãî ìíîæåñòâà (çàìûêàíèå
êîòîðîãî ñòðîèòñÿ), à çàòåì â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî óòâåðæäå-
íèå äîêàçàíî äëÿ ÿçûêîâ L è K èç R(V ) , îíî äîêàçûâà-
åòñÿ äëÿ L ∪K , LK è L∗ .
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Ïóñòü V | íåêîòîðûé ôèêñèðîâàííîì àëôàâèòå .
Êîíå÷íûå àâòîìàòû äëÿ ÿçûêîâ ∅ , {λ} , {a} , ãäå a ∈ V :

Ðèñ. 1

Ïóñòü êîíå÷íûå àâòîìàòû

M1 = (V, Q1, q01, F1, δ1) I M2 = (V, Q2, q02, F2, δ2)

äëÿ ÿçûêîâ L è K ïîëóêîëüöà R(V ) ñîîòâåòñòâåííî óæå
ïîñòðîåíû.
Âõîäíûå àëôàâèòû ýòèõ àâòîìàòîâ ñîâïàäàþò è àâòîìàòû íå
èìåþò íè îáùèõ âåðøèí, íè îáùèõ äóã.
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Ïîñòðîèì êîíå÷íûå àâòîìàòû, äîïóñêàþùèå ÿçûêè L∪K ,
LK è L∗ .
Àâòîìàò äëÿ îáúåäèíåíèÿ ÿçûêîâ ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì äîáà-
âëåíèÿ íîâîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ s0 , ïðîâåäåíèÿ èç íåãî
ïóñòûõ äóã â êàæäîå èç íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé ( q01 è q02 )
îáúåäèíÿåìûõ àâòîìàòîâ M1 è M2 .

Ðèñ. 2

Âñå äóãè è ñîñòîÿíèÿ àâòîìàòîâ M1 è M2 ñîõðàíÿþòñÿ.
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Îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ çàêëþ÷èòåëüíûõ ñîñòîÿíèé ( F1 è
F2 ) àâòîìàòîâ M1 è M2 îáúÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâîì çà-
êëþ÷èòåëüíûõ ñîñòîÿíèé êîíå÷íîãî àâòîìàòà, äîïóñêàþùå-
ãî ÿçûê L ∪K .
Ïîëó÷àåòñÿ

"
ïàðàëëåëüíîå ñîåäèíåíèå\ àâòîìàòîâ äëÿ ÿçû-

êîâ L è K .
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Íîâûé êîíå÷íûé àâòîìàò êàê íåêîå ðàñïîçíàþùåå óñòðîé-
ñòâî ìîæåò èç ñâîåãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ïåðåéòè â
íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ïåðâîãî èëè â íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå
âòîðîãî àâòîìàòà.

Ëþáàÿöåïî÷êà x , ÷èòàåìàÿ íà íåêîòîðîìïóòèèç ñîñòîÿíèÿ
s0 â êàêîå-òî èç ñîñòîÿíèé ìíîæåñòâà F1∪F2 , ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà òàê: x = λx1 = x1 èëè x = λx2 = x2 .

Â ïåðâîì ñëó÷àå | ýòî ïåðåõîä ïî ïóñòîé öåïî÷êå èç
s0 q01 è äàëüíåéøåå ÷òåíèå ïðîèçâîëüíîé öåïî÷êè x1 ,
äîïóñêàåìîé àâòîìàòîì M1 .

Âî âòîðîì ñëó÷àå | ïåðåõîä ïî ïóñòîé öåïî÷êå èç s0 q02
è äàëüíåéøåå ÷òåíèå ïðîèçâîëüíîé öåïî÷êè x2 , äîïóñêàå-
ìîé àâòîìàòîì M2 .
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Ïðè ïîñòðîåíèè êîíå÷íîãî àâòîìàòà äëÿ ñîåäèíåíèÿ íîâûì
íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì áóäåò íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ïåðâîãî
àâòîìàòà ( q01 ).
Ìíîæåñòâî çàêëþ÷èòåëüíûõ ñîñòîÿíèé |ýòî ìíîæåñòâî
çàêëþ÷èòåëüíûõ ñîñòîÿíèé âòîðîãî àâòîìàòà ( F2 ).

Ðèñ. 3

Èç êàæäîãî çàêëþ÷èòåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ïåðâîãî àâòîìàòà
ïðîâåñòè ïóñòóþ äóãó â íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå âòîðîãî
àâòîìàòà.
Ïîëó÷èòñÿ

"
ïîñëåäîâàòåëüíîå ñîåäèíåíèå\ àâòîìàòîâ.
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Êîíå÷íûé àâòîìàò äëÿ èòåðàöèè ÿçûêà L :

Ðèñ. 4

1. Ââîäÿòñÿ íîâîå íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ( s0 ) è íîâîå
çàêëþ÷èòåëüíîå ñîñòîÿíèå ( f ).
2. Ïðîâîäÿòñÿ ïóñòûå äóãè èç íîâîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ
s0 â ïðåæíåå íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå q0 àâòîìàòà, äîïóñêàþ-
ùåãî ÿçûê L .
3. Ïðîâîäÿòñÿ ïóñòûå äóãè èç êàæäîãî çàêëþ÷èòåëüíîãî
ñîñòîÿíèÿ ìíîæåñòâà F àâòîìàòà, äîïóñêàþùåãî ÿçûê L
â íîâîå çàêëþ÷èòåëüíîå ñîñòîÿíèå è ïðåæíåå íà÷àëüíîå
ñîñòîÿíèå.
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Âûâîä. Êàæäûé ÿçûê ïîëóêîëüöà R(V ) äîïóñêàåòñÿ
íåêîòîðûì êîíå÷íûì àâòîìàòîì.
2. Äîêàæåì, ÷òî ÿçûê ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷íîãî àâòîìà-
òà åñòü ýëåìåíò ïîëóêîëüöà R(V ) .
ßçûê êîíå÷íîãî àâòîìàòà, êàê ñëåäóåò èç ôîðìóëû

L(M) = {x: q0 ⇒∗
x qf , qf ∈ F} =

⋃
qf∈F

cq0qf
,

| ýòî êîíå÷íîå îáúåäèíåíèå ÿçûêîâ, ÿâëÿþùèõñÿ îïðåäå-
ëåííûìè ýëåìåíòàìè ìàòðèöû ñòîèìîñòåé àâòîìàòà.
Ìàòðèöà ñòîèìîñòåé åñòü èòåðàöèÿ ìàòðèöû ìåòîê äóã,
çàäàþùåé àâòîìàò.
Ìåòêà êàæäîé äóãè | ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå, îáîçíà÷àþ-
ùåå ÿçûê èç ïîëóêîëüöà R(V ) .



• First • Prev • Next • Last • Go Back • Full Screen • Close • Quit

Ìàòðèöà ñòîèìîñòåé ÿâëÿåòñÿ èòåðàöèåé ìàòðèöû, âñå
ýëåìåíòû êîòîðîé ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ðåãóëÿðíûìè
âûðàæåíèÿìè, ò.å. ïðèíàäëåæàò ïîëóêîëüöó R(V ) .
Ïîëóêîëüöî R(V ) åñòü ïîëóêîëüöî ñ èòåðàöèåé.
Âñïîìíèì óòâåðæäåíèå: "Åñëè A | ìàòðèöà, âñå ýëåìåí-
òû êîòîðîé ïðèíàäëåæàò íåêîòîðîìó ïîëóêîëüöó ñ èòåðàöè-
åé, òî âñå ýëåìåíòû åå èòåðàöèè A∗ òàêæå ïðèíàäëåæàò
ýòîìó ïîëóêîëüöó ñ èòåðàöèåé."
Â ñèëó ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ìàòðèöà ñòîèìîñòåé êîíå÷íîãî
àâòîìàòà áóäåò ñîñòîÿòü èç ÿçûêîâ ïîëóêîëüöà R(V ) .
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ÿçûê êîíå÷íîãî àâòîìàòà åñòü ýëåìåíò
ýòîãî ïîëóêîëüöà. I
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Çàìå÷àíèå Â îáùåì ñëó÷àå ïðè ïîñòðîåíèè èòåðàöèè íå-
ëüçÿ îáîéòèñü áåç äîáàâëåíèÿ íîâûõ íà÷àëüíîãî è çàêëþ÷è-
òåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ.
Ïîñòðîèì ÊÀ äëÿ èòåðàöèè ÿçûêà, äîïóñêàåìîãî ñëåäóþ-
ùèì ÊÀ.

Ðèñ. 5

ßçûê L : (01)∗1 .
Èòåðàöèÿ ÿçûêà L åñòü L∗ = ((01)∗1)∗ .
Ëþáàÿ öåïî÷êà èç èòåðàöèè èñõîäíîãî ÿçûêà åñòü ëèáî
öåïî÷êà 1n , ãäå n ≥ 0 , ëèáî öåïî÷êà, îêàí÷èâàþùàÿñÿ
ïîäöåïî÷êîé 11 .
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Ïîñòðîèì àâòîìàò äëÿ èòåðàöèè, íå ââîäÿ íîâîå íà÷àëüíîå
ñîñòîÿíèå.

Ðèñ. 6

Ýòîò àâòîìàò áóäåò äîïóñêàòü öåïî÷êè, îïèñûâàåìûå ðå-
ãóëÿðíûì âûðàæåíèåì (01)∗ . Îäíàêî ýòè öåïî÷êè íå
ñîäåðæàòñÿ â ÿçûêå L∗ (èòåðàöèè èñõîäíîãî ÿçûêà L ). Â
÷àñòíîñòè, 01 /∈ ((01)∗1)∗ .
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Èñõîäíûé àâòîìàò:

Ðèñ. 7

Ïðàâèëüíî ïîñòðîåííûé àâòîìàò äëÿ èòåðàöèè ÿçûêà:

Ðèñ. 8
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Âû÷èñëåíèå ÿçûêà êîíå÷íîãî àâòîìàòà.
Âû÷èñëèì ìàòðèöó ñòîèìîñòåé C = A∗ àâòîìàòà êàê
ðàçìå÷åííîãî îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà.

Íàäî ðåøèòü n = |Q| ñèñòåì âèäà

Xj = AX j + Bj,

ãäå A | êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà n -ãî ïîðÿäêà.
Ýëåìåíò aij ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì âûðàæåíèåì, ñëóæàùèì
ìåòêîé äóãè èç âåðøèíû (ñîñòîÿíèÿ) qi â âåðøèíó (ñîñòî-
ÿíèå) qj , åñëè òàêàÿ äóãà ñóùåñòâóåò, è ðàâåí ðåãóëÿðíîìó
âûðàæåíèþ ∅ , åñëè íåò äóãè èç qi â qj ;
Bj | j -é ñòîëáåö åäèíè÷íîé ìàòðèöû, ò.å. ñòîëáåö,
ó êîòîðîãî âñå êîìïîíåíòû, êðîìå j -é, ðàâíû íóëþ
ïîëóêîëüöà R(V ) | ∅ , j -ÿ êîìïîíåíòà ðàâíà åäèíèöå
ïîëóêîëüöà R(V ) | λ .
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ßçûê L(M) êîíå÷íîãî àâòîìàòà M åñòü ìíîæåñòâî âñåõ
öåïî÷åê âî âõîäíîì àëôàâèòå, ÷èòàåìûõ â M íà íåêîòîðîì
ïóòè èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ â îäíî èç çàêëþ÷èòåëüíûõ
ñîñòîÿíèé:

L(M) = {x: q0 ⇒∗
x qf , qf ∈ F} =

⋃
qf∈F

cq0qf
,

ãäå F | ìíîæåñòâî çàêëþ÷èòåëüíûõ ñîñòîÿíèé.
Ïîýòîìó ÿçûê ÊÀ áóäåò çàäàâàòüñÿ ðåãóëÿðíûì âûðàæåíè-
åì, ðàâíûì ñóììå ýëåìåíòîâ âèäà csti , ãäå s | íîìåð
íà÷àëüíîãî, ti , i = 1, . . . ,m | íîìåðà çàêëþ÷èòåëüíûõ
ñîñòîÿíèé:

m∑
i=1

csti.
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Äëÿ íàõîæäåíèÿ ÿçûêà êîíå÷íîãî àâòîìàòà äîñòàòî÷íî
ðåøèòü îäíó ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:

Xj = AXj + β, (14.1)

ãäå β | ñòîëáåö, âñå êîìïîíåíòû êîòîðîãî ðàâíû ∅
(íóëþ ïîëóêîëüöà R(V ) ), êðîìå êîìïîíåíò ñ íîìåðàìè
t1 , . . . , tm , êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íîìåðàìè çàêëþ÷èòåëüíûõ
ñîñòîÿíèé. Ýòè êîìïîíåíòû ðàâíû λ (åäèíèöå ïîëóêîëüöà
R(V ) ).
Äðóãèìè ñëîâàìè, êî âñåì óðàâíåíèÿì ñèñòåìû, ñîîòâåò-
ñòâóþùèì çàêëþ÷èòåëüíûì ñîñòîÿíèÿì, äîáàâëÿåòñÿ ñëà-
ãàåìîå λ .
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Ðåøåíèå ñèñòåìû (14.1) áóäåò èìåòü âèä

Xj = A∗β = A∗(∅, . . . , ∅, λ, ∅, . . . , ∅, λ, ∅, . . . , ∅)
ò

(14.2)
(ýëåìåíòû λ íàõîäÿòñÿ â ñòðîêàõ ñ íîìåðàìè t1 , . . . , tm ).

Óìíîæàÿ â (14.2) ìàòðèöó A∗ , ðàâíóþ ìàòðèöå C ñòîè-
ìîñòåé, íà ñòîëáåö β , ïîëó÷èì ñòîëáåö, s -ÿ êîìïîíåíòà
êîòîðîãî xs áóäåò ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ s -é ñòðîêè ìàòðè-
öû C (cs1, . . . , cst1, . . . , cstm, . . . , csn) íà ñòîëáåö β â
ôîðìóëå (14.2), ò.å.

xs = cst1 + . . . + cstm,

íî ýòî è åñòü ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå, îáîçíà÷àþùåå ÿçûê
êîíå÷íîãî àâòîìàòà.
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Ïðèìåð 14.1.

Ðèñ. 9

Çàïèøåìäëÿ ýòîãî àâòîìàòàìàòðèöó A ìåòîê äóã è ñèñòåìó
óðàâíåíèé:

A =

 0 a b
b a 0
a b 0

 ,

 x0 = ax1 + bx2,
x1 = bx0 + ax1,
x2 = ax0 + bx1 + λ

Ñëàãàåìîå λ äîáàâëåíî â óðàâíåíèå äëÿ x2 , òàê êàê
âåðøèíà q2 ÿâëÿåòñÿ çàêëþ÷èòåëüíîé.
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Èñêëþ÷àÿ x0 , ïîëó÷àåì{
x1 = b(ax1 + bx2) + ax1,
x2 = a(ax1 + bx2) + bx1 + λ,

îòêóäà {
x1 = (ba + a)∗b2x2,
x2 = (a2 + b)(ba + a)∗b2x2 + abx2 + λ.
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Òîãäà{
x2 = ((a2 + b)(ba + a)∗b2 + ab)∗,
x1 = (ba + a)∗b2((a2 + b)(ba + a)∗b2 + ab)∗.

Îòñþäà ïîëó÷èì ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå, îáîçíà÷àþùåå
ÿçûê êîíå÷íîãî àâòîìàòà, êàê çíà÷åíèå ïåðåìåííîé x0 :

x0 = a(ba+a)∗b2((a2+b)(ba+a)∗b2+ab)∗+b((a2+b)(ba+a)∗b2+ab)∗.

Ïîëó÷åííîå ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå âåñüìà ñëîæíî. Íàéòè
åãî, íå ðàñïîëàãàÿ çàðàíåå ðàçðàáîòàííûì àëãîðèòìîì,
áûëî áû çàòðóäíèòåëüíî.
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14.1. Äåòåðìèíèçàöèÿ
êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ

Ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ| ýòî îòîáðàæåíèå
δ: Q× (V ∪ {λ}) → 2Q,
òàêîå, ÷òî δ(q, a) = {r: q →a r} ,
ò.å. çíà÷åíèå ôóíêöèè ïåðåõîäîâ íà óïîðÿäî÷åííîé ïàðå
(ñîñòîÿíèå, âõîäíîé ñèìâîë èëè ïóñòàÿ öåïî÷êà) åñòü
ìíîæåñòâî âñåõ ñîñòîÿíèé, â êîòîðûå èç äàííîãî ñîñòîÿíèÿ
âîçìîæåíïåðåõîäïîäàííîìó âõîäíîìó ñèìâîëóèëèïóñòîé
öåïî÷êå. Â ÷àñòíîñòè, ýòî ìîæåò áûòü ïóñòîå ìíîæåñòâî.
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Èñïîëüçóÿ ôóíêöèþ ïåðåõîäîâ, êîíå÷íûé àâòîìàò ìîæíî
çàäàâàòü êàê óïîðÿäî÷åííóþ ïÿòåðêó:
M = (V, Q, q0, F, δ),
ãäå V | âõîäíîé àëôàâèò; Q | ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé;
q0 | íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå; F | ìíîæåñòâî çàêëþ÷èòåëü-
íûõ ñîñòîÿíèé; δ | ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ, çàäàííàÿ â âèäå
ñèñòåìû êîìàíä.
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Êîíå÷íûé àâòîìàò íàçûâàåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûì, åñëè
â íåì íåò äóã ñ ìåòêîé λ è èç ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ ïî ëþáîìó
âõîäíîìó ñèìâîëó âîçìîæåí ïåðåõîä â òî÷íîñòè â îäíî
ñîñòîÿíèå, ò.å.
(∀q ∈ Q)(∀a ∈ V )(|δ(q, a)| = 1).

Êîíå÷íûé àâòîìàò íàçûâàåòñÿ êâàçèäåòåðìèíèðîâàííûì,
åñëè â íåì íåò äóã ñ ìåòêîé λ è èç ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ ïî
ëþáîìó ñèìâîëó âîçìîæåí ïåðåõîä íå áîëåå ÷åì â îäíî
ñîñòîÿíèå, ò.å.
(∀q ∈ Q)(∀a ∈ V )(|δ(q, a)| ≤ 1).

Äëÿ äåòåðìèíèðîâàííîãî êîíå÷íîãî àâòîìàòà çíà÷åíèåì
ôóíêöèè ïåðåõîäîâ äëÿ ëþáîé ïàðû (ñîñòîÿíèå, âõîäíîé
ñèìâîë) ÿâëÿåòñÿ îäíîýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâîìíîæåñòâà
ñîñòîÿíèé.



• First • Prev • Next • Last • Go Back • Full Screen • Close • Quit

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñèíòåçà êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ âàæíîå
çíà÷åíèå èìååò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2 (òåîðåìà î äåòåðìèíèçàöèè). Äëÿ ëþáîãî
êîíå÷íîãî àâòîìàòà ìîæåò áûòü ïîñòðîåí ýêâèâàëåíòíûé
åìó äåòåðìèíèðîâàííûé êîíå÷íûé àâòîìàò.

(áåç äîêàçàòåëüñòâà)

Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ äåòåðìèíèðîâàííîãî àâòîìàòà.

Ïðåîáðàçîâàíèå ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷íîãî àâòîìàòà ê ýêâè-
âàëåíòíîìó äåòåðìèíèðîâàííîìó îñóùåñòâëÿåòñÿ â äâà ýòà-
ïà:

1. Ñòðîèòñÿ íîâûé ÊÀ, íå ñîäåðæàùèé äóã ñ ìåòêîé λ .

2. Ïîïîñòðîåííîìó àâòîìàòó ñòðîèòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûé
ÊÀ, ýêâèâàëåíòíûé èñõîäíîìó àâòîìàòó.
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1. Ïîñòðîåíèå ÊÀ áåç λ -ïåðåõîäîâ.

Ïåðåõîä îò èñõîäíîãî ÊÀ M = (V, Q, q0, F, δ) ê ýêâèâà-
ëåíòíîìó ÊÀ M1 = (V, Q1, q0, F1, δ1) áåç λ -ïåðåõîäîâ
îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
à. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé Q1 íîâîãî ÊÀ M1 .
Âêëþ÷èì â ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå q0
èñõîäíîãî àâòîìàòà M è âñå ñîñòîÿíèÿ èç ìíîæåñòâà
ñîñòîÿíèé Q èñõîäíîãî ÊÀ M , â êîòîðûå çàõîäèò õîòÿ
áû îäíà äóãà, ïîìå÷åííàÿ áóêâîé âõîäíîãî àëôàâèòà.
Âñå ñîñòîÿíèÿ èç Q , â êîòîðûå çàõîäÿò òîëüêî äóãè ñ
ìåòêîé λ , íå âêëþ÷àþòñÿ â ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé Q1 .
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á. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî äóã êîíå÷íîãî àâòîìàòà M1 è èõ
ìåòîê (ôóíêöèþ ïåðåõîäîâ M1 ) ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Äëÿ ëþáûõ äâóõ ñîñòîÿíèé p, r ∈ Q1 p →a r èìååò
ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a ∈ V , â ãðàôå M ëèáî
ñóùåñòâóåò äóãà èç p â r , ìåòêà êîòîðîé ñîäåðæèò ñèìâîë
a , ëèáî ñóùåñòâóåò òàêîå ñîñòîÿíèå q , ÷òî p ⇒+

λ q è
q →a r .

Ðèñ. 10
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Ðèñ. 11

â. Âêëþ÷èì â ìíîæåñòâî çàêëþ÷èòåëüíûõ ñîñòîÿíèé F1
êîíå÷íîãî àâòîìàòà M1 âñå ñîñòîÿíèÿ q ∈ Q1 , êîòîðûå
ÿâëÿþòñÿ çàêëþ÷èòåëüíûìè ñîñòîÿíèÿìè èñõîäíîãî ÊÀ
M , èëè èç êîòîðûõ âåäåò ïóòü íåíóëåâîé äëèíû ïî äóãàì ñ
ìåòêîé λ â îäíî èç çàêëþ÷èòåëüíûõ ñîñòîÿíèé ÊÀ M .

Ðèñ. 12
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2. Ïîñòðîåíèå äåòåðìèíèðîâàííîãî ÊÀ.
Ïóñòü M1 = (Q1, V, q0, F1, δ1) | êîíå÷íûé àâòîìàò áåç
λ -ïåðåõîäîâ.
Ïîñòðîèì ýêâèâàëåíòíûé M1 äåòåðìèíèðîâàííûé ÊÀ
M2 , â êîòîðîì èç ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ ÊÀ ïî ëþáîìó âõîäíî-
ìó ñèìâîëó âîçìîæåí ïåðåõîä ðîâíî â îäíî ñîñòîÿíèå.
Êàæäîå îòäåëüíîå ñîñòîÿíèå S = {qs1, . . . , qsk} ÊÀ
M2 îïðåäåëåíî êàê íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà
ñîñòîÿíèé ÊÀ M1 : S ⊆ Q1 .
Ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé ÊÀ M2 åñòü ïîäìíîæåñòâî ìíî-
æåñòâà âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé ÊÀ M1
Q2 ⊆ 2Q .
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Íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåìÊÀ M2 ÿâëÿåòñÿ îäíîýëåìåíòíîå
ïîäìíîæåñòâî {q0} , ñîäåðæàùåå íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ÊÀ
M1 .

Çàêëþ÷èòåëüíûìè ñîñòîÿíèÿìè ÊÀ M2 ÿâëÿþòñÿ âñå
ïîäìíîæåñòâà Q1 , êîòîðûå ñîäåðæàò õîòÿ áû îäíó çà-
êëþ÷èòåëüíóþ âåðøèíó ÊÀ M1 .

Ñîñòîÿíèÿ ÊÀ áóäåì èíîãäà íàçûâàòü ñîñòîÿíèÿìè-ìíîæå-
ñòâàìè. Êàæäîå òàêîå ñîñòîÿíèå-ìíîæåñòâî åñòü îòäåëüíîå
ñîñòîÿíèå ÊÀ M2 , íî íå ìíîæåñòâî åãî ñîñòîÿíèé.
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Äëÿ èñõîäíîãî ÊÀ M1 ýòî èìåííî ìíîæåñòâî åãî ñîñòî-
ÿíèé. Êàæäîå ïîäìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé ñòàðîãî ÊÀ M1

"
ñâåðòûâàåòñÿ\ â îäíî ñîñòîÿíèå íîâîãî êîíå÷íîãî àâòîìà-
òà.
Ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ íîâîãî ÊÀ:
èç ñîñòîÿíèÿ-ìíîæåñòâà S ïî âõîäíîìó ñèìâîëó a ÊÀ M2
ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå-ìíîæåñòâî, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé
îáúåäèíåíèå âñåõ ìíîæåñòâ ñîñòîÿíèé ÊÀ M1 , â êîòîðûå
ýòîò ÊÀ ïåðåõîäèò ïî ñèìâîëó a èç êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ
ìíîæåñòâà S

δ2(S, a) =
⋃
q∈S

δ(q, a).

Òàêèì îáðàçîì, ÊÀ M2 ÿâëÿåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûì ïî
ïîñòðîåíèþ.
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Ôîðìàëüíî êîíå÷íûé àâòîìàò M2 îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

M2 = (Q2, V, {q0}, F2, δ2),

ãäå{
Q2 ⊆ 2Q, F2 = {T : T ∩ F1 6= ∅, T ∈ Q2} ,

(∀S ⊆ Q2)(∀a ∈ V )(δ2(S, a) =
⋃
q∈S

δ(q, a)). (14.3)
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Ñðåäè ñîñòîÿíèé íîâîãî ÊÀ ìîæåò áûòü ñîñòîÿíèå ∅ ,
ïðè÷åì δ2(∅, a) = ∅ äëÿ ëþáîãî âõîäíîãî ñèìâîëà a .

Ïîïàâ â òàêîå ñîñòîÿíèå, ÊÀ M2 óæå åãî íå ïîêèíåò.
Ïîãëîùàþùèì ñîñòîÿíèåì êîíå÷íîãî àâòîìàòà íàçûâà-
þò òàêîå ñîñòîÿíèå q ÊÀ, ÷òî äëÿ ëþáîãî âõîäíîãî ñèìâîëà
a δ(q, a) = q .

Òàêèì îáðàçîì, ñîñòîÿíèå ∅ äåòåðìèíèðîâàííîãî êîíå÷-
íîãî àâòîìàòà M2 ÿâëÿåòñÿ ïîãëîùàþùèì.

δ2(S, a) = ∅ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â ñòàðîì ÊÀ M1
äëÿ êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ q ∈ S èç ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé S
δ1(q, a) = ∅ , ò.å. â ãðàôå M1 èç êàæäîãî òàêîãî ñîñòîÿíèÿ
q íå âûõîäèò íè îäíà äóãà, ïîìå÷åííàÿ ñèìâîëîì a .
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Ïðèìåð 14.2. Äåòåðìèíèçèðóåì êîíå÷íûé àâòîìàò M
(ðèñ.13)

Ðèñ. 13

Ïîñòðîèì ÊÀ M1 áåç λ -ïåðåõîäîâ, ýêâèâàëåíòíûé ÊÀ
M .

Ðèñ. 14
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Ñîñòîÿíèå q2 íå âîøëî â ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé íîâîãî
àâòîìàòà M1 , òàê êàê â íåãî çàõîäÿò òîëüêî äóãè ñ ìåòêàìè
λ â ÊÀ M .
Èç ñîñòîÿíèÿ q1 ïî äóãå ñ ìåòêîé λ ìîæíî ïîïàñòü â
çàêëþ÷èòåëüíîå ñîñòîÿíèå q3 , ñëåäîâàòåëüíî, ñîñòîÿíèå q1
âîéäåò â ìíîæåñòâà çàêëþ÷èòåëüíûõ ñîñòîÿíèé.
×òîáû äåòåðìèíèçèðîâàòü ïîëó÷åííûé àâòîìàò âîñïîëüçó-
åìñÿ ìåòîäîì âûòÿãèâàíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì äåòåð-
ìèíèðîâàííûéÊÀ M2 , âñå ñîñòîÿíèÿ êîòîðîãî äîñòèæèìû
èç íà÷àëüíîé âåðøèíû {q0} .
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Ìåòîä âûòÿãèâàíèÿ.
Â ÊÀ áåç λ (ïóñòûõ) äóã M1 îïðåäåëÿåì âñå ìíîæåñòâà
ñîñòîÿíèé, äîñòèæèìûõ èç íà÷àëüíîãî.
1. Äëÿ êàæäîãî ñèìâîëà âõîäíîãî àëôàâèòà a íàõîäèì
ìíîæåñòâî δ(q0, a) . Êàæäîå òàêîå ìíîæåñòâî â íîâîì àâ-
òîìàòå ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿíèåì-ìíîæåñòâîì, íåïîñðåäñòâåííî
äîñòèæèìûì èç íà÷àëüíîãî.
2. Äëÿ êàæäîãî èç îïðåäåëåííûõ íà ïðåäûäóùåì øàãå ñî-
ñòîÿíèé-ìíîæåñòâ S è êàæäîãî ñèìâîëà âõîäíîãî àëôàâèòà
a íàõîäèì ìíîæåñòâî

⋃
q∈S

δ(q, a) .

Âñå ïîëó÷åííûå íà ýòîì øàãå ñîñòîÿíèÿ áóäóò ñîñòîÿíèÿìè
íîâîãî äåòåðìèíèðîâàííîãî àâòîìàòà M2 , äîñòèæèìûìè
èç íà÷àëüíîé âåðøèíû {q0} ïî ïóòè äëèíû 2.
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3. Ïîâòîðÿåì øàã 2 äî òåõ ïîð, ïîêà íå ïåðåñòàíóò
ïîÿâëÿòüñÿ íîâûå ñîñòîÿíèÿ-ìíîæåñòâà (âêëþ÷àÿ ïóñòîå).

Ïîëó÷èìâñå ñîñòîÿíèÿ íîâîãî äåòåðìèíèðîâàííîãî àâòîìà-
òà M2 , äîñòèæèìûå èç íà÷àëüíîé âåðøèíû {q0} ïî ïóòè
äëèíû n, n ≥ 2 .
4. Âûäåëÿåì ìíîæåñòâî çàêëþ÷èòåëüíûõ ñîñòîÿíèé.
Ñîñòîÿíèå-ìíîæåñòâî íîâîãî äåòåðìèíèðîâàííîãî êîíå÷-
íîãî àâòîìàòà (ÄÊÀ) áóäåò çàêëþ÷èòåëüíûì, îíî âêëþ÷àåò
õîòÿ áû îäíî çàêëþ÷èòåëüíîå ñîñòîÿíèå àâòîìàòà M1
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Ðèñ. 15. Ïîâòîðèì ðèñóíîê 2

Äëÿ êîíå÷íîãî àâòîìàòà M1 èìååì:

δ1({q0}, a) = {q1}; δ1({q0}, b) = {q1, q3};
δ1({q1}, a) = {q1}; δ1({q1}, b) = {q1};
δ1({q1, q3}, a) = δ(q1, a) ∪ δ(q3, a) = {q1} ∪ {q1} = {q1};
δ1({q1, q3}, b) = δ(q1, b) ∪ δ(q3, b) = {q1} ∪ {q1} = {q1}.
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Òàê êàê íîâûõ ñîñòîÿíèé-ìíîæåñòâ áîëüøå íå ïîÿâèëîñü,
ïðîöåäóðà

"
âûòÿãèâàíèÿ\ íà ýòîì çàêàí÷èâàåòñÿ. Ïîëó÷àåì

ñëåäóþùèé ãðàô:

Ðèñ. 16
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Ïóñòü L | ðåãóëÿðíûé ÿçûê â àëôàâèòå V . Òîãäà
äîïîëíåíèå ÿçûêà L (êàê ìíîæåñòâà ñëîâ) åñòü ÿçûê L =
V ∗ \ L . Âàæíûì ñëåäñòâèåì òåîðåìû î äåòåðìèíèçàöèè
ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3. Äîïîëíåíèå ðåãóëÿðíîãî ÿçûêà åñòü ðåãóëÿð-
íûé ÿçûê.

J Ñîãëàñíî òåîðåìå î äåòåðìèíèçàöèè, äëÿ ðåãóëÿðíîãî
ÿçûêà L ìîæåò áûòü ïîñòðîåí ÄÊÀ M , äîïóñêàþùèé
ÿçûê L .
Â äåòåðìèíèðîâàííîì àâòîìàòå èç êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ ïî
êàæäîìó âõîäíîìó ñèìâîëó îïðåäåëåí ïåðåõîä â òî÷íîñòè
â îäíî ñîñòîÿíèå.
Äëÿ ëþáîé öåïî÷êè x â àëôàâèòå V íàéäåòñÿ åäèíñòâåí-
íûé ïóòü â ÊÀ M , íà êîòîðîì ÷èòàåòñÿ ýòà öåïî÷êà x ,
íà÷èíàþùèéñÿ â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè q0 è çàêàí÷èâàþ-
ùèéñÿ â íåêîòîðîì ñîñòîÿíèè p .
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Öåïî÷êà x äîïóñêàåòñÿ àâòîìàòîì M ( x ∈ L(M) ) òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîñëåäíåå ñîñòîÿíèå p óêàçàííîãî
ïóòè ÿâëÿåòñÿ çàêëþ÷èòåëüíûì ( p ∈ F ).
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî öåïî÷êà x /∈ L(M) òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ïîñëåäíåå ñîñòîÿíèå óêàçàííîãî ïóòè íå áóäåò
çàêëþ÷èòåëüíûì ( p /∈ F ).
Ñëåäîâàòåëüíî, ÊÀ M1 , êîòîðûé äîïóñêàåò öåïî÷êó x
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå íå äîïóñêàåò èñõîäíûé ÊÀ
M , ìîæíî ïîëó÷èòü, ïðåâðàùàÿ êàæäîå çàêëþ÷èòåëüíîå
ñîñòîÿíèå ÊÀ M â íå çàêëþ÷èòåëüíîå è íàîáîðîò.
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì äåòåðìèíèðîâàííûé ÊÀ, äîïóñêàþ-
ùèé äîïîëíåíèå ÿçûêà L . I
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Äîêàçàííàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò ñòðîèòü êîíå÷íûé àâòîìàò,
íå äîïóñêàþùèé îïðåäåëåííîå ìíîæåñòâî öåïî÷åê, ñëåäó-
þùèì ìåòîäîì:
1) ñòðîèì êîíå÷íûé àâòîìàò, äîïóñêàþùèé äàííîå ìíîæå-
ñòâî öåïî÷åê;
2) äåòåðìèíèçèðóåì ïîñòðîåííûé ÊÀ;
3) ñòðîèì ÊÀ äëÿ äîïîëíåíèÿ ñîãëàñíî ìåòîäó, ïðèâåäåí-
íîìó â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.
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Ïðèìåð 14.3. Ïîñòðîèì êîíå÷íûé àâòîìàò, äîïóñêàþùèé
âñå öåïî÷êè â àëôàâèòå {0, 1} , êðîìå öåïî÷êè 101 .
1. Ñòðîèì êîíå÷íûé àâòîìàò , äîïóñêàþùèé åäèíñòâåííóþ
öåïî÷êó 101 .

Ðèñ. 17

Ýòîò àâòîìàò êâàçèäåòåðìèíèðîâàííûé, íî íå äåòåðìè-
íèðîâàííûé.
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2. Ïðîâåäåì äåòåðìèíèçàöèþ ÊÀ, ïîëó÷èì ÄÊÀ, ýêâèâà-
ëåíòíûé èñõîäíîìó.

Ðèñ. 18
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3. Ïåðåéäåì ê äîïîëíåíèþ ÄÊÀ è ïåðåèìåíóåì ñîñòîÿíèÿ.
Ïîëó÷èì ÄÊÀ, äîïóñêàþùèé âñå öåïî÷êè â àëôàâèòå
{0, 1} , êðîìå öåïî÷êè 101 .

Ðèñ. 19

Â ïîëó÷åííîì ÄÊÀ âñå âåðøèíû, êðîìå s3 , -
çàêëþ÷èòåëüíûå.
ÄÊÀ íà ðèñ.19 äîïóñêàåò âñå öåïî÷êè, ñîäåðæàùèå âõî-
æäåíèå öåïî÷êè 101 , íî íå ñîâïàäàþùèå ñ ñàìîé ýòîé
öåïî÷êîé. Íàïðèìåð, íà ïóòè s0 , s1 , s2 , s3 , t ÷èòàåòñÿ
öåïî÷êà 1011 .
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Ïîñòðîåíèå äîïîëíåíèÿ ÿçûêà L ìîæíî ïðîâîäèòü òîëüêî
ñ èñïîëüçîâàíèåì ÄÊÀ, äîïóñêàþùåãî ÿçûê L .
Åñëè ïîìåíÿåì ðîëÿìè çàêëþ÷èòåëüíûå è íåçàêëþ÷èòåëü-
íûå âåðøèíû â èñõîäíîì ÊÀ (ðèñ.17), òî ïîëó÷èì ÊÀ,
äîïóñêàþùèé ÿçûê {λ, 1, 10} , êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ ìíî-
æåñòâîì âñåõ öåïî÷åê, îòëè÷íûõ îò öåïî÷êè 101 .

Èç ñâîéñòâà çàìêíóòîñòè êëàññà ðåãóëÿðíûõ ÿçûêîâ îòíî-
ñèòåëüíî äîïîëíåíèÿ (ñì. òåîðåìó 3) âûòåêàåò çàìêíóòîñòü
ýòîãî êëàññà îòíîñèòåëüíî ïåðåñå÷åíèÿ, òåîðåòèêî-ìíîæå-
ñòâåííîé è ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè.
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Èç òîãî, ÷òî äîïîëíåíèå ðåãóëÿðíîãî ÿçûêà åñòü ðåãóëÿðíûé
ÿçûê, âûòåêàþò ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Ñëåäñòâèå 14.1. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ðåãóëÿðíûõ ÿçûêîâ L1
è L2 ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
1) ïåðåñå÷åíèå L1 ∩ L2 ðåãóëÿðíî;
2) ðàçíîñòü L1 \ L2 ðåãóëÿðíà;
3) ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü L14L2 ðåãóëÿðíà.

J Ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèé âûòåêàåò èç òîæäåñòâ:
1) L1 ∩ L2 = L1 ∪ L2 ;
2) L1 \ L2 = L1 ∩ L2 ;
3) L14L2 = (L1 ∪ L2) \ (L1 ∩ L2) . I

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò óòâåðæäàòü, ÷òî ìíîæå-
ñòâî ðåãóëÿðíûõ ÿçûêîâ çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé
îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ è äîïîëíåíèÿ.



• First • Prev • Next • Last • Go Back • Full Screen • Close • Quit

Ýòè ñâîéñòâà ðåãóëÿðíûõ ÿçûêîâ ïîçâîëÿåò ðåøèòü âàæ-
íóþ ïðîáëåìó ðàñïîçíàâàíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ ïðî-
èçâîëüíûõ ÊÀ.
Êîíå÷íûå àâòîìàòû ýêâèâàëåíòíû , åñëè äîïóñêàåìûå
èìè ÿçûêè ñîâïàäàþò.
×òîáû óáåäèòüñÿ â ýêâèâàëåíòíîñòè àâòîìàòîâ M1 è M2 ,
äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü ÿçûêîâ
L(M1) è L(M2) ïóñòà.
Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ÊÀ, äîïóñêàþùèé ýòó
ðàçíîñòü, è óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî äîïóñêàåìûé èì ÿçûê ïóñò.
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Â îáùåì ñëó÷àå ïðîáëåìó ðàñïîçíàâàíèÿ òîãî, ÷òî ÿçûê
êîíå÷íîãî àâòîìàòà ïóñò, íàçûâàþò ïðîáëåìîé ïóñòîòû
äëÿ êîíå÷íîãî àâòîìàòà.
×òîáû ðåøèòü ïðîáëåìó íåïóñòîòû äëÿ ÊÀ , äîñòàòî÷íî
íàéòè ìíîæåñòâî çàêëþ÷èòåëüíûõ ñîñòîÿíèé àâòîìàòà, äî-
ñòèæèìûõ èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ.
Òàê êàê ÊÀ| ýòî îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, òî ðåøèòü òàêóþ
ïðîáëåìó ìîæíî, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ, ïîèñêà â øèðèíó
èç íà÷àëüíîé âåðøèíû.
ßçûê, äîïóñêàåìûé êîíå÷íûì àâòîìàòîì, ïóñò òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâî çàêëþ÷èòåëüíûõ ñîñòîÿíèé,
äîñòèæèìûõ èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ, ïóñòî.
Ïðàêòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíîñòü êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ ïðåäïî-
÷òèòåëüíåå ðàñïîçíàâàòü, èñïîëüçóÿ àëãîðèòì ìèíèìèçà-
öèè.


