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ÄÈÑÊÐÅÒÍÀß ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ
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Ëåêöèÿ 5. ÁÓËÅÂÛ ÔÓÍÊÖÈÈ
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5.1. Ïîíÿòèå áóëåâîé ôóíêöèè.
Áóëåâ êóá

Êîíå÷íîé ôóíêöèåé íàçûâàþò îòîáðàæåíèå îäíîãî êîíå÷-
íîãî ìíîæåñòâà â äðóãîå. Âàæíûé êëàññ òàêèõ ôóíêöèé
îáðàçóþò áóëåâû ôóíêöèè.
Áóëåâà ôóíêöèÿ (îò n ïåðåìåííûõ) | ýòî ïðîèçâîëüíîå
îòîáðàæåíèå âèäà

f : {0, 1}n → {0, 1}, (5.1)

ò.å. áóëåâà ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå âñåõ n -ýëå-
ìåíòíûõ (ïðè n ≥ 0 ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (èëè n -êîì-
ïîíåíòíûõ êîðòåæåé) íóëåé è åäèíèö è ïðèíèìàåò äâà
âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿ: 0 è 1.
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Ìîæíî çàäàòü áóëåâó ôóíêöèþ (5.1) â âèäå

y = f (x1, . . . , xn),

ãäå êàæäîå áóëåâî ïåðåìåííîå xi , i = 1, n , è ôóíêöèÿ f
ïðèíèìàþò äâà âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿ: 0 è 1 .
Ïîíÿòèþ áóëåâîé ôóíêöèè ìîæíî ïðèäàòü ñîäåðæàòåëüíûé
ñìûñë, ðàññìàòðèâàÿ ýëåìåíòû ìíîæåñòâà {0, 1} òàê:
åäèíèöó |êàê

"
èñòèíó\, íóëü | êàê

"
ëîæü\.

Áóëåâî ïåðåìåííîå ÷àñòî íàçûâàþò ëîãè÷åñêèì ïåðåìåí-
íûì.

Áóëåâà ôóíêöèÿ îò n ïåðåìåííûõ åñòü îòîáðàæåíèå n -é
äåêàðòîâîé ñòåïåíèìíîæåñòâà {0, 1} âìíîæåñòâî {0, 1} .
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç P2,n ìíîæåñòâî âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé îò
n ïåðåìåííûõ (äëÿ ôèêñèðîâàííîãî n ),

à ÷åðåç P2 ìíîæåñòâî âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé (äëÿ âñåõ
âîçìîæíûõ çíà÷åíèé n ÷èñëà ïåðåìåííûõ):

P2 =
⋃
n≥0

P2,n.
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Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ëþáîé áóëåâîé ôóíêöèè îò n
ïåðåìåííûõ ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî {0, 1}n , ò.å. áóëåâ êóá
ðàçìåðíîñòè n .

Ýëåìåíòû áóëåâà êóáà {0, 1}n íàçûâàþò n -ìåðíûìè
áóëåâûìè âåêòîðàìè (èëè íàáîðàìè).

×èñëî âñåõ ýëåìåíòîâ áóëåâà êóáà {0, 1}n ñîñòàâëÿåò 2n .

Îáîçíà÷åíèå | Bn .

Ýëåìåíòûáóëåâà êóáà áóäåì òàêæåíàçûâàòü åãî âåðøèíàìè.
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Áóëåâ ïîðÿäîê
Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ äâóõ íàáîðîâ α̃ = (α1, . . . , αn) è
β̃ = (β1, . . . , βn) èç Bn èìååò ìåñòî α̃ ≤ β̃ òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà αi ≤ βi äëÿ êàæäîãî i = 1, n , ò.å.
αi ∨ βi = βi .

Äðóãèìè ñëîâàìè, α̃ ≤ β̃ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
αi = βi èëè αi = 0 , à βi = 1 äëÿ êàæäîãî i = 1, n .

Åñëè ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî i , äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ
αi = 0 , βi = 1 , òî èìååò ìåñòî ñòðîãîå íåðàâåíñòâî
α̃ < β̃ .

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíî òàêîå i , òî íàáîð
β̃ äîìèíèðóåò íàä íàáîðîì α̃ , òàê êàê ýòîì ñëó÷àå íåëüçÿ
íàéòè òàêîé íàáîð γ̃ , ÷òî α̃ < γ̃ < β̃ .



• First • Prev • Next • Last • Go Back • Full Screen • Close • Quit

Ðèñ. 1. Äèàãðàììû Õàññå äëÿ áóëåâûõ êóáîâ.
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Ïðèìåð 5.1. Â áóëåâîì êóáå B4

(0, 0, 1, 1) < (1, 0, 1, 1) < (1, 1, 1, 1),

âòîðîé èç ýòèõ íàáîðîâ äîìèíèðóåò íàä ïåðâûì, à òðåòèé|
íàä âòîðûì (íî, åñòåñòâåííî, òðåòèé óæå íå äîìèíèðóåò íàä
ïåðâûì, à ëèøü ñòðîãî áîëüøå åãî).

Íàáîðû æå (0, 1, 0, 1) è (1, 0, 1, 1) | íåñðàâíèìûå
ýëåìåíòû, òàê êàê ïåðâàÿ êîìïîíåíòà âòîðîãî íàáîðà
áîëüøå ïåðâîé êîìïîíåíòû ïåðâîãî íàáîðà, íî çàòî âòîðàÿ
êîìïîíåíòà ïåðâîãî íàáîðà áîëüøå âòîðîé êîìïîíåíòû
âòîðîãî íàáîðà.

Îïèñàííîå ñðàâíåíèå íàáîðîâ âîçìîæíî òîëüêî äëÿ ôèêñè-
ðîâàííîé ðàçìåðíîñòè è íèêàê íåëüçÿ ñðàâíèâàòü íàáîðû
ðàçíûõ ðàçìåðíîñòåé. #
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5.2. Òàáëèöû áóëåâûõ ôóíêöèé
Çàäàòü áóëåâó ôóíêöèþ f (x1, . . . , xn) îò n ïåðåìåííûõ
ìîæíî, óêàçàâ çíà÷åíèå ôóíêöèè íà êàæäîì èç íàáîðîâ
çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ.
Ïîñêîëüêó êàæäîå ïåðåìåííîå ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî äâà
çíà÷åíèÿ | 0 è 1, èìååòñÿ 2n ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ.
Áóëåâà ôóíêöèÿ îò n ïåðåìåííûõ ìîæåò áûòü çàäàíà
òàáëèöåé, ñîñòîÿùåé èç äâóõ ñòîëáöîâ è 2n ñòðîê.



• First • Prev • Next • Last • Go Back • Full Screen • Close • Quit

Â ïåðâîì ñòîëáöå ïåðå÷èñëÿþò âñå íàáîðû èç Bn , à âî
âòîðîì | çíà÷åíèÿ ôóíêöèè íà ñîîòâåòñòâóþùèõ íàáîðàõ.
Â òàáëèöå ïðèìåíÿþò ñòàíäàðòíîå ðàñïîëîæåíèå íàáîðîâ:
êàæäûé íàáîð ðàññìàòðèâàþò êàê çàïèñü íàòóðàëüíîãî
÷èñëà â äâîè÷íîì èñ÷èñëåíèè è ðàñïîëàãàþò íàáîðû â
ñîîòâåòñòâèè ñ åñòåñòâåííûì ÷èñëîâûì ïîðÿäêîì.
Íà êàæäîì íàáîðå áóëåâà ôóíêöèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî
äâà çíà÷åíèÿ|0è1, ñëåäîâàòåëüíî ÷èñëî áóëåâûõôóíêöèé
îò n ïåðåìåííûõ ðàâíî 22n .
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Ôîðìà òàáëèöû ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé ôóíêöèè:

Òàáëèöà 5.1
x1 . . . xn f (x1, . . . , xn)
0 . . . 0 f (0, . . . , 0)
. . . . . .

(αk,1 . . . αk,n) f (αk,1, . . . , αk,n)
. . . . . .

1 . . . 1 f (1, . . . , 1)

Â (k + 1) -é ñòðîêå òàáëèöû ðàñïîëîæåí íàáîð
α̃k = (αk,1 . . . αk,n),

ÿâëÿþùèéñÿ äâîè÷íûì êîäîì ÷èñëà k
(ïðè 0 ≤ k ≤ 2n − 1 ).
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Ïðèìåðû áóëåâûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ òàáëèöàìè.
Äëÿ ôóíêöèè îäíîãî ïåðåìåííîãî ( n = 1 ) ìîæíî çàäàòü
÷åòûðå áóëåâûõ ôóíêöèè

Òàáëèöà 5.2
x f1(x) f2(x) f3(x) f4(x)

0 0 0 1 1
1 1 0 1 0

Ôóíêöèþ f1 íàçûâàþò òîæäåñòâåííîé ôóíêöèåé.
Ôóíêöèþ f4 | îòðèöàíèåì.
Ôóíêöèè f2 è f3 ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè (îò îäíîãî ïå-
ðåìåííîãî), ïðèíèìàþùèìè ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå ( 0 è 1
ñîîòâåòñòâåííî). Èõ òàêæå íàçûâàþò êîíñòàíòîé 0 è êîí-
ñòàíòîé 1 .
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Ñóùåñòâóþò 16 ðàçëè÷íûõ áóëåâûõ ôóíêöèé îò äâóõ ïåðå-
ìåííûõ. Â òàá. 5.3 óêàçàíû ñåìü (èç 222

= 16 ) íàèáîëåå
÷àñòî óïîòðåáëÿåìûõ áóëåâûõ ôóíêöèé îò äâóõ ïåðåìåí-
íûõ.

Òàáëèöà 5.3
x1 x2 f1 f2 f3 f4 f5 f6 f7

0 0 0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 1 1 0 1 0
1 0 1 0 1 0 0 1 0
1 1 1 1 0 1 1 0 0

Êàæäàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ îò äâóõ ïåðåìåííûõ åñòü îäíîâðå-
ìåííî è áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ íà ìíîæåñòâå {0, 1} , äëÿ òàêèõ
ôóíêöèé ìîæíî èñïîëüçîâàòü çàïèñü, ïðèíÿòóþ äëÿ áèíàð-
íûõ îïåðàöèé: xωy âìåñòî ω(x, y) .
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Äëÿ ôóíêöèé, çàïèñàííûõ â òàáë. 5.3, ïðèíèìàþòñÿ ñëåäó-
þùèå îáîçíà÷åíèÿ:
f1(x1, x2) = x1 ∨ x2, f2(x1, x2) = x1 · x2

(èëè f2(x1, x2) = x1 ∧ x2),
f3(x1, x2) = x1 ⊕ x2, f4(x1, x2) = x1 → x2,
f5(x1, x2) = x1 ∼ x2, f6(x1, x2) = x1 | x2,
f7(x1, x2) = x1 ↓ x2.
Ôóíêöèþ f1 íàçûâàþò äèçúþíêöèåé,
f2 | êîíúþíêöèåé,
f3 | ñëîæåíèåì ïî ìîäóëþ 2 (mod 2),
f4 | èìïëèêàöèåé;
f5 | ýêâèâàëåíòíîñòüþ,
f6 |øòðèõîìØåôôåðà,
f7 | ñòðåëêîé Ïèðñà.
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Øòðèõ Øåôôåðà åñòü îòðèöàíèå êîíúþíêöèè, à ñòðåëêà
Ïèðñà | îòðèöàíèå äèçúþíêöèè:

x1 | x2 = x1 · x2, x1 ↓ x2 = x1 ∨ x2.

Â ÷èñëî áóëåâûõ ôóíêöèé îò äâóõ ïåðåìåííûõ òàêæå âõîäÿò
äâå ôóíêöèè, ïðèíèìàþùèå ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ 0 è 1.
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Ïðèìåð5.2. Òàáëèöà áóëåâîéôóíêöèè îò òðåõ ïåðåìåííûõ:

Òàáëèöà 5.4
Íîìåð x1 x2 x3 f (x1, x2, x3)
íàáîðà

0 0 0 0 0
1 0 0 1 0
2 0 1 0 0
3 0 1 1 1
4 1 0 0 0
5 1 0 1 1
6 1 1 0 1
7 1 1 1 1

Ýòà ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ìàæîðèòàðíîé ôóíêöèåé èëè
ôóíêöèåé ãîëîñîâàíèÿ.
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Òàáëè÷íûé ñïîñîá çàäàíèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé ïðèìåíÿþò
îãðàíè÷åííî, ïîñêîëüêó, íàïðèìåð, äëÿ çàäàíèÿ íåêîòîðîé
ôóíêöèè îò äåñÿòè ïåðåìåííûõïîòðåáóåòñÿ òàáëèöà èç 1024
ñòðîê.

Äàæå âñå ôóíêöèè îò ïÿòè ïåðåìåííûõ ïðàêòè÷åñêè íåâîç-
ìîæíî çàäàòü òàáëèöàìè, ïîñêîëüêó ÷èñëî òàêèõ ôóíêöèé
ðàâíî 225

= 4 294 967 296 .

Ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé îò òðåõ ïåðåìåííûõ | 256.
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Äëÿ çàäàíèÿ ôóíêöèè îò n ïåðåìåííûõ ìîæíî ïðèìåíÿòü
áîëåå ýêîíîìíûå ñïîñîáû | äîñòàòî÷íî çàïèñàòü âåêòîð
çíà÷åíèé áóëåâîé ôóíêöèè íà âñåõ íàáîðàõ â ïîðÿäêå èõ
ñëåäîâàíèÿ â òàáëèöå.
Íàïðèìåð, ìàæîðèòàðíàÿ ôóíêöèÿ f ìîæåò áûòü çàäàíà â
âèäå

f = (0, 0, 0, 1, 0, 1, 1, 1)

Ìîæíî òàêæå ïåðå÷èñëèòü íîìåðà òåõ íàáîðîâ, íà êîòîðûõ
ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1:

f = {3, 5, 6, 7}.
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5.3. Ôèêòèâíûå ïåðåìåííûå.
Ðàâåíñòâî áóëåâûõ ôóíêöèé

Äâå áóëåâû ôóíêöèè îò îäíîãî è òîãî æå ÷èñëà ïåðåìåííûõ
n ðàâíû, åñëè ñîâïàäàþò òàáëèöû ýòèõ ôóíêöèé.
Âîçìîæíî ëè ðàâåíñòâî ïðè ðàçëè÷íîì êîëè÷åñòâå ïåðåìåí-
íûõ?

Ïðèìåð 5.3. Ðàññìîòðèì áóëåâû ôóíêöèè
f (x, y) = x ∨ y è g(x, y, z) = xz ∨ xz ∨ yz ∨ yz .
Èñïîëüçóÿ òîæäåñòâà, çàïèøåì g(x, y, z) = (x∨ y)(z∨ z) .
Ïîñêîëüêó z ∨ z = 1 , òî g(x, y, z) = (x ∨ y) = f (x, y) .
Ôóíêöèè f è g ìîæíî ñ÷èòàòü ðàâíûìè, õîòÿ îíè
ôîðìàëüíî çàâèñÿò îò ðàçíîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ.
Çíà÷åíèå ïåðåìåííîãî z íå âëèÿåò íà çíà÷åíèå ôóíêöèè
g .
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Îïðåäåëåíèå 5.1. Ïåðåìåííîå xi íàçûâàþò ôèêòèâíûì
ïåðåìåííûì áóëåâîé ôóíêöèè f (x1, . . . , xn) , åñëè çíà÷å-
íèå ôóíêöèè íå çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ ýòîãî ïåðåìåííîãî,
ò.å. åñëè äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ x1 , . . . , xi−1 ,
xi+1 , . . . , xn

f (x1, . . . , xi−1, 0, xi+1, . . . , xn) =
= f (x1, . . . , xi−1, 1, xi+1, . . . , xn) .

Ïåðåìåííîå x , íå ÿâëÿþùååñÿ ôèêòèâíûì ïåðåìåííûì
ôóíêöèè f , íàçûâàþò ñóùåñòâåííûì ïåðåìåííûì äàí-
íîé ôóíêöèè.

Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ïåðåìåí-
íîãî x .
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×òîáû îïðåäåëèòü ïî òàáëèöå áóëåâîé ôóíêöèè, ÷òî ïåðå-
ìåííîå xi ÿâëÿåòñÿ ôèêòèâíûì, íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî íà
âñåõ ïàðàõ íàáîðîâ, ó êîòîðûõ îäèíàêîâû âñå êîìïîíåíòû,
êðîìå i -é, à i -ÿ êîìïîíåòíà â îäíîì íàáîðå ðàâíà 0 , à â
äðóãîì | 1 , ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò ðàâíûå çíà÷åíèÿ.
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Ïðèìåð 5.4. Äëÿ ôóíêöèè g ïåðåìåííîå x2 ÿâëÿåòñÿ
ôèêòèâíûì, îñòàëüíûå | ñóùåñòâåííû.

Òàáëèöà 5.5
x1 x2 x3 x4 f(x1, x2, x3, x4)

0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 1 0
2 0 0 1 0 0
3 0 0 1 1 1
4 0 1 0 0 0
5 0 1 0 1 0
6 0 1 1 0 0
7 0 1 1 1 1
8 1 0 0 0 0
9 1 0 0 1 1

10 1 0 1 0 1
11 1 0 1 1 1
12 1 1 0 0 0
13 1 1 0 1 1
14 1 1 1 0 1
15 1 1 1 1 1
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Îïðåäåëåíèå 5.2. Áóëåâû ôóíêöèè f è g íàçûâàþò ðàâ-
íûìè, åñëè èõ ñóùåñòâåííûå ïåðåìåííûå ñîîòâåòñòâåííî
ðàâíû è íà êàæäîì íàáîðå çíà÷åíèé ýòèõ ïåðåìåííûõ ôóíê-
öèè f è g ïðèíèìàþò ðàâíûå çíà÷åíèÿ.

Âîçìîæíî äîáàâëåíèå ê ìíîæåñòâó ïåðåìåííûõ áóëåâîé
ôóíêöèè îäíîé èëè íåñêîëüêèõ ôèêòèâíûõ ïåðåìåííûõ.
Íàïðèìåð

f̂ (x1, . . . , xn, y) = f (x1, . . . , xn) · (y ∨ y).

Ïîíÿòèå ôèêòèâíîãî ïåðåìåííîãî ïîçâîëÿåò òàêæå ïðîèç-
âîëüíûå äâå áóëåâû ôóíêöèè ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèè îò
îäíîãî è òîãî æå ÷èñëà ïåðåìåííûõ.
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5.4. Ôîðìóëû
Ïóñòü äàíû íåêîòîðîå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî P , ýëåìåíòû êî-
òîðîãî áóäåì íàçûâàòü áóëåâûìè ïåðåìåííûìè, è íåêîòîðîå
ìíîæåñòâî áóëåâûõ ôóíêöèé F .
Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà P áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëàìè
x1, x2, . . . , xn, . . . Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà F áóäåì îáîçíà-
÷àòü ñòðî÷íûìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè.
Êîíñòàíòû 0 è 1 òàêæå ìîãóò âêëþ÷àòüñÿ â F .
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1. Áàçèñ èíäóêöèè. Ôîðìóëîé íàä ìíîæåñòâîì F
ñ÷èòàþò ëþáóþ êîíñòàíòó èç F (åñëè îíà òàì åñòü) è ëþáîå
áóëåâî ïåðåìåííîå èç P .
2. Èíäóêòèâíûé ïåðåõîä. Åñëè Φ1 , . . . , Φn ( n ≥ 1 ) |
ôîðìóëû íàä ìíîæåñòâîì F , à f | ôóíêöèÿ èç F îò
n ïåðåìåííûõ, òî âûðàæåíèå f (Φ1, . . . , Φn) åñòü ôîðìóëà
íàä ìíîæåñòâîì F .
3. Çàìûêàíèå. Íèêàêèõ äðóãèõ ôîðìóë íàä ìíîæåñòâîì
F , êðîìå îïðåäåëåííûõ âûøå, íå ñóùåñòâóåò.

Ïðîìåæóòî÷íûå ôîðìóëû, èñïîëüçóåìûå ïðè ïîñòðîåíèè
íåêîòîðîé ôîðìóëû, íàçûâàþò ïîäôîðìóëàìè ýòîé ôîð-
ìóëû.
Ïðè ïîñòðîåíèè ôîðìóë ñ èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèé äâóõ
ïåðåìåííûõ áóäåì ïðèìåíÿòü òðàäèöèîííóþ ôîðìó çàïèñè
ôóíêöèè êàê áèíàðíîé îïåðàöèè.
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Ìíîæåñòâî F = {∨, ·, }, ñîñòîÿùåå èç ôóíêöèé äèçú-
þíêöèè, êîíúþíêöèè è îòðèöàíèÿ, íàçûâàþò ñòàíäàðòíûì
áàçèñîì.
Ôîðìóëàìè íàä ñòàíäàðòíûì áàçèñîì áóäóò ëþáûå ïåðå-
ìåííûå, íàïðèìåð x1 , x2 , x3 .
Èç ïåðåìåííûõ x1 , x2 êàê ôîðìóë è ôóíêöèè ∨ ïîñòðîèì
íîâóþ ôîðìóëó

Φ1 = (x1 ∨ x2).

Èñïîëüçóÿ · , Φ1 è x3 , ïîëó÷èì

Φ2 = Φ1 · x3 = (x1 ∨ x2) · x3.
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Êàæäîìó íàáîðó çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, âõîäÿùèõ â çà-
äàííóþ ôîðìóëó, ñîïîñòàâëÿåòñÿ çíà÷åíèå ýòîé ôîðìóëû.
Ýòî çíà÷åíèå âû÷èñëÿåòñÿ ïóòåì ïîñëåäîâàòåëüíîãî âû-
÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé âñåõ ïîäôîðìóë, âõîäÿùèõ â ôîðìóëó.
Ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ ôîðìóëû ïîâòîðÿåò ïðîöåññ
ïîñòðîåíèÿ ôîðìóëû èç ïîäôîðìóë.

Êàæäàÿ ôîðìóëà, ïîñòðîåííàÿ ïî óêàçàííûì âûøå ïðàâè-
ëàì, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò íåêîòîðóþ áóëåâó ôóíêöèþ.

Åñëè áóëåâà ôóíêöèÿ f (x1, . . . , xn) ïðåäñòàâëÿåòñÿ ôîðìó-
ëîé Φ(x1, . . . , xn) , òî ïèøóò f = Φ(x1, . . . , xn) .
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Ïðèìåð 5.5. Äëÿ îñíîâíûõ ôóíêöèé îò äâóõ ïåðåìåííûõ
ìû ìîæåì çàïèñàòü ñëåäóþùèå ôîðìóëû íàä ñòàíäàðòíûì
áàçèñîì:

x1 ⊕ x2 = x1 · x2 ∨ x1 · x2,

x1 → x2 = x1 ∨ x2,

x1 ∼ x2 = (x1 ∨ x2) · (x2 ∨ x1),

x1|x2 = x1 · x2,

x1 ↓ x2 = x1 ∨ x2.
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Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ôîðìóëàìè íàä ôèêñèðîâàííûì ìíî-
æåñòâîì è ïðåäñòàâëÿåìûìè èìè ôóíêöèÿìè íå ÿâëÿåòñÿ
âçàèìíî îäíîçíà÷íûì. Âîçìîæíû ðàçëè÷íûå ðàçëîæåíèÿ
ôóíêöèè ïî îäíîìó è òîìó æå áàçèñó.
Íàïðèìåð, ôîðìóëû

(x ∨ y) è x · y

íàä ñòàíäàðòíûì áàçèñîì ïðåäñòàâëÿþò îäíó è òó æå
ôóíêöèþ.
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Ýêâèâàëåíòíûìè íàçûâàþòñÿ ôîðìóëû, êîòîðûå ïðåäñòà-
âëÿþò ðàâíûå ôóíêöèè.

Ýêâèâàëåíòíûì (èëè òîæäåñòâåííûì) ïðåîáðàçîâàíèåì
ôîðìóëû Φ íàçûâàþò ïåðåõîä (ïî îïðåäåëåííûì ïðàâè-
ëàì) ê ëþáîé ôîðìóëå Ψ , ýêâèâàëåíòíîé ôîðìóëå Φ .

Òîæäåñòâîì (íàä ìíîæåñòâîì F ⊆ P2 ) íàçûâàþò âûðàæå-
íèå

Φ(x1, . . . , xn) = Ψ(x1, . . . , xm), (5.2)

ãäå ôîðìóëû Φ è Ψ | ýêâèâàëåíòíûå ôîðìóëû íàä F .
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Ïðàâèëà òîæäåñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Óòâåðæäåíèå 5.1.
1. Åñëè â òîæäåñòâå íåêîòîðûå ïåðåìåííûå çàìåíèòü ïðîèç-
âîëüíûìè ôîðìóëàìè (íàä ìíîæåñòâîì F ), òî òîæäåñòâî
ñîõðàíèòñÿ, ò.å. ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå òàêîé çàìåíû íî-
âûå ôîðìóëû îñòàíóòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè.

2. Åñëè â ôîðìóëå Φ ïðîèçâîëüíóþ åå ïîäôîðìóëó
çàìåíèòü ëþáîé ýêâèâàëåíòíîé åé, òî ïîëó÷èòñÿ ôîðìóëà,
ýêâèâàëåíòíàÿ ôîðìóëå Φ . #
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5.5. Äèçúþíêòèâíûå
è êîíúþíêòèâíûå
íîðìàëüíûå ôîðìû

Ëþáàÿ ôîðìóëà âèäà x èëè x íàä ñòàíäàðòíûì áàçèñîì,
ãäå x |ïðîèçâîëüíîå ïåðåìåííîå, íàçûâàåòñÿëèòåðàëîì.
Ëèòåðàë åñòü îáîçíà÷åíèå ëèáî ñàìîãî ïåðåìåííîãî x ,
ëèáî åãî îòðèöàíèÿ.

Äëÿ σ ∈ {0, 1} ïèøóò xσ , ïîíèìàÿ ïîä ýòèì ñàìî
ïåðåìåííîå x , åñëè σ = 1 , è îòðèöàíèå x , åñëè σ = 0 ,
ò.å.

xσ =

{
x, σ = 1;
x, σ = 0.

(5.3)
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Ïîäñòàâëÿÿ â (5.3) 0 è 1 âìåñòî x , ïîëó÷àåì

0σ =

{
0, σ = 1;
1, σ = 0,

1σ =

{
1, σ = 1;
0, σ = 0.

Èñïîëüçóþò òàêæåîáîçíà÷åíèå x̃ , ïîíèìàÿïîä ýòèìëþáîé
èç äâóõ ëèòåðàëîâ | x èëè x .
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Ôîðìóëà âèäà x̃1x̃2 . . . x̃m , ãäå âñå ôèãóðèðóþùèå â íåé
ïåðåìåííûå ïîïàðíî ðàçëè÷íû, íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíîé
êîíúþíêöèåé.

Îïðåäåëåíèå 5.3. Äèçúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà
(ÄÍÔ) îò ïåðåìåííûõ x1 , . . . , xn | ýòî ôîðìóëà âèäà

K1 ∨ . . . ∨Km,

ãäå Ki , i = 1, m , | ýëåìåíòàðíàÿ êîíúþíêöèÿ, ñîäåðæà-
ùàÿ íåêîòîðûå èç ëèòåðàëîâ x1 , . . . , xn .

ÄÍÔ íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííîé äèçúþíêòèâíîé íîðìàëü-
íîé ôîðìîé (ÑÄÍÔ), åñëè â êàæäóþ êîíúþíêöèþ Ki äëÿ
êàæäîãî íîìåðà j = 1, n âõîäèò â òî÷íîñòè îäèí èç ëèòå-
ðàëîâ x̃j .



• First • Prev • Next • Last • Go Back • Full Screen • Close • Quit

Ôîðìóëà âèäà x̃1 ∨ x̃2 ∨ . . . ∨ x̃m , ãäå âñå ôèãóðèðóþùèå
â íåé ïåðåìåííûå ïîïàðíî ðàçëè÷íû, íàçûâàåòñÿ ýëåìåí-
òàðíîé äèçúþíêöèåé.

Îïðåäåëåíèå 5.4. Êîíúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà
(ÄÍÔ) îò ïåðåìåííûõ x1 , . . . , xn | ýòî ôîðìóëà âèäà

D1 ∧ . . . ∧Dm,

ãäå Di , i = 1, m , | ýëåìåíòàðíàÿ äèçúþíêöèÿ, ñîäåðæà-
ùàÿ íåêîòîðûå èç ëèòåðàëîâ x1 , . . . , xn .

ÊÍÔ íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííîé êîíúþêòèâíîé íîðìàëü-
íîé ôîðìîé (ÑÊÍÔ), åñëè â êàæäóþ äèçúþíêöèþ Di äëÿ
êàæäîãî íîìåðà j = 1, n âõîäèò â òî÷íîñòè îäèí èç ëèòå-
ðàëîâ x̃j .
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Òåîðåìà 1. Ëþáàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ, îòëè÷íàÿ îò êîíñòàíòû
0, ïðåäñòàâèìà â âèäå ÑÄÍÔ.

J Äëÿ ôóíêöèè f ∈ P2,n , íå ðàâíîé òîæäåñòâåííî 0,
ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî C1

f = {α̃: f (α̃) = 1} .
Ýòî ìíîæåñòâî C1

f íå ïóñòî.
Êàæäûé íàáîð èç C1

f íàçûâàåòñÿ êîíñòèòóåíòîé åäèíèöû
ôóíêöèè f .
Êàæäîìó íàáîðó α̃ ∈ C1

f ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåí-
òàðíóþ êîíúþíêöèþ Kα̃ = xα1

1 xα2
2 . . . xαn

n .
Kα̃ îáðàùàåòñÿ â åäèíèöó òîëüêî íà íàáîðå α̃ .
Òîãäà èñêîìîé ÑÄÍÔ äëÿ ôóíêöèè f áóäåò

f =
∨

α̃∈C1
f

Kα̃.

I
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Òåîðåìà 2. Ëþáàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ, îòëè÷íàÿ îò êîíñòàíòû
1 , ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ÑÊÍÔ.

ÑÊÍÔ ôóíêöèè f áóäåò èìåòü âèä

f =
∧

α̃∈C0
f

Dα̃,

ãäå ìíîæåñòâî íàáîðîâ C0
f = {α̃: f (α̃) = 0} , è êàæäûé

íàáîð α̃ èç C0
f íàçûâàþò êîíñòèòóåíòîé íóëÿ ôóíêöèè

f .

Òàêèì îáðàçîì ëþáàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòà-
âëåíà â âèäå ôîðìóëû íàä ñòàíäàðòíûì áàçèñîì (ÑÄÍÔèëè
ÑÊÍÔ).
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Ïðèìåð 5.6. Ïîñòðîèì ÑÄÍÔ è ÑÊÍÔ äëÿ ìàæîðèòàòð-
íîé ôóíêöèè

f = (0, 0, 0, 1, 0, 1, 1, 1).

Êîíñòèòóåíòàìè åäèíèöû äëÿ íåå ñëóæàò íàáîðû
α̃1 = (0, 1, 1) , α̃2 = (1, 0, 1) ,
α̃3 = (1, 1, 0) , α̃4 = (1, 1, 1) .

Èì ñîîòâåòñòâóþò ýëåìåíòàðíûå êîíúþíêöèè
Kα̃1

= x1x2x3 , Kα̃2
= x1x2x3 ,

Kα̃3
= x1x2x3 , Kα̃4

= x1x2x3 .
Òîãäà ÑÄÍÔ, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ìàæîðèòàðíóþ ôóíêöèþ,
èìååò âèä

x1x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ x1x2x3. (5.4)
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Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÑÊÍÔ äëÿ òîé æå ôóíêöèè âûïèøåì âñå
êîíñòèòóåíòû íóëÿ äàííîé ôóíêöèè:

(0, 0, 0) , (0, 0, 1) , (0, 1, 0) , (1, 0, 0) .

Ñîïîñòàâèì èì ýëåìåíòàðíûå äèçúþíêöèè

x1 ∨ x2 ∨ x3 , x1 ∨ x2 ∨ x3 , x1 ∨ x2 ∨ x3 , x1 ∨ x2 ∨ x3

ñîîòâåòñòâåííî.
ÑÊÍÔ äëÿ ìàæîðèòàðíîé ôóíêöèè:

(x1∨x2∨x3)(x1∨x2∨x3)(x1∨x2∨x3)(x1∨x2∨x3). (5.5)
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5.6. Ìèíèìèçàöèÿ
áóëåâûõ ôóíêöèé
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Ïðîáëåìà ìèíèìèçàöèè
Çàäà÷à: ñðåäè âñåõ ÄÍÔ, ïðåäñòàâëÿþùèõ äàííóþ ôóíê-
öèþ, âûáðàòü íàèáîëåå ïðîñòóþ (ìèíèìàëüíóþ) ÄÍÔ â
ñìûñëå íåêîòîðîãî êðèòåðèÿ.
Êðèòåðèè ïðîñòîòû: ÷èñëî ëèòåðàëîâ, ÷èñëî ýëåìåíòàð-
íûõ êîíúþíêöèé è ÷èñëî îòðèöàíèé, èñïîëüçóåìûõ äëÿ
çàïèñè ôîðìóëû.

Îïðåäåëåíèå 5.5. ×èñëî âõîäÿùèõ â ÄÍÔ ýëåìåíòàðíûõ
êîíúþíêöèé íàçûâàþò åå äëèíîé.

Îïðåäåëåíèå 5.6. ÄÍÔ íàçûâàþò êðàò÷àéøåé, åñëè îíà
èìååò íàèìåíüøóþ äëèíó ñðåäè âñåõ ÄÍÔ, ïðåäñòàâëÿþ-
ùèõ ôóíêöèþ f .
ÄÍÔíàçûâàþòìèíèìàëüíîé, åñëè îíà ñîäåðæèò íàèìåíü-
øåå ÷èñëî ëèòåðàëîâ ñðåäè âñåõ ÄÍÔ, ïðåäñòàâëÿþùèõ
ôóíêöèþ f .
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Ïðèìåð 5.7. ÄÍÔ x1x2 ∨ x1x2 íå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé,
òàê êàê åå ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê ýêâèâàëåíòíîé ÄÍÔ:

x1x2 ∨ x1x2 = (x1 ∨ x1)x2 = x2.

Ïîëó÷åííàÿ ÄÍÔ íå ñîäåðæèò íè îäíîãî èç ëèòåðàëîâ x̃1 ,
ò. å. x1 èëè x1 . Âìåñòî ÷åòûðåõ ëèòåðàëîâ â èñõîäíîé
ÄÍÔ ïîëó÷àåì ÄÍÔ, ñîñòîÿùóþ èç îäíîãî ëèòåðàëà. I
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Âîçìîæåí ëè ïðÿìîé ïåðåáîð?
Òåîðåòè÷åñêè ìîæíî ïåðåáðàòü âñå ÄÍÔ îò n ïåðåìåííûõ
è ñðåäè íèõ âûáðàòü íóæíûå.
Â êàæäóþ ýëåìåíòàðíóþ êîíúþíêöèþ êàæäîå ïåðåìåííîå
ìîæåò âõîäèòü, íå âõîäèòü èëè âõîäèòü ñ îòðèöàíèåì, ÷èñëî
ðàçëè÷íûõ êîíúþíêöèé (âêëþ÷àÿ ïóñòóþ) ðàâíî 3n .
Äëÿ ïðîâåðêè ñîîòâåòñòâèÿ ÄÍÔ ôóíêöèè ïðèäåòñÿ âûïîë-
íèòü íå ìåíåå 23n áîëåå ìåëêèõ îïåðàöèé. Ïðè n = 3
ïîëó÷èì 134 217 728 îïåðàöèé.
Ïðàêòè÷åñêè ìåòîä ïðÿìîãî ïåðåáîðà íåïðèìåíèì.
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Äëÿ ôóíêöèè f , ïðèíèìàþùåé õîòÿ áû îäíî íåíóëåâîå
çíà÷åíèå, âñåãäà ñòðîèòñÿ ÑÄÍÔ.
Èäåÿ: ìàêñèìàëüíî ñîêðàòèòü êîëè÷åñòâî àíàëèçèðóåìûõ
âàðèàíòîâ, èñïîëüçóÿ ÑÄÍÔ, à çàòåì âûáðàòü ñðåäè íàéäåí-
íûõ âàðèàíòîâ íàèëó÷øèé ïî çàäàííûì êðèòåðèÿì.
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Ìèíèìèçàöèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì òîæäåñòâ ñêëåéêè è
ïîãëîùåíèÿ

Òîæäåñòâà ïðîñòîé ñêëåéêè è òîæäåñòâî ïîãëîùåíèÿ:

xK ∨ xK = K, xK ∨K = K, (5.6)

ãäå
K | íåêîòîðàÿ ýëåìåíòàðíàÿ êîíúþíêöèÿ,
xK è xK | íåêîòîðûå ýëåìåíòàðíûå êîíúþíêöèè,
ïðèñóòñòâóþùèå â ÑÄÍÔ ìèíèìèçèðóåìîé ôóíêöèè.



• First • Prev • Next • Last • Go Back • Full Screen • Close • Quit

Òîæäåñòâî ñêëåéêè ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ýëåìåíòàðíóþ
êîíúþíêöèþ K , êîòîðàÿ ñîäåðæèò íà îäèí ëèòåðàë ìåíü-
øå, ÷åì èñõîäíûå êîíúþíêöèè.
Òîæäåñòâî ïîãëîùåíèÿ ïîçâîëÿåò óäàëèòü èç ôîðìóëû
ýëåìåíòàðíûå êîíúþíêöèè xK è xK , çàìåíèâ èõ íà K .
Ïðèìåíåíèå òîæäåñòâà ïîãëîùåíèÿ óìåíüøàåò äëèíó ÄÍÔ
íà åäèíèöó.
Ê ïîëó÷åííîé ÄÍÔ ìîæíî ñíîâà ïðèìåíèòü ýòè òîæäåñòâà.
Ïðîäîëæàòü ñëåäóåò äî òåõ ïîð, ïîêà ïðèìåíåíèå òîæäåñòâ
íå ñòàíåò íåâîçìîæíûì.
Òîæäåñòâî ñêëåéêè ïðèìåíÿþò ê ðàçëè÷íûì ïàðàì êîíú-
þíêöèé, âõîäÿùèõ â ÄÍÔ, ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ òîæäåñòâà
ñêëåéêè äîïèñûâàþò â ÄÍÔ áåç óäàëåíèÿ

"
ñêëåèâàåìûõ\

êîíúþíêöèé. Óäàëÿþò êîíúþíêöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì òî-
æäåñòâà ïîãëîùåíèÿ ïîñëå òîãî, êàê âñå âîçìîæíûå ñêëåéêè
âûïîëíåíû.
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Ïðèìåð 5.8. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ òðåõ ïåðåìåííûõ,
çàäàííóþ â âèäå ÑÄÍÔ:

f = x1x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ x1x2x3. (5.7)

1. Ïðèìåíèì òîæäåñòâî ñêëåéêè ê ïåðâîé è âòîðîé, âòî-
ðîé è òðåòüåé, à òàêæå ê ÷åòâåðòîé è ïÿòîé êîíúþíêöèÿì.
Ðåçóëüòàòû âûïîëíåíèÿ òîæäåñòâà ñêëåéêè äîáàâèì ê èñ-
õîäíîé ÑÄÍÔ, òàêîå äîáàâëåíèå äàåò ÄÍÔ, ýêâèâàëåíòíóþ
èñõîäíîé. Ïîëó÷èì

x1x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ x1x2 ∨
∨ x1x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ x2x3 ∨

∨ x1x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ x1x2.
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Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ òîæäåñòâà ïîãëîùåíèÿ çàïèøåì ÄÍÔ

x1x2 ∨ x2x3 ∨ x1x2. (5.8)

Äàëüíåéøåå óïðîùåíèå ôîðìóëû ñ èñïîëüçîâàíèåì òî-
æäåñòâ ñêëåéêè è ïîãëîùåíèÿ íåâîçìîæíî.
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2. Âàðèàíò 1 ïðåîáðàçîâàíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì.
Ïðèìåíèì òîæäåñòâî ñêëåéêè ê ïåðâîé è âòîðîé, òðåòüåé è
ïÿòîé, ÷åòâåðòîé è ïÿòîé êîíúþíêöèÿì.
(f = x1x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ x1x2x3)
Çàïèøåì

x1x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ x1x2 ∨
∨ x1x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ x1x3 ∨

∨ x1x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ x1x2.

Ïîëó÷èì ÄÍÔ
x1x2 ∨ x1x3 ∨ x1x2, (5.9)

îòëè÷íóþ îò ÄÍÔ (5.8). Äàëüíåéøåå óïðîùåíèå ÄÍÔ (5.9)
íåâîçìîæíî.
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3. Â èñõîäíîé ÑÄÍÔ ïðèìåíèì òîæäåñòâî ñêëåéêè êî
âñåì âîçìîæíûì ïàðàì (ïåðâîé è âòîðîé, âòîðîé è òðåòüåé,
òðåòüåé è ïÿòîé, ÷åòâåðòîé è ïÿòîé êîíúþíêöèÿì), à çàòåì
ïðèìåíèì òîæäåñòâî ïîãëîùåíèÿ, ïîëó÷èì ÄÍÔ

x1x2 ∨ x2x3 ∨ x1x2 ∨ x1x3, (5.10)

êîòîðàÿ ñîäåðæèò âñå êîíúþíêöèè, âõîäÿùèå â ÄÍÔ (5.8) è
(5.9). Äðóãèõ ÄÍÔ, ýêâèâàëåíòíûõ ÑÄÍÔ (5.7), ïîñòðîèòü
íå óäàåòñÿ.
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Èòîã:
1. x1x2 ∨ x2x3 ∨ x1x2.
2. x1x2 ∨ x1x3 ∨ x1x2
3. x1x2 ∨ x2x3 ∨ x1x2 ∨ x1x3

Äâå ïåðâûå ÄÍÔ ÿâëÿþòñÿ êðàò÷àéøèìè è ìèíèìàëüíûìè,
ÄÍÔ 2 ñîäåðæèò íà îäíî îòðèöàíèå ìåíüøå.
Âñå òðè ÄÍÔ ñîäåðæàò îáùóþ ÷àñòü D = x1x2 ∨ x1x2 ,
ÄÍÔ 1 è 2 îáðàçóþòñÿ äîáàâëåíèåì ê D êîíúþíêöèé
x2x3 è x1x3 ñîîòâåòñòâåííî, äîáàâëÿåìûå êîíúþíêöèè
ñîäåðæàòñÿ â (5.10).
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Îïðåäåëåíèå 5.7. Áóëåâó ôóíêöèþ g íàçûâàþò èìïëè-
êàíòîé áóëåâîé ôóíêöèè f , åñëè äëÿ ëþáûõ íàáîðîâ
çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ èç g = 1 ñëåäóåò f = 1 .

Ïðîñòîé èìïëèêàíòîé áóëåâîé ôóíêöèè f íàçûâàþò
òàêóþ ýëåìåíòàðíóþ êîíúþíêöèþ â ñîñòàâå íåêîòîðîé
ÄÍÔ, ïðåäñòàâëÿþùåé ôóíêöèþ f , ÷òî óäàëåíèå èç íåå
ëþáîãî ëèòåðàëà ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî îíà ïåðåñòàåò áûòü
èìïëèêàíòîé.
Íàïðèìåð, êîíúþíêöèÿ x1x2x3 (ñì. ïðèìåð 5.8) íå ÿâëÿåòñÿ
ïðîñòîé èìïëèêàíòîé ôóíêöèè f , òàê êàê èç íåå ìîæíî
óäàëèòü ëèòåðàë x3 è ïîëó÷èòü êîíúþíêöèþ x1x2 . Ýòà
êîíúþíêöèÿ áóäåò ïðîñòîé èìïëèêàíòîé.
Ñîêðàùåííàÿ ÄÍÔ ôóíêöèè f åñòü ÄÍÔ, ïðåäñòàâëÿþ-
ùàÿôóíêöèþ f , â êîòîðóþâõîäÿò âñå ïðîñòûå èìïëèêàíòû
áóëåâîé ôóíêöèè f .
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Àëãîðèòì ìèíèìèçàöèè
1) ïîñëåäîâàòåëüíî âûïîëíÿÿ âñå âîçìîæíûå ñêëåéêè, à çà-
òåì ïðèìåíÿÿ ê ðåçóëüòàòó òîæäåñòâî ïîãëîùåíèÿ, ïîëó÷èòü
ñîêðàùåííóþ ÄÍÔ, ñîäåðæàùóþ âñå êîíúþíêöèè, äàëü-
íåéøåå óïðîùåíèå êîòîðûõ ñïîìîùüþóêàçàííûõ òîæäåñòâ
íåâîçìîæíî;
2) âûäåëèòü èç ñîêðàùåííîéÄÍÔîáùóþ÷àñòü, âõîäÿùóþâ
ëþáóþ ïðåäñòàâëÿþùóþ ôóíêöèþ f ÄÍÔ, ñîñòàâëåííóþ
èç ïðîñòûõ èìïëèêàíò, çàòåì âûïèñàòü âñå âîçìîæíûå
ÄÍÔ (òóïèêîâûå), ñîñòîÿùèå èç ïðîñòûõ èìïëèêàíò è
ïðåäñòàâëÿþùèå ôóíêöèþ f ;
3) íàéòè ñðåäè âûïèñàííûõ ÄÍÔ êðàò÷àéøèå (ïî êîëè÷å-
ñòâó ñëàãàåìûõ);
4) âûáðàòü èç êðàò÷àéøèõ ìèíèìàëüíûå (ïî êîëè÷åñòâó
ëèòåðàëîâ).
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Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïåðâîãî øàãà àëãîðèò-
ìà.
Óñòàíîâèì ñìûñë ïðîñòîé ñêëåéêè ñ òî÷êè çðåíèÿ ãåîìå-
òðèè áóëåâà êóáà.
Êàæäîìó íàáîðó α̃ = (α1, . . . , αn) , äëÿ êîòîðîãî
f (α̃) = 1 â ÑÄÍÔñîîòâåòñòâóåò ýëåìåíòàðíàÿ êîíúþíêöèÿ
Kα̃ = xα1

1 · . . . · xαn
n , ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèå 1 òîëüêî íà

íàáîðå α̃ .
Ïðîñòàÿ ñêëåéêà ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà ëèøü ê òàêèì
äâóì ýëåìåíòàðíûì êîíúþíêöèÿì Kα̃ è Kβ̃ , êîòîðûå
îòëè÷àþòñÿ òîëüêî îäíèì ëèòåðàëîì.
Ñîîòâåòñòâóþùèå íàáîðû α̃ , β̃ ðàçëè÷àþòñÿ çíà÷åíèåì
âñåãî îäíîé êîìïîíåíòû, ò. å. îíè îáðàçóþò ðåáðî áóëåâà
êóáà Bn .
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Òîæäåñòâî ïðîñòîé ñêëåéêè ìîæíî ïðèìåíèòü òîëüêî ê
òåì ýëåìåíòàðíûì êîíúþíêöèÿì èñõîäíîé ÑÄÍÔ, ïðåäñòà-
âëÿþùåé ôóíêöèþ f , êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ýëåìåíòàì
êàêîãî-ëèáî ðåáðà áóëåâà êóáà, íà êîòîðîì ôóíêöèÿ f ïðè-
íèìàåò åäèíè÷íîå çíà÷åíèå.
Ïðèìåíÿÿ ïðîñòóþ ñêëåéêó ê èñõîäíîéÑÄÍÔ Φ , ïîëó÷àåì
íîâóþ ÄÍÔ Φ1 . Åñëè âîçìîæíî, ê íåé òàêæå ïðèìåíÿåì
ïðîñòóþ ñêëåéêó | ïîëó÷àåì ÄÍÔ Φ2.
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Ãåîìåòðèÿ ïîâòîðåíèÿ ïðîñòîé ñêëåéêè ñîñòîèò â äàëüíåé-
øåì ñêëåèâàíèè êàæäîé ïàðû ðåáåð, ïðèíàäëåæàùèõ îäíîé
ãðàíè ðàçìåðíîñòè 2 è íå èìåþùèõ îáùåé âåðøèíû (ïðîòè-
âîëåæàùèõ), íà êîòîðûõ çíà÷åíèå ôóíêöèè ðàâíî 1, â ãðàíè
ðàçìåðíîñòè 2.
Äâà ðåáðà, ïðèíàäëåæàùèå îäíîé ãðàíè ðàçìåðíîñòè 2 è
èìåþùèå îáùóþ âåðøèíó, íå ñêëåèâàþòñÿ.
Ïðîäîëæàåì âûïîëíÿòü ýòó îïåðàöèþ äî òåõ ïîð, ïîêà íå
îêàæåòñÿ, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî k â ÄÍÔ Φk óæå íåëüçÿ
ñêëåèòü íèêàêèå äâå ýëåìåíòàðíûå êîíúþíêöèè. Â ñèëó
êîíå÷íîñòè áóëåâà êóáà òàêîå k âñåãäà íàéäåòñÿ.
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Ïðèìåð 5.9. Ôóíêöèÿ f îò òðåõ ïåðåìåííûõ, çàäàíà
ÑÄÍÔ:

x1x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ x1x2x3. (5.11)

Ïðèìåíèì òîæäåñòâî ïðîñòîé ñêëåéêè ê ïåðâîé è òðåòüåé,
êî âòîðîé è ÷åòâåðòîé ýëåìåíòàðíûì êîíúþíêöèÿì â (5.11):
x1x2x3 ∨ x1x2x3 = x2x3, x1x2x3 ∨ x1x2x3 = x2x3.
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

f = x2x3 ∨ x2x3. (5.12)
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Ðèñ. 2

Ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ñêëåéêà ïåðâîé è òðåòüåé
êîíúþíêöèé â ôîðìóëå (5.11) îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ f
ïðèíèìàåò åäèíè÷íîå çíà÷åíèå íà ðåáðå [000, 100], à
ñêëåéêà âòîðîé è ÷åòâåðòîé êîíúþíêöèé | íà ðåáðå
[001, 101].
Ýòè ðåáðà ÿâëÿþòñÿ ñîñåäíèìè. Ôóíêöèÿ f ïðèíèìàåò
åäèíè÷íîå çíà÷åíèå è íà äðóãîé ïàðå ñîñåäíèõ ðåáåð:
[000, 001] è [100, 101] .
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Åñëè ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò åäèíè÷íîå çíà÷åíèå íà äâóõ
ñîñåäíèõ ïðîòèâîëåæàùèõ ðåáðàõ áóëåâà êóáà, òî îíà
ðàâíà 1 â ëþáîé òî÷êå îáðàçóåìîé èìè ãðàíè ðàçìåðíîñòè
2 . Ïðèìåíÿÿ ïðîñòóþ ñêëåéêó ê (5.12) (ïî ïåðåìåííîìó
x3 ), ïîëó÷àåì f (x1, x2, x3) = x2 .
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Êàðòû Êàðíî

Äëÿ áóëåâûõ ôóíêöèé îò òðåõ è ÷åòûðåõ ïåðåìåííûõ
ïðîöåäóðà ñêëåéêè íàãëÿäíî è ïðîñòî âûïîëíÿåòñÿ íà
êàðòàõ Êàðíî, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé ïðÿìîóãîëüíûå
òàáëèöû.
Â êàðòå Êàðíî äëÿ ôóíêöèè îò òðåõ ïåðåìåííûõ còðîêè
îòìå÷åíûíàáîðàìè çíà÷åíèéïåðåìåííîãî x1 , à ñòîëáöû|
x2 , x3 . Â êëåòêàõ òàáëèöû ïèøóò 1 â òîì ñëó÷àå,
åñëè íà ñîîòâåòñòâóþùåì íàáîðå èññëåäóåìàÿ ôóíêöèÿ
ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1 . Êàðòó Êàðíî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê ñïåöèàëüíóþ òàáëèöó, çàäàþùóþ áóëåâó ôóíêöèþ.
Ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ íàáîðîâ ïåðåìåííûõ â ñòðîêàõ è ñòîëá-
öàõ îïðåäåëåí òàê, ÷òîáû äâóì ñîñåäíèì ïî ãîðèçîíòàëè
èëè âåðòèêàëè êëåòêàì ñîîòâåòñòâîâàëè íàáîðû, ñîåäèíåí-
íûå â áóëåâîì êóáå ðåáðîì.
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Ïðèìåð 5.10. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ îò òðåõ ïåðåìåííûõ
f = {0, 1, 2, 4, 5} .

Ðèñ. 3

Êàðòà Êàðíî ôóíêöèè è ìàêñèìàëüíûå ñêëåéêè ïîêàçàíû
íà ðèñ. 3.
Îòìåòèì, ÷òî îäíà èç ñêëååê âûïîëíÿåòñÿ

"
÷åðåç êðàé\, à

äðóãàÿ | ñðàçó íà ÷åòûðå åäèíèöû. Ñîêðàùåííàÿ ÄÍÔ
èìååò âèä x2 ∨ x1x3 . I
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Êàðòà Êàðíî äëÿ ôóíêöèè îò ÷åòûðåõ ïåðåìåííûõ åñòü òà-
áëè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå áóëåâà êóáà B4 . Ñòðîêè êàðòû
ïîìå÷åíû íàáîðàìè çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ x1 , x2 , à ñòîëá-
öû| x3 , x4 . Íà ðèñ. 4 ïîêàçàíà êàðòà Êàðíî äëÿ ôóíêöèè
f = {0, 1, 2, 4, 5, 7, 8, 10} . Íà êàðòå îáîçíà÷åíû ìàêñè-
ìàëüíûå ñêëåéêè, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîñòûì èìïëèêàíòàì
ôóíêöèè.

Ðèñ. 4
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Äëÿ êàðòû, ïîêàçàííîé íà ðèñ. 4, ïîëó÷èì ñîêðàùåííóþ
ÄÍÔ â âèäå x2x4 ∨ x1x3 ∨ x1x2x4.

Äëÿ ôóíêöèè îò ÷åòûðåõ ïåðåìåííûõ âîçìîæíî ïîëó÷åíèå
ñêëåéêè íà âîñåìü åäèíèö, òàêàÿ ñêëåéêà îòâå÷àåò ãðàíè
êóáà ðàçìåðíîñòè 3. Â ïðèíöèïå, äëÿ ôóíêöèè ÷åòûðåõ
ïåðåìåííûõ âîçìîæíà ñêëåéêàøåñòíàäöàòè åäèíèö, îäíàêî
ýòî | òðèâèàëüíûé ñëó÷àé.
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Îïðåäåëåíèå ÿäðà. ÄÍÔ Êâàéíà
Ñ ïîìîùüþ êàðòû Êàðíî âûïèñàëè âñå ïðîñòûå èìïëèêàí-
òû è ïîëó÷èëè ñîêðàùåííóþ ÄÍÔ.
Âûäåëèì îáùóþ ÷àñòü, âõîäÿùåé âî âñå ïðåäñòàâëÿþùèå
çàäàííóþ ôóíêöèþ ÄÍÔ, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü èç
ñîêðàùåííîéÄÍÔâû÷åðêèâàíèåì íåêîòîðûõ êîíúþíêöèé.
Ýëåìåíòàðíàÿ êîíúþíêöèÿ K ïîêðûâàåò ýëåìåíòàðíóþ
êîíúþíêöèþ L (K � L ), åñëè ëþáîé ëèòåðàë, âõîäÿùèé
â K , âõîäèò â L .
K � L ⇒ K ∨ L = K( ñîãëàñíî òîæäåñòâó ïîãëîùåíèÿ)
Íàïðèìåð, x1x2 � x1x2x3, x1x3 � x1x2x3 , íî
x1x3 6� x1x2x3 , ò.ê. âòîðàÿ êîíúþíêöèÿ ñîäåðæèò ëèòåðàë
x3 , îòñóòñòâóþùèé â ïåðâîé êîíúþíêöèè.
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Êàæäàÿ âõîäÿùàÿ â ñîêðàùåííóþÄÍÔïðîñòàÿ èìïëèêàíòà
ïîêðûâàåò íåêîòîðóþýëåìåíòàðíóþêîíúþíêöèþèñõîäíîé
ÑÄÍÔ. Íà êàðòå Êàðíî ýòîìó îòâå÷àåò ïðÿìîóãîëüíèê,
çàêðûâàþùèé ñîîòâåòñòâóþùóþ åäèíèöó.
Ïðîñòóþèìïëèêàíòó íàçûâàþòÿäðîâîé, åñëè îíà ïîêðûâà-
åò íåêîòîðóþ ýëåìåíòàðíóþ êîíúþíêöèþ èñõîäíîé ÑÄÍÔ,
íå ïîêðûâàåìóþ íèêàêîé äðóãîé ïðîñòîé èìïëèêàíòîé.
Íà êàðòå Êàðíî ïðÿìîóãîëüíèê, ñîîòâåòñòâóþùèé ÿäðîâîé
èìïëèêàíòå | ýòî òàêîé ïðÿìîóãîëüíèê, óäàëèâ êîòîðûé,
ïîëó÷èì åäèíèöó, íå çàêðûòóþ íèêàêèì äðóãèì ïðÿìî-
óãîëüíèêîì.
Íè îäíà ÿäðîâàÿ èìïëèêàíòà íå ìîæåò áûòü óäàëåíà èç
èñêîìîé ìèíèìàëüíîé ÄÍÔ èñõîäíîé ôóíêöèè.
Ìíîæåñòâî âñåõ ÿäðîâûõ èìïëèêàíò (ñêëååê) ñîêðàùåííîé
ÄÍÔ íàçûâàþò ÿäðîì.
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Ïðèìåð 5.11.

Ðèñ. 5

Íà êàðòå Êàðíî (ðèñ. 5) ñêëåéêè 0××1 , 0×1× , 1×00 ,
ÿâëÿþòñÿ ÿäðîâûìè. Äâå ñêëåéêè 10×0 è ×010 íå
ÿäðîâûå, ïîñêîëüêó óäàëåíèå ëþáîãî èç èçîáðàæàþùèõ
èõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ íå ïðèâåäåò ê ïîÿâëåíèþ îòêðûòûõ
åäèíèö. I
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Íà êàðòå Êàðíî ìîãóò áûòü ñêëåéêè, íå ÿâëÿþùèåñÿ
ÿäðîâûìè, íî ïîêðûâàþùèå òîëüêî åäèíèöû, óæå ïîêðûòûå
ÿäðîâûìè ñêëåéêàìè.
Òàêèå ñêëåéêè îêàçûâàþòñÿ ëèøíèìè, ò. å. óäàëåíèå ñîîò-
âåòñòâóþùèõ èì ïðîñòûõ èìïëèêàíò èç ñîêðàùåííîé ÄÍÔ
íå ïðèâîäèò ê íàðóøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè ýòîé ÄÍÔ ñ èñ-
õîäíîé ÑÄÍÔ.
ÄÍÔ, ïîëó÷àþùàÿñÿ èç ñîêðàùåííîé ÄÍÔ ïîñëå óäàëåíèÿ
âñåõ ïðîñòûõ èìïëèêàíò, ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàêñèìàëüíûì
ñêëåéêàì, öåëèêîì ïîêðûâàåìûõ ÿäðîì, íàçûâàþò ÄÍÔ
Êâàéíà.
Äëÿ ëþáîé áóëåâîé ôóíêöèè, îòëè÷íîé îò êîíñòàíòû 0,
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ÄÍÔ Êâàéíà.
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Ïåðå÷èñëåíèå òóïèêîâûõ ÄÍÔ
Âûäåëèòü èç ñîêðàùåííîé ÄÍÔ ÿäðî, âõîäÿùåå â ëþáóþ
ÄÍÔ, êîòîðóþ ìîæíî ïîëó÷èòü èç ñîêðàùåííîé, è ïåðåéòè
îò ñîêðàùåííîé ÄÍÔ ê ÄÍÔ Êâàéíà.
Äàëüíåéøàÿ ìèíèìèçàöèÿ îñíîâàíà íà ïåðåáîðå âñåõ âîç-
ìîæíûõ ÄÍÔ, ïðåäñòàâëÿþùèõ èññëåäóåìóþ ôóíêöèþ,
êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü èç ÄÍÔ Êâàéíà ïóòåì óäàëåíèÿ
íåêîòîðûõ êîíúþíêöèé.
Ïðîñòóþèìïëèêàíòó íàçûâàþòèçáûòî÷íîé (îòíîñèòåëüíî
íåêîòîðîé ÄÍÔ, ñîäåðæàùåé òîëüêî ïðîñòûå èìïëèêàíòû è
ýêâèâàëåíòíîé èñõîäíîé ÑÄÍÔ), åñëè åå ìîæíî óäàëèòü èç
ýòîé ÄÍÔ áåç ïîòåðè ýêâèâàëåíòíîñòè åå èñõîäíîé ÑÄÍÔ.
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Ìîæíî ïîøàãîâî óäàëèòü èçáûòî÷íûå èìïëèêàíòû, íà÷è-
íàÿ ñ ñîêðàùåííîé ÄÍÔ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ÄÍÔ, íå
ñîäåðæàùóþ íè îäíîé èçáûòî÷íîé ñêëåéêè.
Ëþáóþ ÄÍÔ, ýêâèâàëåíòíóþ èñõîäíîé ÑÄÍÔ, ñîäåðæà-
ùóþ âñå ÿäðîâûå èìïëèêàíòû è íå ñîäåðæàùóþ íè îäíîé
èçáûòî÷íîé èìïëèêàíòû, íàçûâàþò òóïèêîâîé.
Äëÿ ïåðå÷èñëåíèÿ âñåõ òóïèêîâûõÄÍÔìîæåò áûòü èñïîëü-
çîâàí àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà ïîñòðîåíèè âñïîìîãàòåëü-
íîé ÊÍÔ, êîòîðóþ íàçûâàþò ôóíêöèåé Ïàòðèêà.
Îáîçíà÷èì ñêëåéêè íà êàðòå Êàðíî (ò. å. ïðîñòûå èìïëèêàí-
òû ñîêðàùåííîé ÄÍÔ) ÷åðåç K1 , K2 , . . . , Km .
Äëÿ êàæäîé åäèíèöû êàðòû Êàðíî, íå ïîêðûâàåìîé ÿäðîì,
çàïèøåì ýëåìåíòàðíóþäèçúþíêöèþ âèäà Ki∨Kj . . .∨Kl ,
â êîòîðóþ âêëþ÷èì òîëüêî èìåíà ñêëååê, ïîêðûâàþùèõ
äàííóþ åäèíèöó. Èç ïîëó÷åííûõ äèçúþíêöèé ñîñòàâëÿåì
ÊÍÔ (ôóíêöèþ Ïàòðèêà).
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Ïðèìåð 5.12.

Ðèñ. 6

Ôóíêöèÿ f (x1, x2, x3, x4) ïðåäñòàâëåíà íà êàðòå Êàðíî
(ðèñ. 6).



• First • Prev • Next • Last • Go Back • Full Screen • Close • Quit

Íè îäíà ñêëåéêà íå ÿâëÿåòñÿ ÿäðîâîé.

K1 = x1x2 (00××); K2 = x2x4 (×0×0);
K3 = x1x4 (0××1); K4 = x2x4 (×1×1);
K5 = x1x2 (11××); K6 = x1x4 (1××0).
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Çàïèøåì ôóíêöèþ Ïàòðèêà, ïðîñìàòðèâàÿ åäèíèöû ñëåâà
íàïðàâî ïî ñòðîêàì êàðòû:

(K1 ∨K2) ∧ (K1 ∨K3) ∧ (K1 ∨K3) ∧ (K1 ∨K2) ∧
∧ (K3 ∨K4) ∧ (K3 ∨K4) ∧ (K5 ∨K6) ∧ (K4 ∨K5) ∧

∧ (K4 ∨K5) ∧ (K5 ∨K6) ∧ (K2 ∨K6) ∧ (K2 ∨K6).

Ïðèìåíèì òîæäåñòâî K ∧ K = K . Ôóíêöèþ ìîæíî
óïðîñòèòü, óäàëèâ ïîâòîðÿþùèåñÿ äèçúþíêöèè.
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(K1 ∨K2) ∧ (K1 ∨K3) ∧ (K3 ∨K4) ∧
∧ (K5 ∨K6) ∧ (K4 ∨K5) ∧ (K2 ∨K6).

Ñêîáêè óäîáíî ðàñêðûâàòü ïî ïàðàì, âûáèðàÿ ïàðû òàê,
÷òîáû â íèõ ñîäåðæàëèñü îäèíàêîâûå êîíúþíêöèè. Çàòåì
ïðèìåíèòü òîæäåñòâà ïîãëîùåíèÿ Ki ∨KiKj = Ki

(K1 ∨K2) ∧ (K1 ∨K3) =
= K1 ∨K1K3 ∨K1K2 ∨K2K3 = K1 ∨K2K3.
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Àíàëîãè÷íî

(K3 ∨K4) ∧ (K4 ∨K5) = K4 ∨K3K5,
(K5 ∨K6) ∧ (K2 ∨K6) = K6 ∨K2K5.
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(K1 ∨K2K3)(K4 ∨K3K5)(K6 ∨K2K5) =
= (K1K4 ∨K1K3K5 ∨K2K3K4 ∨K2K3K5)(K6 ∨K2K5) =
= K1K4K6 ∨K1K2K4K5 ∨K1K3K5K6 ∨K1K2K3K5 ∨
∨K2K3K4K6 ∨K2K3K4K5 ∨K2K3K5K6 ∨K2K3K5.
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Óïðîñòèì ÄÍÔ, èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî ïîãëîùåíèÿ.
K1K2K3K5 ∨K2K3K5 = K2K3K5,
K2K3K4K5 ∨K2K3K5 = K2K3K5,
K2K3K5K6 ∨K2K3K5 = K2K3K5.
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ÄÍÔ

K1K4K6 ∨K1K2K4K5 ∨K1K3K5K6 ∨
∨K2K3K4K6 ∨K2K3K5,

Êàæäàÿ ýëåìåíòàðíàÿ êîíúþíêöèÿ ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîé
òóïèêîâîé ÄÍÔ, êàæäîé òóïèêîâîé ÄÍÔ ìîæåò áûòü
ñîïîñòàâëåíà îäíà èç ýòèõ êîíúþíêöèé.
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Òóïèêîâûå ÄÍÔ ìîæíî ïîëó÷èòü íà îñíîâå ôóíêöèè
Ïàòðèêà, çàìåíèâ â êàæäîé êîíúþíêöèè çíàêè ∧ íà çíàêè
∨ .

1) K1 ∨K4 ∨K6 = x1x2 ∨ x2x4 ∨ x1x4;
2) K1 ∨K2 ∨K4 ∨K5 = x1x2 ∨ x2x4 ∨ x2x4 ∨ x1x2;
3) K1 ∨K3 ∨K5 ∨K6 = x1x2 ∨ x1x4 ∨ x1x2 ∨ x1x4;
4) K2 ∨K3 ∨K4 ∨K6 = x2x4 ∨ x1x4 ∨ x2x4 ∨ x1x4;
5) K2 ∨K3 ∨K5 = x2x4 ∨ x1x4 ∨ x1x2.

Ïåðå÷èñëåíèå òóïèêîâûõ ÄÍÔ | ñàìûé òðóäîåìêèé ýòàï
âñåãî àëãîðèòìà ìèíèìèçàöèè. I
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Îòûñêàíèå êðàò÷àéøèõ è ìèíèìàëüíûõ ÄÍÔ
Ñðåäè íàéäåííûõ òóïèêîâûõ ÄÍÔ íàõîäÿò êðàò÷àéøèå
è ìèíèìàëüíûå. Ìèíèìàëüíàÿ ÄÍÔ âñåãäà ÿâëÿåòñÿ
êðàò÷àéøåé, îáðàòíîå íåâåðíî.
Äëÿ ôóíêöèè, ðàññìîòðåííîé â ïðèìåðå 5.12, ïåðâàÿ è ïÿòàÿ
ÄÍÔ ÿâëÿþòñÿ êðàò÷àéøèìè.
Êîëè÷åñòâî ëèòåðàëîâ â îáåèõ ÄÍÔ ñîâïàäàåò, ïîýòîìó îáå
ÄÍÔ ìèíèìàëüíûå. Êîëè÷åñòâî îòðèöàíèé â ýòèõ ÄÍÔ
òàêæå îäèíàêîâî, è ïî ýòîìó êðèòåðèþ îíè íåðàçëè÷èìû.
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Íà ðèñ. 7 à) èçîáðàæåíî ïîêðûòèå âñåõ åäèíèö ñêëåéêàìè,
ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðâîé ÄÍÔ, à íà ðèñ. 7 á) | ïîêðûòèå,
ñîîòâåòñòâóþùåå ïÿòîé ÄÍÔ.

Ðèñ. 7


