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Ïðåäìåòîì ðàññìîòðåíèÿ â àáñòðàêòíîé àëãåáðå ÿâëÿþòñÿ
ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà ñ çàäàííûìè íà íèõ îïåðàöèÿìè.

Ïðèðîäà ìíîæåñòâ è îïåðàöèé ìîæåò ñóùåñòâåííî îò-
ëè÷àòüñÿ îò ïðèâû÷íûõ ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ è èçâåñòíûõ
îïåðàöèé íàä ÷èñëàìè.
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8.1. Îïåðàöèè. Ïîíÿòèå
àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðû
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Îïðåäåëåíèå 8.1. Ïóñòü A | ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå
ìíîæåñòâî è n |íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ëþáîå îòîáðàæåíèå

ω: An → A

íàçûâàþò n -àðíîé (èëè n -ìåñòíîé) îïåðàöèåé íà ìíî-
æåñòâå A .

n -àðíàÿ îïåðàöèÿ ω êàæäîìó êîðòåæó (a1, . . . , an) ∈
An îäíîçíà÷íî ñîïîñòàâëÿåò ýëåìåíò b ∈ A .

Êîìïîíåíòû êîðòåæà íàçûâàþò àðãóìåíòàìè îïåðàöèè
ω , à b | ðåçóëüòàòîì ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèè ω ê
àðãóìåíòàì a1 , . . . , an .
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Äëÿ n -àðíîé îïåðàöèè èñïîëüçóþò îáîçíà÷åíèå

b = ω(a1, . . . , an)

èëè
b = a1 . . . anω.

Îáû÷íî, åñëè n = 2 , ïèøóò a1 ω a2 .



• First • Prev • Next • Last • Go Back • Full Screen • Close • Quit

Ïðè n = 1 ãîâîðÿò îá óíàðíîé îïåðàöèè.

Ïðè n = 2 | î áèíàðíîé îïåðàöèè.

Ïðèìåð óíàðíîé îïåðàöèè | äîïîëíåíèå çàäàííîãî ìíî-
æåñòâà äî óíèâåðñàëüíîãî ìíîæåñòâà.

Ïðèìåðû áèíàðíûõ îïåðàöèé:
| ñëîæåíèå è óìíîæåíèå ÷èñåë,

| ñëîæåíèå è óìíîæåíèå ìàòðèö êâàäðàòíûõ ìàòðèö òèïà
n× n ,

| ñëîæåíèå âåêòîðîâ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà.
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Ñïåöèàëüíî ââîäÿò ïîíÿòèå íóëüàðíîé îïåðàöèè (ò.å. ïðè
n = 0 ).

Ïîä íóëüàðíîé îïåðàöèåé íà ìíîæåñòâå A ïîíèìàþò
ïðîèçâîëüíûé ôèêñèðîâàííûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà A .

Íóëüàðíûå îïåðàöèè ïîçâîëÿþò ôèêñèðîâàòü ýëåìåíòû
ìíîæåñòâà A , îáëàäàþùèå íåêîòîðûìè ñïåöèàëüíûìè
ñâîéñòâàìè.

Ïðèìåð íóëüàðíîé îïåðàöèè | ôèêñèðîâàíèå íóëÿ â
ìíîæåñòâå öåëûõ ÷èñåë ñ îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ.
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Ðàññìîòðèì áèíàðíóþ îïåðàöèþ íà ìíîæåñòâå A , îáî-
çíà÷èâ åå çâåçäî÷êîé (∗) .
Ýòó îïåðàöèþ íàçûâàþò:
1) àññîöèàòèâíîé, åñëè (x∗y)∗z = x∗(y∗z) äëÿ ëþáûõ
x , y , z ∈ A ;

2) êîììóòàòèâíîé, åñëè x ∗ y = y ∗ x äëÿ ëþáûõ x ,
y ∈ A ;

3) èäåìïîòåíòíîé, åñëè x ∗ x = x äëÿ ëþáîãî x ∈ A .

Àññîöèàòèâíîñòü îïåðàöèè ∗ ïîçâîëÿåò äëÿ ëþáûõ ýëå-
ìåíòîâ a1 , a2 , . . . , an ∈ A îäíîçíà÷íî òðàêòîâàòü
ðåçóëüòàò âûðàæåíèÿ a1 ∗ a2 ∗ . . . ∗ an , òàê êàê

a1 ∗ a2 ∗ . . . ∗ an = a1 ∗ (a2 ∗ . . . ∗ an) =
= (a1 ∗ a2) ∗ (a3 ∗ . . . ∗ an) = (a1 ∗ a2 ∗ . . . ∗ an−1) ∗ an.
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Îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ, çàäàííàÿ íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ
÷èñåë, ÿâëÿåòñÿ àññîöèàòèâíîé è êîììóòàòèâíîé.

Îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèö àññîöèàòèâíà, íî íå êîììó-
òàòèâíà.

Èäåìïîòåíòíûìè ÿâëÿþòñÿ îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ è ïåðå-
ñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ.
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Îïðåäåëåíèå 8.2. Ýëåìåíò 1 ìíîæåñòâà A íàçûâàþò
ëåâûì íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè
∗ , åñëè 1 ∗ x = x äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ A .

Îïðåäåëåíèå 8.3. Ýëåìåíò 1 ìíîæåñòâà A íàçûâàþò
ïðàâûì íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì îòíîñèòåëüíî îïåðà-
öèè ∗ , åñëè x ∗ 1 = x äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ A .

Åñëè ñóùåñòâóþò ëåâûé ( 1′ ) è ïðàâûé ( 1′′ ) íåéòðàëüíûå
ýëåìåíòû, òî îíè ñîâïàäàþò. 1′ = 1′ ∗ 1′′ = 1′′.
Â ýòîì ñëó÷àå ýëåìåíò 1 åäèíñòâåííûé, è åãî íàçûâàþò
ïðîñòî íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì.

Íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè óìíîæå-
íèÿ íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî 1.

Íà ìíîæåñòâå öåëûõ ÷èñåë íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì îòíî-
ñèòåëüíî îïåðàöèè ñëîæåíèÿ áóäåò ÷èñëî 0.
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Ïðèìåð 8.1.

Íà ìíîæåñòâå êâàäðàòíûõ ìàòðèö âèäà
(

a 0
b 0

)
, ãäå

ýëåìåíòû a è b |äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, ëþáàÿ ìàòðèöà

âèäà
(

1 0
d 0

)
áóäåò ïðàâûì íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì ïî

îïåðàöèè óìíîæåíèÿ.(
a 0
b 0

) (
1 0
d 0

)
=

(
a 0
b 0

)
.

Ïðàâûõ íåéòðàëüíûõ ýëåìåíòîâ áåñêîíå÷íî ìíîãî.

Ëåâîãî íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà ïî ýòîé îïåðàöèè íåò (èíà÷å
ñóùåñòâîâàë áû åäèíñòâåííûé íåéòðàëüíûé ýëåìåíò ). #
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Îïðåäåëåíèå 8.4. Àëãåáðà (óíèâåðñàëüíàÿ
àëãåáðà,Ω -àëãåáðà) ñ÷èòàåòñÿ çàäàííîé, åñëè çàäà-
íû íåêîòîðîå ìíîæåñòâî A , íàçûâàåìîå íîñèòåëåì
äàííîé àëãåáðû, è íåêîòîðîå ìíîæåñòâî îïåðàöèé Ω íà
A , íàçûâàåìîå ñèãíàòóðîé äàííîé àëãåáðû.

Àëãåáðà | óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà ìíîæåñòâ A = (A, Ω) ,
ïåðâàÿ êîìïîíåíòà ýòîé ïàðû åñòü íîñèòåëü, à âòîðàÿ |
ñèãíàòóðà.

Ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ëþáîé îïåðàöèè îáÿçàòåëüíî äîë-
æåí ïðèíàäëåæàòü òîìó æå ìíîæåñòâó, ÷òî è åå àðãóìåíòû.
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Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî V3 âñåõ ñâîáîäíûõ âåêòîðîâ â
ïðîñòðàíñòâå è îïåðàöèþ ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ âåêòîðîâ.
Ýòî íå àëãåáðà, ò.ê. ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ
íå åñòü âåêòîð.

Ìíîæåñòâî V3 âñåõ ñâîáîäíûõ âåêòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå
è îïåðàöèÿ âåêòîðíîãî óìíîæåíèÿ âåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ
àëãåáðîé.

Ïàðà (R \ {0}, {:}) åñòü àëãåáðà.
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Ïðèìåð 8.2.
Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà M ìîæíî îïðåäåëèòü àëãåáðó

A2 =
(
2M×M ,

{
∪, ◦, −1

})
,

íîñèòåëåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ
ìíîæåñòâà óïîðÿäî÷åííûõ ïàð íà M , ò.å. ìíîæåñòâî âñåõ
áèíàðíûõ îòíîøåíèé íà ìíîæåñòâå M .
Ñèãíàòóðà ñîñòîèò èç îïåðàöèé îáúåäèíåíèÿ, êîìïîçèöèè
áèíàðíûõ îòíîøåíèé è âçÿòèÿ îáðàòíîãî îòíîøåíèÿ. #
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8.2. Ãðóïïîèäû,
ïîëóãðóïïû, ãðóïïû

Ðàññìîòðèì àëãåáðû, ñèãíàòóðû êîòîðûõ ñîñòîÿò èç îäíîé
áèíàðíîé îïåðàöèè. Ýòó îïåðàöèþ áóäåì îáîçíà÷àòü
òî÷êîé (·) è óñëîâíî íàçûâàòü â ýòîì ñëó÷àå óìíîæåíèåì.

Ãðóïïîèäîì íàçûâàþò ëþáóþ àëãåáðó G = (G, ·) ,
ñèãíàòóðà êîòîðîé ñîñòîèò èç îäíîé áèíàðíîé îïåðàöèè.
Â ãðóïïîèäå íà áèíàðíóþ îïåðàöèþ íåò íèêàêèõ îãðàíè-
÷åíèé.

Ãðóïïîèä (G, ·) íàçûâàþò ïîëóãðóïïîé, åñëè åãî îïå-
ðàöèÿ àññîöèàòèâíà, ò.å. äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a , b , c
íîñèòåëÿ G âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî a · (b · c) = (a · b) · c .
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Ãðóïïîèä G = (G, ·) íàçûâàþò ìîíîèäîì, åñëè åãî îïå-
ðàöèÿ àññîöèàòèâíà è îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñóùåñòâóåò
íåéòðàëüíûé ýëåìåíò.
Åãî íàçûâàþò íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì ìîíîèäà G èëè
åäèíèöåé ìîíîèäà è îáîçíà÷àþò 1 .

Ìîíîèä G = (G, ·) åñòü ïîëóãðóïïà, â êîòîðîé äëÿ
ëþáîãî a èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà a · 1 = 1 · a = a ,
ãäå 1 | íåéòðàëüíûé ýëåìåíò (åäèíèöà) ìîíîèäà.

Ïðè çàäàíèè ìîíîèäà ìîæíî â ñèãíàòóðå óêàçàòü òîëüêî
áèíàðíóþ îïåðàöèþ, îïèñàâ åå ñâîéñòâà äîïîëíèòåëüíî,
à ìîæíî âêëþ÷èòü â ñèãíàòóðó íóëüàðíóþ îïåðàöèþ |
íåéòðàëüíûé ýëåìåíò ìîíîèäà. Íà ïðàêòèêå èñïîëüçóþò
îáà ñïîñîáà.
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Ïðèìåð 8.3. à. (2A×A, ◦, idA) Ìíîæåñòâî âñåõ áèíàðíûõ
îòíîøåíèé íà ïðîèçâîëüíîì ìíîæåñòâå A ñ îïåðàöèåé
êîìïîçèöèè îòíîøåíèé áóäåò ìîíîèäîì.
Äëÿ ëþáûõ áèíàðíûõ îòíîøåíèé ρ , τ è σ íà ìíîæåñòâå
A èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà ρ ◦ (τ ◦ σ) = (ρ ◦ τ ) ◦ σ |
îïåðàöèÿ àññîöèàòèâíà.

Íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì áóäåò äèàãîíàëü ìíîæåñòâà A×
A , ïîñêîëüêó idA ◦ρ = ρ ◦ idA = ρ .
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Ãðóïïîèä G = (G, ·) íàçûâàþò ãðóïïîé, åñëè
1) îïåðàöèÿ · àññîöèàòèâíà,
2) ñóùåñòâóåò íåéòðàëüíûé ýëåìåíò (åäèíèöà) 1 îòíîñè-
òåëüíî óìíîæåíèÿ,
3) äëÿ êàæäîãî a ∈ G ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò a′ ∈ G ,
íàçûâàåìûé îáðàòíûì ê a , ÷òî a · a′ = a′ · a = 1 .
Ãðóïïà | ýòî ìîíîèä, â êîòîðîì äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà
ñóùåñòâóåò îáðàòíûé ýëåìåíò.
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Òåîðåìà 1. Â ëþáîé ãðóïïå G = (G, ·) äëÿ êàæäîãî
a ∈ G ýëåìåíò, îáðàòíûé ê a , åäèíñòâåííûé.

J Ïóñòü â ãðóïïå (G, ·) ñ åäèíèöåé 1 äëÿ íåêîòîðîãî a
ñóùåñòâóþò äâà ýëåìåíòà a′ è a′′ , îáðàòíûõ ê a .
Òîãäà a′ = a′ · 1 â ñèëó ñâîéñòâà åäèíèöû.
Òàê êàê 1 = a · a′′ , òî a′ = a′ · (a · a′′) .
Èñïîëüçóÿ àññîöèàòèâíîñòü è ó÷èòûâàÿ, ÷òî a′ |ýëåìåíò,
îáðàòíûé ê a , ïîëó÷èì

a′ · (a · a′′) = (a′ · a) · a′′ = 1 · a′′ = a′′. I
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Ïîëóãðóïïà, îïåðàöèÿ êîòîðîé êîììóòàòèâíà, íàçûâàåòñÿ
êîììóòàòèâíîé ïîëóãðóïïîé.

Ìîíîèä, îïåðàöèÿ êîòîðîãî êîììóòàòèâíà, íàçûâàåòñÿ
êîììóòàòèâíûé ìîíîèä.

Ñðåäè ãðóïï òàêæå âûäåëÿþò òå, áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ â
êîòîðûõ êîììóòàòèâíà, | êîììóòàòèâíûå (àáåëåâû)
ãðóïïû.

Â êîììóòàòèâíûõ ïîëóãðóïïàõ è ãðóïïàõ áèíàðíóþ îïåðà-
öèþ ÷àñòî îáîçíà÷àþò çíàêîì + è íàçûâàþò ñëîæåíèåì.
Íåéòðàëüíûé ýëåìåíò (åñëè îí ñóùåñòâóåò) îáîçíà÷àþò
çíàêîì 0 è íàçûâàþò íóëåì.
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Ñâîéñòâà îïåðàöèè âû÷èñëåíèÿ îáðàòíîãî ýëåìåíòà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü G = (G, ·) | ãðóïïà. Äëÿ ëþáûõ
ýëåìåíòîâ a, b ∈ G âåðíû òîæåñòâà

(a · b)−1 = b−1 · a−1; (1)
(a−1)−1 = a. (2)
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J Ïîêàæåì
(a · b)−1 = b−1 · a−1.

Â ñèëó àññîöèàòèâíîñòè óìíîæåíèÿ ãðóïïû èìååì

(a · b) · (b−1 · a−1) = ((a · b) · b−1) · a−1.

Èñïîëüçóÿ åùå ðàç àññîöèàòèâíîñòü, îïðåäåëåíèå ýëåìåí-
òà, îáðàòíîãî ê äàííîìó, è ñâîéñòâà åäèíèöû, ïîëó÷èì

((a · b) · b−1) · a−1 = a · (b · b−1) · a−1 = a · a−1 = 1.

Èòàê, (a · b) · (b−1 · a−1) = 1 | äëÿ a · b íàéäåí ïðàâûé
îáðàòíûé.
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Òî÷íî òàê æå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî (b−1 · a−1)(a · b) = 1 , ò.å.
íàéäåí ëåâûé îáðàòíûé.

Ïîýòîìó ýëåìåíò b−1 · a−1 ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ê ýëåìåíòó
a · b .
Îáðàòíûé ýëåìåíò åäèíñòâåííûé â ñèëó òåîðåìû î åäèí-
ñòâåííîñòè îáðàòíîãî ýëåìåíòà â ãðóïïå, è ïîýòîìó

(a · b)−1 = b−1 · a−1.
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Ðàâåíñòâî (a−1)−1 = a ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç
îïðåäåëåíèÿ ýëåìåíòà, îáðàòíîãî ê äàííîìó.

Äåéñòâèòåëüíî, îïðåäåëåíèå ýëåìåíòà a−1 , îáðàòíîãî ê
a , ðàâåíñòâîì a−1 · a = a · a−1 = 1 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê îïðåäåëåíèå (a−1)−1 | îáðàòíîãî ýëåìåíòà ê a−1 ,
êîòîðûì ÿâëÿåòñÿ, ñîãëàñíî ýòèì ðàâåíñòâàì, ýëåìåíò a .
Îáðàòíûé ýëåìåíò åäèíñòâåííûé â ñèëó òåîðåìû î
åäèíñòâåííîñòè îáðàòíîãî ýëåìåíòà â ãðóïïå, ò.å.
a = (a−1)−1 . I
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Òåîðåìà 3. Â ëþáîé ãðóïïå G = (G, ·, 1) ñïðàâåäëèâû
ëåâûé è ïðàâûé çàêîíû ñîêðàùåíèÿ:
åñëè a · x = a · y , òî x = y ,
åñëè x · a = y · a , òî x = y .

J Ïóñòü a · x = a · y .
Óìíîæèì îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåâà íà ýëåìåíò a−1 .
Ïîëó÷èì

a−1 · (a · x) = a−1 · (a · y)
â ñèëó àññîöèàòèâíîñòè (a−1 · a) · x = (a−1 · a) · y.
ïîñêîëüêó a−1 · a = 1 ⇒ 1 · x = 1 · y ⇒ x = y

Äîêàçàí ëåâûé çàêîí ñîêðàùåíèÿ. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâà-
åòñÿ è ïðàâûé çàêîí. I
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8.3. Ðåøåíèå óðàâíåíèé â ãðóïïå
Ïóñòü G = (G, ·, 1) | ãðóïïà, a , b | ôèêñèðîâàííûå
ýëåìåíòû G .
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ðåøåíèÿ óðàâíåíèé

a · x = b, (8.1)

x · a = b (8.2)

â ãðóïïå G .
ò.å. ïîèñêà âñåõ òàêèõ ýëåìåíòîâ x ∈ G , äëÿ êîòîðûõ
óðàâíåíèå (8.1) (èëè (8.2)) ïðåâðàùàåòñÿ â òîæäåñòâî.
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Òåîðåìà 4. Â ëþáîé ãðóïïå G óðàâíåíèÿ âèäà a · x =
b (8.1)
è x · a = b (8.2)
èìåþò ðåøåíèÿ, è ïðèòîì åäèíñòâåííûå.

J Ïîêàæåì, ÷òî x = a−1 · b åñòü ðåøåíèå (8.1).

a · (a−1 · b) = (a · a−1 · b) = b.

Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ.
Ïóñòü äëÿ ôèêñèðîâàííûõ a è b è íåêîòîðîãî x âûïîë-
íåíî ðàâåíñòâî a · x = b .
Â ãðóïïå äëÿ ëþáîãî a ñóùåñòâóåò è îäíîçíà÷íî îïðåäå-
ëåí ýëåìåíò a−1 , îáðàòíûé ê a .
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Óìíîæèì íà a−1 îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà è ïðåîáðàçóåì,
èñïîëüçóÿ àññîöèàòèâíîñòü îïåðàöèè â ãðóïïå.

a−1 · (a · x) = a−1 · b ⇒
⇒ (a−1 · a) · x = a−1 · b ⇒

⇒ 1 · x = a−1 · b ⇒
⇒ x = a−1 · b.

Ýòî ðåøåíèå åäèíñòâåííîå â ñèëó åäèíñòâåííîñòè îáðàò-
íîãî ýëåìåíòà.

Àíàëîãè÷íî èç x · a = b ïîëó÷àåì x = b · a−1 , è ýòî
ðåøåíèå òàêæå åäèíñòâåííîå. I
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ÄÎÏÎËÍÈÒÅËÜÍÛÉ
ÌÀÒÅÐÈÀË.
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Íóëü îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè
Ýëåìåíò 0 ìíîæåñòâà A íàçûâàþò ëåâûì (ïðàâûì)
íóëåì îòíîñèòåëüíî äàííîé îïåðàöèè ∗ , åñëè 0 ∗ x = 0
( x ∗ 0 = 0 ) äëÿ ëþáîãî x ∈ A .

Åñëè 0′ | ëåâûé íóëü, à 0′′ | ïðàâûé íóëü, òî îíè
ñîâïàäàþò.

Åñëè 0′ è 0′′ ñóùåñòâóþò, òî îíè ñîâïàäàþò, òàê êàê
0′ = 0′ ∗ 0′′ = 0′′ , è â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò ïðîñòî î íóëå
îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè.

Íóëü åäèíñòâåííûé è äëÿ íåãî îäíîâðåìåííî âûïîëíåíû
îáà ðàâåíñòâà 0 ∗ x = 0 è x ∗ 0 = 0 .
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Ïðèìåð 8.4. a. Íà ìíîæåñòâå öåëûõ ÷èñåë íóëåì
îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè óìíîæåíèÿ áóäåò ÷èñëî 0.

á. Íà ìíîæåñòâå êâàäðàòíûõ ìàòðèö âèäà
(

a 0
b 1

)
,

ãäå ýëåìåíòû a è b | äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, ëþáàÿ

ìàòðèöà âèäà
(

0 0
d 1

)
áóäåò ïðàâûì íóëåì îòíîñèòåëüíî

îïåðàöèè óìíîæåíèÿ.(
a 0
b 1

) (
0 0
d 1

)
=

(
0 0
d 1

)
.

Ëåâîãî íóëÿ â ýòîì ìíîæåñòâå íåò .

Ïðàâûõ íóëåé èìååòñÿ áîëüøå îäíîãî. #
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Ïðèìåðû àëãåáð.

Ïðèìåð 8.5. Àëãåáðà (Z+, +) , ãäå íîñèòåëü|ìíîæåñòâî
Z íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë, à ñèãíàòóðà ñîñòîèò èç
îäíîé îïåðàöèè ñëîæåíèÿ, åñòü êîììóòàòèâíûé ìîíîèä, â
êîòîðîì íåéòðàëüíûé ýëåìåíò | ýòî ÷èñëî 0.
Ñóììà äâóõ íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë åñòü öåëîå
íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ àññîöèàòèâíà,
êîììóòàòèâíà è äëÿ ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà n èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî n + 0 = n .

Ïðèìåð 8.6. Àëãåáðà (Z, ·) , ó êîòîðîé íîñèòåëåì
ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë, à ñèãíàòóðà ñîñòîèò èç
îäíîé îïåðàöèè óìíîæåíèÿ, åñòü êîììóòàòèâíûé ìîíîèä.
Íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì ýòîãî ìîíîèäà ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî 1.



• First • Prev • Next • Last • Go Back • Full Screen • Close • Quit

Ïðèìåð 8.7. Ïóñòü A | êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, à An |
ìíîæåñòâî êîðòåæåé äëèíû n . Íà ìíîæåñòâå âñåõ
êîðòåæåé A+ =

⋃
n≥1

An îïðåäåëèì îïåðàöèþ ñîåäèíåíèÿ

(êîíêàòåíàöèè) êîðòåæåé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(a1, . . . , am) · (b1, . . . , bk) = (a1, . . . , am, b1, . . . , bk).

Ââåäåííàÿ îïåðàöèÿ àññîöèàòèâíà, íî íå èìååò íåéòðàëü-
íîãî ýëåìåíòà. Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíà ïîëóãðóïïà, íî
íå ìîíîèä.
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×òîáû ïðåâðàòèòü ýòó ïîëóãðóïïó â ìîíîèä, ðàñøèðèì
íîñèòåëü ïîëóãðóïïû, ââåäÿ ïîíÿòèå íóëåâîé äåêàðòîâîé
ñòåïåíè A0 ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà A .
Ïîä A0 ïîíèìàþò îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî {λ} , åäèí-
ñòâåííûé ýëåìåíò êîòîðîãî íàçûâàþò ïóñòûì êîðòåæåì
Îáîçíà÷èâ A∗ = A0 ∪ A+ , ïî îïðåäåëåíèþ äëÿ ëþáîãî
x ∈ A∗ ïîëàãàåì x · λ = λ · x = x .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì àëãåáðó (A∗, ·) .
Ýòî ìîíîèä, ñ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì λ .
Ýòîò ìîíîèä íàçûâàþò ñâîáîäíûì ìîíîèäîì, ïîðîæäåí-
íûì ìíîæåñòâîì A .
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Àëãåáðû îäíîòèïíûå
Äëÿ àëãåáðû A = (A, Ω) îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω(n) ïîäìíî-
æåñòâî ñèãíàòóð Ω , ñîñòîÿùåå èç âñåõ n -àðíûõ îïåðàöèé.
Òîãäà Ω =

⋃
n≥0

Ω(n) .

Ðàññìîòðèì àëãåáðó

A1 =
(
2M ,

{
∪, ∩, \, ∆, , ∅, M

})
.

Íîñèòåëåì ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ïðîèç-
âîëüíî ôèêñèðîâàííîãî ìíîæåñòâà M . Ñèãíàòóðà ñî-
ñòîèò èç ñëåäóþùèõ îïåðàöèé íàä ìíîæåñòâàìè: îáúåäè-
íåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ, ðàçíîñòè, ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè,
äîïîëíåíèÿ, ïóñòîãî ìíîæåñòâà è ìíîæåñòâà M . Ïóñòîå
ìíîæåñòâî è ìíîæåñòâî M îïðåäåëÿþò íóëüàðíûå îïåðà-
öèè.
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Èìååì:
Ω(0) = {∅, M},
Ω(1) =

{ }
,

Ω(2) = {∪, ∩, \, ∆},
Ω(n) = ∅ ïðè n > 2.



• First • Prev • Next • Last • Go Back • Full Screen • Close • Quit

Îïðåäåëåíèå 8.5. Äâå àëãåáðû A1 = (A1, Ω1) è A2 =
(A2, Ω2) íàçûâàþò îäíîòèïíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ
áèåêöèÿ Ω1 íà Ω2 , ïðè êîòîðîé n -àðíàÿ îïåðàöèÿ èç Ω1
äëÿ ëþáîãî n ïåðåõîäèò â n -àðíóþ èç Ω2 .

Íåðåäêî ñèãíàòóðû îäíîòèïíûõ àëãåáð è ýëåìåíòû ýòèõ
ñèãíàòóð | îïåðàöèè | îáîçíà÷àþò îäèíàêîâî. Òàê, ìû
ïèøåì (R, +, ·, 0, 1) è (Q, +, ·, 0, 1) , õîòÿ ïåðâàÿ àë-
ãåáðà çàäàíà íà ìíîæåñòâå âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, à
âòîðàÿ | íà ìíîæåñòâå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, è, íàïðè-
ìåð, ñëîæåíèå â ïåðâîé àëãåáðå, ñòðîãî ãîâîðÿ, íå åñòü òà
æå ñàìàÿ îïåðàöèÿ, ÷òî ñëîæåíèå âî âòîðîé àëãåáðå. Â
îáùåì ñëó÷àå ìû ÷àñòî áóäåì ãîâîðèòü î ðàçëè÷íûõ (íî
îäíîòèïíûõ) Ω -àëãåáðàõ, çàäàííûõ íà ðàçíûõ íîñèòåëÿõ,
ïîíèìàÿ, ÷òî Ω åñòü îáùåå äëÿ âñåõ ýòèõ àëãåáð îáîçíà-
÷åíèå èõ ñèãíàòóð.
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Ïðèìåð 8.8. Àëãåáðà (2M , ∪, ∩, ∅, M) , çàäàííàÿ
íà ìíîæåñòâå âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà M , è àë-
ãåáðà A3 = (R, +, ·, 0, 1) , çàäàííàÿ íà ìíîæåñòâå
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, îäíîòèïíû.
Áèåêöèþ (âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå) ìåæäó èõ
ñèãíàòóðàìè, êîòîðàÿ ñîõðàíÿëà áû àðíîñòü îïåðàöèé,
ìîæíî îïðåäåëèòü è òàê:
∪ 7→ + , ∩ 7→ · , ∅ 7→ 0 , M 7→ 1 .
Óêàçàííûé ñïîñîá çàäàíèÿ áèåêöèè íå åäèíñòâåííûé.
Íàïðèìåð, åå ìîæíî îïðåäåëèòü òàê:
∪ 7→ · , ∩ 7→ + , ∅ 7→ 1 , M 7→ 0 .
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Íå ÿâëÿþòñÿ îäíîòèïíûìè è àëãåáðû
(
2M ,

)
è (N, +) ,

èáî â ïåðâîé àëãåáðå åäèíñòâåííàÿ îïåðàöèÿ åå ñèãíàòóðû
ÿâëÿåòñÿ óíàðíîé, à âî âòîðîé | áèíàðíîé. #


