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Ñóùåñòâóåò äâå ôîðìû çàïèñè áèíàðíîé îïåðàöèè ãðóïïû.
Â àääèòèâíîé çàïèñè îïåðàöèþ îáîçíà÷àþò çíàêîì + ,
íåéòðàëüíûé ýëåìåíò | çíàêîì 0 , ýëåìåíò, îáðàòíûé ê
a îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè + , çàïèñûâàþò â âèäå −a è
íàçûâàþò ïðîòèâîïîëîæíûì ê a .
Áèíàðíóþ îïåðàöèþ ãðóïïû â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàþò ñëî-
æåíèåì

Â ìóëüòèïëèêàòèâíîé çàïèñè îïåðàöèþ îáîçíà÷àþò çíà-
êîì · , íåéòðàëüíûé ýëåìåíò | çíàêîì 1 , ýëåìåíò, îáðàò-
íûé ê a , çàïèñûâàþò â âèäå a−1 .
Â ýòîì ñëó÷àå áèíàðíóþ îïåðàöèþ ãðóïïû íàçûâàþò
óìíîæåíèåì (òàêæå óìíîæåíèåì ãðóïïû èëè ãðóïïîâûì
óìíîæåíèåì), ýëåìåíò a · b |ïðîèçâåäåíèåì ýëåìåíòîâ
a è b , è çàïèñûâàþò â âèäå ab .
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Ïðèìåð 9.1. Àëãåáðà (Z, +) | êîììóòàòèâíàÿ ãðóïïà.
Íà ìíîæåñòâå öåëûõ ÷èñåë îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ àññîöèàòèâ-
íà è êîììóòàòèâíà.
×èñëî 0 åñòü íåéòðàëüíûé ýëåìåíò.
Äëÿ êàæäîãî öåëîãî ÷èñëà n ñóùåñòâóåò îáðàòíûé ïî
ñëîæåíèþ ýëåìåíò, ÷èñëî −n , ïðîòèâîïîëîæíîå n .
Ðàññìàòðèâàåìóþ ãðóïïó íàçûâàþò àääèòèâíîé ãðóïïîé
öåëûõ ÷èñåë.
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Ïðèìåð 9.2. Ìíîæåñòâî âñåõ áèåêöèé íåêîòîðîãî ìíîæå-
ñòâà A íà ñåáÿ ñ îïåðàöèåé êîìïîçèöèè îòîáðàæåíèé åñòü
ãðóïïà.
Êîìïîçèöèÿ äâóõ áèåêöèé åñòü áèåêöèÿ.
Îïåðàöèÿ êîìïîçèöèè àññîöèàòèâíà.
Íåéòðàëüíûé ýëåìåíò | òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå
idA | åñòü áèåêöèÿ.
Äëÿ âñÿêîé áèåêöèè f : A → A îòîáðàæåíèå f−1 ,
îáðàòíîå áèåêöèè f , îïðåäåëåíî, ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé è
âûïîëíåíû ðàâåíñòâà f ◦ f−1 = f−1 ◦ f = idA .

Ýòó ãðóïïó íàçûâàþò ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïîé ìíîæå-
ñòâà A .

Åñëè ìíîæåñòâî A êîíå÷íî, | ãðóïïîé ïîäñòàíîâîê
ìíîæåñòâà A .
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Ïðèìåð 9.3.
Àëãåáðû (Q \ {0}, ·) è (R \ {0}, ·) åñòü êîììóòàòèâíûå
ãðóïïû.
Èõ íàçûâàþò
ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïîé ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë
è ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïîé äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë
ñîîòâåòñòâåííî.

Â êàæäîé èç íèõ ÷èñëî 1 åñòü íåéòðàëüíûé ýëåìåíò
(åäèíèöà) ãðóïïû.
Îáðàòíûé ê ÷èñëó x ïî îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ýëåìåíò x−1

åñòü ÷èñëî x−1 = 1/x .
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Ïðèìåð 9.4.
Ðàññìîòðèì àëãåáðó Z+

k = ({0, 1, . . . , k − 1}, ⊕k). Îïå-
ðàöèÿ ⊕k (ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ k ) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:
äëÿ ëþáûõ äâóõ m è n ÷èñëî m⊕kn , íàçûâàåìîå ñóììîé
÷èñåë m è n ïî ìîäóëþ k , ðàâíî îñòàòêó îò äåëåíèÿ
àðèôìåòè÷åñêîé ñóììû m + n íà k .

Ýòà àëãåáðà ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîé ãðóïïîé. Åå íàçûâàþò
àääèòèâíîé ãðóïïîé âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ k .

Íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì ñëóæèò ÷èñëî 0.

Îáðàòíûì ê ÷èñëó n áóäåò k − n , ò.ê. n⊕k (k − n) = 0 .
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Ïðèìåð 9.5. Ìíîæåñòâî âñåõ íåâûðîæäåííûõ (ò.å. èìåþ-
ùèõ íåíóëåâîé îïðåäåëèòåëü) ÷èñëîâûõ êâàäðàòíûõìàòðèö
ïîðÿäêà n ñ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ ãðóï-
ïîé.

Ïðîèçâåäåíèå äâóõ íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö ñíîâà åñòü
íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà.

Åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n íåâûðîæäåííàÿ.

Ìàòðèöà, îáðàòíàÿ ê íåâûðîæäåííîé, òàêæå ÿâëÿåòñÿ íåâû-
ðîæäåííîé.
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Ïðè èñïîëüçîâàíèè àääèòèâíîé çàïèñè îïåðàöèè äëÿ êîì-
ìóòàòèâíîé ãðóïïû G = (G, +, 0) óðàâíåíèÿ a + x = b ,
x + a = b ñâîäÿòñÿ ê îäíîìó:

a + x = b,

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ åñòü x = b + (−a) .

Ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà â êîììóòàòèâíîé ãðóïïå
íàçûâàþò ðàçíîñòüþ ýëåìåíòîâ b è a è îáçíà÷àþò b− a .

Îïåðàöèþ, ñîïîñòàâëÿþùóþ óïîðÿäî÷åííîé ïàðå (a, b)
ðàçíîñòü b− a , íàçûâàþò îïåðàöèåé âû÷èòàíèÿ.

Ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â
êîììóòàòèâíîé ãðóïïå ìîæíî çàïèñàòü òàê: x = b− a .
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9.1. Ãðóïïà ïîäñòàíîâîê
Ðàññìîòðèì âçàèìíîîäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå n -ýëåìåíò-
íîãî ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , n} â ñåáÿ (áèåêöèþ). Òàêóþ
áèåêöèþ íàçûâàþò ïîäñòàíîâêîé ýòîãî ìíîæåñòâà.

σ =

(
1 2 . . . n
α1 α2 . . . αn

)
.

Îáðàç 1 (ïðè îòîáðàæåíèè σ ) åñòü α1 , îáðàç 2 åñòü α2 ,
. . . , îáðàç n åñòü αn .
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Öèêëîì äëèíû k íàçûâàþò ïîäñòàíîâêó, êîòîðàÿ îòîáðà-
æàåò β1 â β2 , β2 â β3 , . . . , βk−1 â βk , à βk â β1 , ãäå
βi ∈ {1, . . . , n} , i = 1, . . . , k è âñå βi ïîïàðíî ðàçëè÷íû,
à âñå ýëåìåíòû, îòëè÷íûå îò β1 , . . . , βk , îòîáðàæàþòñÿ
ñàìè â ñåáÿ.
Öèêë çàïèñûâàþò åå â âèäå (β1 β2 . . . βk) .

Íàïðèìåð, ïîäñòàíîâêó èç ãðóïïû S4(
1 2 3 4
3 2 4 1

)
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå (1 3 4) .

Öèêë äëèíû 2 íàçûâàþò òðàíñïîçèöèåé.
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Îáðàòíàÿ ïîäñòàíîâêà
Ïîäñòàíîâêà, îáðàòíàÿ ïîäñòàíîâêå(

1 2 . . . n
α1 α2 . . . αn

)
,

åñòü ïîäñòàíîâêà, êîòîðàÿ îòîáðàæàåò α1 â 1, α2 â 2, . . .
αn â n . Îòìåòèì, ÷òî ïðè çàïèñè îáðàòíîé ïîäñòàíîâêè
ýëåìåíòû ïåðâîé ñòðîêè òåì íå ìåíåå çàïèñûâàþòñÿ â
îáû÷íîì ïîðÿäêå: 1 , . . . , n .
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Ðåøåíèå óðàâíåíèé â ãðóïïå ïîäñòàíîâîê
Â ãðóïïå S3 ðåøèì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:(

1 2 3
3 1 2

)
◦ X =

(
1 2 3
2 3 1

)
.

Óìíîæèâ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ ñëåâà íà(
1 2 3
3 1 2

)−1

=

(
1 2 3
2 3 1

)
,

ïîëó÷èì

X =

(
1 2 3
2 3 1

)
◦

(
1 2 3
2 3 1

)
.

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

X =

(
1 2 3
3 1 2

)
.
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9.2. Êîëüöà, òåëà, ïîëÿ
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Îïðåäåëåíèå 9.1. Êîëüöîì íàçûâàþò àëãåáðó

R = (R, +, ·, 0, 1),

ñèãíàòóðà êîòîðîé ñîñòîèò èç äâóõ áèíàðíûõ è äâóõ íóëüàð-
íûõ îïåðàöèé, ïðè÷åì äëÿ ëþáûõ a, b, c ∈ R âûïîëíÿþò-
ñÿ ðàâåíñòâà:
1) a + (b + c) = (a + b) + c ;
2) a + b = b + a ;
3) a + 0 = a ;
4) äëÿ êàæäîãî a ∈ R ñóùåñòâóåò ýëåìåíò a′ , òàêîé, ÷òî
a + a′ = 0 ;
5) a · (b · c) = (a · b) · c ;
6) a · 1 = 1 · a = a ;
7) a · (b + c) = a · b + a · c , (b + c) · a = b · a + c · a .
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Îïåðàöèþ + íàçûâàþò ñëîæåíèåì êîëüöà.
Îïåðàöèþ · | óìíîæåíèåì êîëüöà.
Ýëåìåíò 0 | íóëåì êîëüöà.
ýëåìåíò 1 | åäèíèöåé êîëüöà.

Ðàâåíñòâà 1{7, óêàçàííûå â îïðåäåëåíèè, íàçûâàþò
àêñèîìàìè êîëüöà.
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Àêñèîìû êîëüöà 1{4 îçíà÷àþò, ÷òî àëãåáðà (R, +, 0) ,
ñèãíàòóðà êîòîðîé ñîñòîèò òîëüêî èç îïåðàöèé ñëîæåíèÿ
êîëüöà + è íóëÿ êîëüöà 0 , ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé.
Ýòó ãðóïïó íàçûâàþò àääèòèâíîé ãðóïïîé êîëüöà R
Àêñèîìû êîëüöà 5 è 6 ïîêàçûâàþò, ÷òî àëãåáðà (R, ·, 1) ,
ñèãíàòóðà êîòîðîé âêëþ÷àåò òîëüêî óìíîæåíèå êîëüöà · è
åäèíèöó êîëüöà 1 , åñòü ìîíîèä.
Ýòîò ìîíîèä íàçûâàþò ìóëüòèïëèêàòèâíûì ìîíîèäîì
êîëüöà R
Àêñèîìà 7 óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó ñëîæåíèåì êîëüöà è
óìíîæåíèåì êîëüöà. Îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ äèñòðèáóòèâíà
îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñëîæåíèÿ.
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Êîëüöî | ýòî àëãåáðà ñ äâóìÿ áèíàðíûìè è äâóìÿ íóëüàð-
íûìè îïåðàöèÿìè R = (R, +, ·, 0, 1) , òàêàÿ, ÷òî:
1) àëãåáðà (R, +, 0) | êîììóòàòèâíàÿ ãðóïïà;
2) àëãåáðà (R, ·, 1) | ìîíîèä;
3) îïåðàöèÿ · (óìíîæåíèÿ êîëüöà) äèñòðèáóòèâíà îòíîñè-
òåëüíî îïåðàöèè + (ñëîæåíèÿ êîëüöà).

Îïðåäåëåíèå 9.2. Êîëüöî íàçûâàþòêîììóòàòèâíûì, åñëè
åãî îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ êîììóòàòèâíà.
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Ïðèìåð 9.6.
à. Àëãåáðà (Z, +, ·, 0, 1) åñòü êîììóòàòèâíîå êîëüöî.
Îòìåòèì, ÷òî àëãåáðà (N, +, ·) êîëüöîì íå áóäåò, ïîñêîëü-
êó (N, +) | êîììóòàòèâíàÿ ïîëóãðóïïà, íî íå ãðóïïà.

á. Ðàññìîòðèì àëãåáðó

Zk = ({0, 1, . . . , k − 1}, ⊕k, �k, 0, 1)

( k ≥ 1 ) ñ îïåðàöèåé ⊕k ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ k è �k

(óìíîæåíèÿ ïî ìîäóëþ k ).
Îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ïî ìîäóëþ k àíàëîãè÷íà îïåðàöèè
ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ k : m�k n ðàâíî îñòàòêó îò äåëåíèÿ
íà k ÷èñëà m · n .
Ýòà àëãåáðà åñòü êîììóòàòèâíîå êîëüöî, êîòîðîå íàçûâàþò
êîëüöîì âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ k .
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Ïðèìåð 9.7. à. Àëãåáðà (2A, 4, ∩, ∅, A) | êîììó-
òàòèâíîå êîëüöî. Ýòî ñëåäóåò èç ñâîéñòâ ïåðåñå÷åíèÿ è
ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè ìíîæåñòâ.

á. Ìíîæåñòâî âñåõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ôèêñèðîâàííîãî
ïîðÿäêà ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ìàòðèö |
íåêîììóòàòèâíîå êîëüöî.
Åäèíèöåé ýòîãî êîëüöà ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, à
íóëåì | íóëåâàÿ.
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Òåîðåìà 1. Â ëþáîì êîëüöå âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå
òîæäåñòâà:
1 0 · a = a · 0 = 0 ;
2 (−a) · b = −(a · b) = a · (−b) ;
3 (a− b) · c = a · c− b · c , c · (a− b) = c · a− c · b .
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J Äîêàæåì òîæäåñòâî 0 · a = 0 (1).

∀ a (a + 0 · a = 1 · a + 0 · a =
(1 + 0) · a = 1 · a = a).

Â àääèòèâíîé ãðóïïå êîëüöà ïîëó÷èëè óðàâíåíèå

a + 0 · a = a

îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîãî ýëåìåíòà 0 · a .
Â àääèòèâíîé ãðóïïå ëþáîå óðàâíåíèå âèäà a + x = b
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x = b− a .
0 · a = a− a = 0 .

Òîæäåñòâî a · 0 = 0 äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
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Äîêàæåì òîæäåñòâî −(a · b) = a · (−b) (2). Èìååì

a · (−b) + a · b = a · ((−b) + b) = a · 0 = 0⇒
⇒ a · (−b) = −(a · b)

(−a) · b = −(a · b) ìîæíî äîêàçàòü òî÷íî òàê æå.

Äîêàæåì òîæäåñòâà (3).
Ðàññìîòðèì (a− b) · c = a · c− b · c .
Ñ ó÷åòîì äîêàçàííîãî âûøå èìååì

a · (b− c) = a · (b + (−c)) = a · b + a · (−c) = a · b− a · c,

ò.å. òîæäåñòâî ñïðàâåäëèâî.
Òîæäåñòâî c · (a − b) = c · a − c · b äîêàçûâàåòñÿ
àíàëîãè÷íî. I
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Ñëåäñòâèå 9.1. Â ëþáîì êîëüöå ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

(−1) · x = x · (−1) = −x.

J Óêàçàííîå ñëåäñòâèå âûòåêàåò èç âòîðîãî òîæäåñòâà
òåîðåìû 1 ïðè a = 1 è b = x . I

Ïåðâûå äâà òîæäåñòâà â òåîðåìå âûðàæàþò ñâîéñòâî,
íàçûâàåìîå àííóëèðóþùèì ñâîéñòâîì íóëÿ â êîëüöå.

Òîæäåñòâà (3) òåîðåìû 1 âûðàæàåò ñâîéñòâî äèñòðèáóòèâ-
íîñòè îïåðàöèè óìíîæåíèÿ êîëüöà îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè
âû÷èòàíèÿ.

Â ëþáîì êîëüöå ïðîèçâîäÿ âû÷èñëåíèÿ , ìîæíî ðàñêðûâàòü
ñêîáêè è ìåíÿòü çíàêè òàê æå, êàê è ïðè ñëîæåíèè,
âû÷èòàíèè è óìíîæåíèè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
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Îïðåäåëåíèå 9.3. Íåíóëåâûå ýëåìåíòû a è b êîëüöà R
íàçûâàþò äåëèòåëÿìè íóëÿ, åñëè a · b = 0 èëè b · a = 0 .

Ïðèìåð 9.8. Êîëüöî âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ k , åñëè k |
ñîñòàâíîå ÷èñëî.
Â ýòîì ñëó÷àå ïðîèçâåäåíèå ïî ìîäóëþ k ëþáûõ m è
n , äàþùèõ ïðè îáû÷íîì ïåðåìíîæåíèè ÷èñëî, êðàòíîå k ,
áóäåò ðàâíî íóëþ.
Â êîëüöå âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 6 ýëåìåíòû 2 è 3 ÿâëÿþòñÿ
äåëèòåëÿìè íóëÿ, ïîñêîëüêó 2�6 3 = 0 .
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Ïðèìåð 9.9. Êîëüöî êâàäðàòíûõ ìàòðèö ôèêñèðîâàííîãî
ïîðÿäêà (íå ìåíüøåãî äâóõ).
Íàïðèìåð, äëÿ ìàòðèö âòîðîãî ïîðÿäêà èìååì(

0 a
0 0

) (
0 b
0 0

)
=

(
0 0
0 0

)
.

Ïðè îòëè÷íûõ îò íóëÿ a è b ïðèâåäåííûå ìàòðèöû
ÿâëÿþòñÿ äåëèòåëÿìè íóëÿ.
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Îïðåäåëåíèå 9.4. Êîëüöî, â êîòîðîì ìíîæåñòâî âñåõ íåíó-
ëåâûõ ýëåìåíòîâ ïî óìíîæåíèþ îáðàçóåò ãðóïïó, íàçûâàþò
òåëîì.

Îïðåäåëåíèå 9.5. Êîììóòàòèâíîå òåëî íàçûâàþò ïîëåì,
à ãðóïïó íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ òåëà (ïîëÿ) ïî óìíîæåíèþ
|ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïîé ýòîãî òåëà(ïîëÿ).

Ïîëå åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé êîëüöà, â êîòîðîì îïåðàöèè
îáëàäàþò äîïîëíèòåëüíûìè ñâîéñòâàìè.
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Àêñèîìû ïîëÿ
Ïîëå åñòü àëãåáðà F = (F, +, ·, 0, 1) , ñèãíàòóða êîòîðîé
ñîñòîèò èç äâóõ áèíàðíûõ è äâóõ íóëüàðíûõ îïåðàöèé,
ïðè÷åì ñïðàâåäëèâû òîæäåñòâà:
1) a + (b + c) = (a + b) + c ;
2) a + b = b + a ;
3) a + 0 = a ;
4) äëÿ êàæäîãî a ∈ F ñóùåñòâóåò ýëåìåíò −a , òàêîé, ÷òî
a + (−a) = 0 ;
5) a · (b · c) = (a · b) · c ;
6) a · b = b · a ;
7) a · 1 = 1 · a = a ;
8) äëÿ êàæäîãî a ∈ F , îòëè÷íîãî îò 0 , ñóùåñòâóåò ýëåìåíò
a−1 , òàêîé, ÷òî a · a−1 = 1 ;
9) a · (b + c) = a · b + a · c .
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Ïðèìåð 9.10.
à. Àëãåáðà (Q, , +, ·, 0, 1) åñòü ïîëå, íàçûâàåìîå ïîëåì
ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.

á. Àëãåáðû (R, +, ·, 0, 1) è (C, +, ·, 0, 1) åñòü ïîëÿ,
íàçûâàåìûå ïîëÿìè äåéñòâèòåëüíûõ è êîìïëåêñíûõ
÷èñåë ñîîòâåòñòâåííî.
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9.3. Îáëàñòè öåëîñòíîñòè
Îáëàñòüþ öåëîñòíîñòè íàçûâàþò êîììóòàòèâíîå êîëüöî
áåç äåëèòåëåé íóëÿ.

Òàê, êîëüöî öåëûõ ÷èñåë åñòü îáëàñòü öåëîñòíîñòè.

Óòâåðæäåíèå 9.1. Åñëè A | êîíå÷íîå ìíîæåñòâî è
f : A → A | èíúåêöèÿ, òî îíà ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêöèåé è
ñëåäîâàòåëüíî áèåêöèåé

Òåîðåìà 2. Êîíå÷íàÿ îáëàñòü öåëîñòíîñòè ÿâëÿåòñÿ ïîëåì.
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J Ïîëå | ýòî êîëüöî, óìíîæåíèå êîòîðîãî êîììóòàòèâ-
íî, êàæäûé íåíóëåâîé ýëåìåíò a èìååò îáðàòíûé ýëåìåíò
îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ.
Îáëàñòü öåëîñòíîñòè ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíûì êîëüöîì
áåç äåëèòåëåé íóëÿ.
Äîêàæåì, ÷òî äëÿ êîíå÷íîé îáëàñòè öåëîñòíîñòè ëþáîé
íåíóëåâîé ýëåìåíò îáðàòèì, ò.å.

∀ (a 6= 0)∃x (åäèíñòâåííûé) | a · x = 1.
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Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò a 6= 0 .
Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå fa ìíîæåñòâà âñåõ íåíóëåâûõ
ýëåìåíòîâ â ñåáÿ ïî ôîðìóëå fa(x) = a · x
( a · x 6= 0 â îáëàñòè öåëîñòíîñòè ïðè a 6= 0 è x 6= 0 ).
Äîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå fa | èíúåêöèÿ (êàæäûé ýëå-
ìåíò èç îáëàñòè çíà÷åíèé èìååò åäèíñòâåííûé ïðîîáðàç).

a · x = a · y ⇒ a · (x− y) = 0⇒
⇒ x− y = 0 (ò.ê. äåëèòåëè íóëÿ îòñóòñòâóþò) ⇒ x = y

Ìíîæåñòâî íîñèòåëü ïî óñëîâèþ òåîðåìû êîíå÷åíî, ñëåäî-
âàòåëüíî, fa | áèåêöèÿ (óòâåðæäåíèå 9.1).
Ïîýòîìó ∀(y) ∃( åäèíñòâåííûé x)| y = a · x .
Â ÷àñòíîñòè, ïðè y = 1 ðàâåíñòâî a·x = 1 âûïîëíåíî äëÿ
íåêîòîðîãî îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííîãî x , ò.å. x = a−1 . I
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Ñëåäñòâèÿ òåîðåìû 2.

Ñëåäñòâèå 9.2. Êîëüöî Zp âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ p ÿâëÿåòñÿ
ïîëåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p | ïðîñòîå ÷èñëî.

J Ïóñòü Zp ÿâëÿåòñÿ ïîëåì. Ïîêàæåì, ÷òî p | ïðîñòîå
÷èñëî.
Ïðåäïîëîæèì | p ñîñòàâíîå.
Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå k è l , 0 < k ≤ p−1; 0 < l ≤ p−1 ,
÷òî p = k · l ⇒
k · l = 0 (mod p) ⇒ k è l |äåëèòåëè íóëÿ â êîëüöå Zp .
Ñëåäîâàòåëüíî, Zp | íå ïîëå.
×èñëî p íå ìîæåò áûòü ñîñòàâíûì.
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Ïóñòü p | ïðîñòîå ÷èñëî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî m · n = 0 (mod p) , ò.å. ýëåìåíòû m
è n êîëüöà Zp áóäóò äåëèòåëÿìè íóëÿ (êîëüöî íå îáëàñòü
öåëîñòíîñòè).
p | ïðîñòîå ÷èñëî è (m · n = 0 (mod p)) ⇒
( (m = 0 (mod p)) ∨ (n = 0 (mod p)) )
Ò.ê. ((0 ≤ m ≤ p − 1) ∧ (0 ≤ n ≤ p − 1)) ⇒ (m =
0) ∨ (n = 0) . Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ïðîñòîì p äåëèòåëåé
íóëÿ íåò.
Êîëüöî Zp ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé îáëàñòüþ öåëîñòíîñòè è ïî
òåîðåìå 2 | ïîëåì. I
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Ìàòåðèàë äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî èçó÷åíèÿ
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9.4. Öèêëè÷åñêàÿ ïîëóãðóïïà
Â ñâîáîäíîì ìîíîèäå, ïîðîæäåííîì íåêîòîðûì êîíå÷íûì
ìíîæåñòâîì, îáà çàêîíà ñîêðàùåíèÿ ñïðàâåäëèâû, íî íèêà-
êèõ îáðàòíûõ ýëåìåíòîâ íå ñóùåñòâóåò.
Â ïîëóãðóïïå ìîæíî óìíîæàòü ëþáîé ýëåìåíò a ñàì íà
ñåáÿ, ïðè÷åì â ñèëó àññîöèàòèâíîñòè îïåðàöèè ïîëóãðóïïû
ýëåìåíò a · a · . . . · a︸ ︷︷ ︸

n RAZ

îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî.

Ýòîò ýëåìåíò íàçûâàþò n -é ñòåïåíüþ ýëåìåíòà a è
îáîçíà÷àþò an .
Ïðè ýòîì a1 = a , an = a · an−1 , n = 2 , 3 , . . .

Â ìîíîèäå ââîäÿò òàêæå íóëåâóþ ñòåïåíü ýëåìåíòà, ïîëàãàÿ
a0 = 1 .
Åñëè (A, ·, 1) |ãðóïïà, òî ìîæíî ââåñòè è îòðèöàòåëüíûå
ñòåïåíè ýëåìåíòà ñîãëàñíî ðàâåíñòâó a−n = (a−1)n , n =
1 , 2 , . . .
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Ñôîðìóëèðóåì óòâåðæäåíèÿ î ñâîéñòâàõ ñòåïåíåé (áåç
äîêàçàòåëüñòâà).

Óòâåðæäåíèå 9.2. Äëÿ ëþáîé ïîëóãðóïïû am ·an = am+n ,
(am)

n
= amn (m , n ∈ N ).

Óòâåðæäåíèå 9.3. Äëÿ ëþáîé ãðóïïû a−n = (an)−1

(n ∈ N) , am · an = am+n , (am)
n

= amn (m , n ∈ Z ).

Îïðåäåëåíèå 9.6. Ïîëóãðóïïó (â ÷àñòíîñòè, ãðóïïó) (A, ·)
íàçûâàþò öèêëè÷åñêîé, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò
a , ÷òî ëþáîé ýëåìåíò x ïîëóãðóïïû ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé
(öåëîé) ñòåïåíüþ ýëåìåíòà a .
Ýëåìåíò a íàçûâàþò îáðàçóþùèì ýëåìåíòîì ïîëóãðóï-
ïû (ãðóïïû).



• First • Prev • Next • Last • Go Back • Full Screen • Close • Quit

Ïðèìåð 9.11. à. Ïîëóãðóïïà (N, +) öèêëè÷åñêàÿ, ñ îáðà-
çóþùèì ýëåìåíòîì 1 . Ïðè àääèòèâíîé çàïèñè áèíàðíîé
îïåðàöèè âîçâåäåíèå ýëåìåíòà a â ïîëîæèòåëüíóþ ñòåïåíü
n åñòü ñóììà n ýòèõ ýëåìåíòîâ, è ýòî çàïèñûâàþò n·a (èëè
na , áåç çíàêà óìíîæåíèÿ).
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á. Ãðóïïà (Z, +, 0) òàêæå öèêëè÷åñêàÿ. Äëÿ íåå
îáðàçóþùèìè ýëåìåíòàìè ìîãóò áûòü 1 è −1 .
Ðàññìîòðèì ýëåìåíò 1 . Òîãäà 0 · 1 = 0 , n · 1 =
1 + . . . + 1︸ ︷︷ ︸

n RAZ

= n ( n > 0 ) è (−1) · 1 = −1 , (−n) · 1 =

n · (−1) = (−1) + . . . + (−1)︸ ︷︷ ︸
n RAZ

= −n ( n > 0 ).

Åñëè â êà÷åñòâå îáðàçóþùåãî âçÿòü ýëåìåíò −1 , òî 0 ·
(−1) = 0 , îòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà ïîëó÷àþòñÿ êàê
ïîëîæèòåëüíûå

"
ñòåïåíè\ −1 , à ïîëîæèòåëüíûå | êàê

îòðèöàòåëüíûå
"
ñòåïåíè\ −1 . Íàïðèìåð, (−2)·(−1) = 2 ,

4 · (−1) = −4 .
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â. Ãðóïïà (Z3, ⊕3, 0) âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 3 öèêëè÷åñêàÿ,
ïðè÷åì ëþáîé åå íåíóëåâîé ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùèì.
Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ 1 èìååì 1⊕3 1 = 2 , 1⊕3 1⊕3 1 = 0 ,
à äëÿ 2 ïîëó÷èì 22 = 2⊕3 2 = 1 , 2⊕3 2⊕3 2 = 0 . #
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Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ñòðîåíèå êîíå÷íûõ öèêëè÷åñêèõ
ãðóïï, èñïîëüçóÿ ìóëüòèïëèêàòèâíóþ çàïèñü áèíàðíîé
îïåðàöèè.
Âñïîìíèì, êîíå÷íàÿ àëãåáðà (êîíå÷íàÿ ãðóïïà, â ÷àñòíî-
ñòè) | ýòî àëãåáðà, íîñèòåëü êîòîðîé | êîíå÷íîå ìíîæå-
ñòâî.
Ïîðÿäêîìêîíå÷íîé ãðóïïû íàçûâàþò êîëè÷åñòâî ýëåìåí-
òîâ â ýòîé ãðóïïå.
Íàïðèìåð, àääèòèâíàÿ ãðóïïà âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ k èìååò
ïîðÿäîê k .
Ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ñòåïåíè n , ò.å. ãðóïïà ïîäñòàíîâîê
Sn , èìååò ïîðÿäîê n! .
Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ p , ãäå p |
ïðîñòîå ÷èñëî, èìååò ïîðÿäîê p− 1 .

Ïîðÿäîê ýëåìåíòà a öèêëè÷åñêîé ãðóïïû| ýòî íàèìåíü-
øåå ïîëîæèòåëüíîå n , òàêîå, ÷òî an = 1 .
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Òåîðåìà 3. Ïîðÿäîê îáðàçóþùåãî ýëåìåíòà êîíå÷íîé
öèêëè÷åñêîé ãðóïïû ðàâåí ïîðÿäêó ñàìîé ãðóïïû.

J Ïóñòü G = (G, ·, 1) | êîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà
ñ îáðàçóþùèì ýëåìåíòîì a è n > 0 | ïîðÿäîê ýòîãî
ýëåìåíòà.
Òîãäà âñå ñòåïåíè a0 = 1 , a1 = a , . . . , an−1 ïîïàðíî
ðàçëè÷íû.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ak = al , 0 < l < k < n , òî
ak−l = ak+(−l) = aka−l = ala−l = al−l = 1 .
Ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì n êàê ïîðÿäêà ýëåìåíòà
a , ïîñêîëüêó k− l < n (íàéäåíà ñòåïåíü, ìåíüøàÿ n , ïðè
âîçâåäåíèè â êîòîðóþ ýëåìåíòà a ïîëó÷èòñÿ åäèíèöà).
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Äîêàæåì, ÷òî ëþáàÿ ñòåïåíü ýëåìåíòà a ïðèíàäëåæèò
ìíîæåñòâó {1, a, . . . , an−1} .

∀(m ∈ Z) ∃(n, k ∈ Z)| (m = kn+q), ãäå (q ∈ Z ∧0 ≤ q < n)

Òîãäà

am = akn+q = akn·aq = (an)k·aq = 1·aq = aq ∈
{
1, a, . . . , an−1

}
.

Ïîñêîëüêó êàæäûé ýëåìåíò ãðóïïû G åñòü íåêîòîðàÿ
ñòåïåíü ýëåìåíòà a , òî G = {1, a, . . . , an−1} è ïîðÿäîê
ãðóïïû ðàâåí n . I
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Èç äîêàçàííîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî â áåñêîíå÷íîé öè-
êëè÷åñêîé ãðóïïå íå ñóùåñòâóåò òàêîãî n > 0 , ÷òî äëÿ
îáðàçóþùåãî ýëåìåíòà a ãðóïïû âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
an = 1 .
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9.5. Ïîäãðóïïû.
Ïóñòü G = (G, ∗) | ïðîèçâîëüíûé ãðóïïîèä è H ⊆ G
| íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà G .
Ðàññìîòðèì ñâîéñòâà áèíàðíîé îïåðàöèè ∗ ãðóïïîèäà G
íà ïîäìíîæåñòâå H .

Îïðåäåëåíèå 9.7. Ìíîæåñòâî H ⊆ G çàìêíóòî
îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ∗ , åñëè x ∗ y ∈ H äëÿ ëþáûõ
x , y ∈ H .

Â ýòîì ñëó÷àå ïîäìíîæåñòâî H ñ îïåðàöèåé ∗ áóäåò
ãðóïïîèäîì H = (H, ∗) . Åãî íàçûâàþò ïîäãðóïïîèäîì
ãðóïïîèäà G .
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Åñëè ïîäìíîæåñòâî H çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî áèíàðíîé
îïåðàöèè ∗ è ýòà áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ àññîöèàòèâíà íà
ìíîæåñòâå G , òî îïåðàöèÿ îñòàíåòñÿ àññîöèàòèâíîé è ïðè
åå îãðàíè÷åíèè íà ïîäìíîæåñòâî H .
Åñëè ãðóïïîèä G ÿâëÿåòñÿ ïîëóãðóïïîé, òî è âñÿêèé åãî
ïîäãðóïïîèä áóäåò ïîëóãðóïïîé, íàçûâàåìîé ïîäïîëóãðóï-
ïîé ïîëóãðóïïû G .
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Îäíàêî â ñëó÷àå, êîãäà ãðóïïîèä ÿâëÿåòñÿ ìîíîèäîì (ãðóï-
ïîé), óæå íåëüçÿ óòâåðæäàòü, ÷òî ëþáîé ïîäãðóïïîèä ÿâëÿ-
åòñÿ òàêæå ìîíîèäîì (ãðóïïîé).

Ïðèìåð 9.12. Ðàññìîòðèì ãðóïïîèä |àääèòèâíóþ ãðóï-
ïó öåëûõ ÷èñåë (Z, +) .
Âûäåëèì â ìíîæåñòâå öåëûõ ÷èñåë ïîäìíîæåñòâî N íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë. Ýòî ïîäìíîæåñòâî çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî
îïåðàöèèè ñëîæåíèÿ + , ãðóïïîèä (N, +) áóäåò ïîäãðóï-
ïîèäîì ãðóïïîèäà (Z, +) .
Òàê êàê îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ ÷èñåë àññîöèàòèâíà, (N, +)
áóäåò ïîäïîëóãðóïïîé. Îäíàêî â ìíîæåñòâå N îòñóòñòâóåò
íåéòðàëüíûé ýëåìåíò 0 îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñëîæåíèÿ.
Ñëåäîâàòåëüíî, (N, +) íå ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé (íå ÿâëÿåòñÿ
äàæå ìîíîèäîì).
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Ïóñòü M = (M, ·, 1) | ìîíîèä.
Åñëè P åñòü ïîäìíîæåñòâî M , çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî
áèíàðíîé îïåðàöèè · ìîíîèäà M è ñîäåðæàùåå íåéòðàëü-
íûé ýëåìåíò (åäèíèöó) 1 ýòîãî ìîíîèäà, òî P = (P, ·, 1)
òàêæå åñòü ìîíîèä.
Åãî íàçûâàþò ïîäìîíîèäîì ìîíîèäà M .
Çàìêíóòîñòü ïîäìíîæåñòâà B ⊆ A îòíîñèòåëüíî íóëüàð-
íîé îïåðàöèè a íà A ðàâíîñèëüíà ñîîòíîøåíèþ a ∈ B .

Îïðåäåëåíèå 9.8. Ìîíîèä P = (P, ·, 1) åñòü ïîäìîíîèä
ìîíîèäà M = (M, ·, 1) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ìíîæåñòâî P çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî áèíàðíîé îïåðàöèè ·
ìîíîèäàM , à òàêæå îòíîñèòåëüíî åãî íóëüàðíîé îïåðàöèè
1 .
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Îïðåäåëåíèå 9.9. Ïóñòü G = (G, ·, −1, 1) | ãðóïïà, à H
åñòü ïîäìíîæåñòâî G , çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè
· ãðóïïû G , ñîäåðæàùåå íåéòðàëüíûé ýëåìåíò (åäèíèöó)
1 ýòîé ãðóïïû è âìåñòå ñ êàæäûì ýëåìåíòîì x ∈ H
ñîäåðæàùåå ýëåìåíò x−1 , îáðàòíûé ê x , ò.å. çàìêíóòîå
îòíîñèòåëüíî óíàðíîé îïåðàöèè −1 âçÿòèÿ îáðàòíîãî,
êîòîðàÿ çäåñü âêëþ÷åíà â ñèãíàòóðó ãðóïïû.
Òîãäà H = (H, ·, −1, 1) òàêæå åñòü ãðóïïà, êîòîðóþ
íàçûâàþò ïîäãðóïïîé ãðóïïû G .
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Ïóñòü ω | óíàðíàÿ îïåðàöèÿ íà ìíîæåñòâå G ìîíîèäà
G , H | íåêîòîðûé åãî ïîäìîíîèä.
Ïîäìîíîèä H ìîíîèäà G íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì îòíî-
ñèòåëüíî óíàðíîé îïåðàöèè ω , åñëè äëÿ êàæäîãî x ∈ H
èìååò ìåñòî ω(x) ∈ H .
Ãðóïïà H = (H, ·, −1, 1) åñòü ïîäãðóïïà ãðóïïû G =
(G, ·, −1, 1) â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ìíîæåñòâî
H çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî âñåõ îïåðàöèé · , −1 , 1 ñèãíà-
òóðû ãðóïïû G .
Åäèíèöà ìîíîèäà (ãðóïïû) ñëóæèò îäíîâðåìåííî åäèíèöåé
ëþáîãî åãî ïîäìîíîèäà (ëþáîé ïîäãðóïïû).



• First • Prev • Next • Last • Go Back • Full Screen • Close • Quit

Ïðèìåð 9.13.
à. Ïîäìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷åòíûõ ÷èñåë åñòü
ïîäïîëóãðóïïà ïîëóãðóïïû (N, +) (ïîäìíîæåñòâî âñåõ
íàòóðàëüíûõ ÷åòíûõ ÷èñåë çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ñëîæå-
íèÿ, îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ àññîöèàòèâíà).
á. Àääèòèâíàÿ ïîëóãðóïïà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ íóëåì
(N ∪ {0}, +) | ìîíîèä ñ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì 0.
Ïîäìíîæåñòâî âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ (> 0 ) ÷åòíûõ ÷èñåë
ñ îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ íå áóäåò ïîäìîíîèäîì ìîíîèäà
(N ∪ {0}, +, 0) , òàê êàê åå íîñèòåëü íå ñîäåðæèò íóëÿ |
åäèíèöû ìîíîèäà.
Ïîäìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë âìåñòå ñ íóëåì, äå-
ëÿùèõñÿ íà çàäàííîå ÷èñëî k > 1 , çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî
îïåðàöèè ñëîæåíèÿ; íà íåì ìîæåò áûòü îïðåäåëåí ïîäìî-
íîèä ìîíîèäà (N ∪ {0}, +, 0) .
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â. Ãðóïïà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q ñ îïåðàöèåé óìíîæå-
íèÿ, ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ñ
îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ (R \ {0}, ·, 1) .
ã. Àëãåáðà (Z \ {0}, ·, 1) íå ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû
(R \ {0}, ·, 1), ò.ê. íå ñîäåðæèò âìåñòå ñ êàæäûì öåëûì
÷èñëîì m îáðàòíîãî ê íåìó ÷èñëà 1

m
.

Äàííîå ìíîæåñòâî áóäåò ìîíîèäîì ò.ê. îíî çàìêíóòî
îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè óìíîæåíèÿ è ñîäåðæèò åäèíèöó.
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9.6. Öèêëè÷åñêèå ïîäãðóïïû
Ïóñòü G = (G, ·, −1, 1) | ãðóïïà.
Ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ ñòåïåíåé ýëåìåíòà a åñòü ñíîâà íå-
êîòîðàÿ ñòåïåíü ýëåìåíòà a , íóëåâàÿ ñòåïåíü äàåò åäèíèöó
ãðóïïû, à îáðàòíûì ê ýëåìåíòó ak ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíò a−k .
Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî âñåõ ñòåïåíåé ôèêñèðîâàííîãî
ýëåìåíòà a ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû G .
Îïðåäåëåíèå 9.10. Ïîäãðóïïó ãðóïïû G , çàäàííóþ íà
ìíîæåñòâå âñåõ ñòåïåíåé ôèêñèðîâàííîãî ýëåìåíòà a , íà-
çûâàþò öèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G , ïîðîæäåí-
íîé ýëåìåíòîì a .
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Ïðèìåð 9.14. Â ãðóïïå Z∗
13 (ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå

âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 13) ïîñòðîèì öèêëè÷åñêóþ ïîäãðóïïó,
ïîðîæäåííóþ ýëåìåíòîì 5.
Èìååì: 50 = 1 , 51 = 5 , 52 = 5 �13 5 = 12 , 53 =
5�13 12 = 8 , 54 = 5�13 8 = 1 .
Ïîðÿäîê ýòîé öèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïû ðàâåí 4.
Îíà ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ: 1, 5, 8 è 12.
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9.7. Òåîðåìà Ëàãðàíæà
Ïóñòü G = (G, ·, 1) | ãðóïïà, à H = (H, ·, 1) | åå
ïîäãðóïïà.

Ëåâûì ñìåæíûì êëàññîì ïîäãðóïïû H ïî ýëåìåíòó
a ∈ G íàçûâàþò ìíîæåñòâî

aH = {y: y = a · h, h ∈ H} .

Ñîîòâåòñòâåííî ïðàâûé ñìåæíûé êëàññ ïîäãðóïïû H
ïî ýëåìåíòó a ∈ G | ýòî ìíîæåñòâî

Ha = {y: y = h · a, h ∈ H} .

Î÷åâèäíî, ÷òî â êîììóòàòèâíîé ãðóïïå aH = Ha .
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Óòâåðæäåíèå 9.4.

a ∈ H ⇒ aH = H

J Ðàññìîòðèì ëåâûå ñìåæíûå êëàññû.
Ïîêàæåì ìåòîäîì äâóõ âêëþ÷åíèé, ÷òî åñëè a ∈ H , òî
aH = H .
Ñ îäíîé ñòîðîíû

(x ∈ aH) ∧ (a ∈ H) ⇒ ∃h ∈ H x = ah.

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî H çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî óìíîæå-
íèÿ ãðóïïû G ⇒ x ∈ H .
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Îáðàòíî,

x ∈ H ⇒ x = 1 · x = (aa−1)x = a(a−1x) = ah

ãäå h = a−1x ∈ H ⇒ x ∈ aH.
Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì aH = H . I
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Ïîêàæåì, ÷òî ñ èñïîëüçîâàíèåì ñìåæíûõ êëàññîâ ìîæíî
ïîñòðîèòü îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè.
Ââåäåì áèíàðíîå îòíîøåíèå ∼H íà ìíîæåñòâå G ñëåäó-
þùèì îáðàçîì: ýëåìåíòû a è b ñâÿçàíû îòíîøåíèåì ∼H

( a∼Hb ), åñëè è òîëüêî åñëè ëåâûå ñìåæíûå êëàññû ïîä-
ãðóïïû H ïî ýëåìåíòàì a è b ñîâïàäàþò ( aH = bH ).

Òåîðåìà 4. Áèíàðíîå îòíîøåíèå ∼H åñòü ýêâèâàëåíòíîñòü
íà G , ïðè÷åì êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ïðîèçâîëüíîãî ýëå-
ìåíòà a ∈ G ñîâïàäàåò ñ ëåâûì ñìåæíûì êëàññîì aH .
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J Äîêàæåì, ÷òî ∼H ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ íà G .

∀a ∈ G (aH = aH) ⇒ a∼Ha ⇒ ðåôëåêñèâíî;
a∼Hb ⇒ (aH = bH) ⇒ (bH = aH) ⇒ (b∼Ha) ⇒

⇒ ñèììåòðè÷íîñòü;
a∼Hb ∧ b∼Hc ⇒ (aH = bH) ∧ (bH = cH) ⇒ a∼Hc ⇒

⇒ òðàíçèòèâíîñòü

∼H åñòü ýêâèâàëåíòíîñòü
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Ìåòîäîì äâóõ âêëþ÷åíèé äîêàæåì , ÷òî êëàññ ýêâèâàëåíò-
íîñòè ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà a ðàâåí aH [a]∼H = aH .
Ïóñòü

x ∈ [a]∼H ⇒ x∼Ha ⇒ xH = aH

Èç ðàâåíñòâà ìíîæåñòâ xH = {xh1|h1 ∈ H} è aH =
{ah|h ∈ H} ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò âèäà ah ∈ aH ,
h ∈ H , ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå xh1 ∈ xH , ãäå
h1 ∈ H , ò.å. ah = xh1 .
Îòñþäà x = ahh−1

1 = ah2 , ãäå h2 = hh−1
1 . h2 ∈ H â

ñèëó çàìêíóòîñòè ïîäãðóïïû H îòíîñèòåëüíî ãðóïïîâîé
îïåðàöèè, è ah2 ∈ aH .
Ñëåäîâàòåëüíî, [a]∼H ⊆ aH .
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Äîêàæåì, ÷òî aH ⊆ [a]∼H (âòîðîå âêëþ÷åíèå).
Ïóñòü

x ∈ aH, òîãäà ∃h ∈ H | x = ah ⇒ xH = ahH.

ahH = {(ah)h3|h3 ∈ H} = {a(hh3)|h3 ∈ H} =

= {ah4|h4 ∈ H} = aH

⇒ xH = aH ⇒ (x∼Ha) ⇒ x ∈ [a]∼H ⇒ aH ⊆ [a]∼H

I
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Îïðåäåëåíèå 9.11. Ìíîæåñòâà A è B íàçûâàþòñÿ ðàâ-
íîìîùíûìè (|A| = |B|) , åñëè ñóùåñòâóåò âçàèìíîîäíî-
çíà÷íîå îòîáðàæåíèå (áèåêöèÿ) f ìíîæåñòâà A íà ìíîæå-
ñòâî B .

Òåîðåìà 5. Âñÿêèé ëåâûé ñìåæíûé êëàññ ïîäãðóïïû H
ðàâíîìîùåí H .
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J Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ôèêñèðîâàííîãî a ∈ G çàäàäèì
îòîáðàæåíèå ϕa: H → aH ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ϕa(h) = ah.

1. Îòîáðàæåíèå ϕa åñòü ñþðúåêöèÿ, òàê êàê åñëè y ∈ aH ,
òî y = ah äëÿ íåêîòîðîãî h ∈ H , îòêóäà y = ϕa(h) .
2. ϕa | èíúåêöèÿ, ïîñêîëüêó èç ðàâåíñòâà ah1 = ah2 â
ñèëó çàêîíîâ ñîêðàùåíèÿ â ãðóïïå G ñëåäóåò h1 = h2 .
Ñëåäîâàòåëüíî, ϕa | áèåêöèÿ è |aH| = |H| . I
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Îïðåäåëåíèå 9.12. Ïîðÿäêîì êîíå÷íîé ãðóïïû íàçûâàåòñÿ
êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ýòîé ãðóïïû.

Òåîðåìà 6 (òåîðåìàËàãðàíæà). Ïîðÿäîê êîíå÷íîé ãðóïïû
äåëèòñÿ íà ïîðÿäîê ëþáîé åå ïîäãðóïïû.

J Âî ââåäåííîì âûøå îòíîøåíèè ýêâèâàëåíòíîñòè ∼H

êëàññîì ýêâèâàëåíòíîñòè ýëåìåíòà a ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî
aH (ëåâûé ñìåæíûé êëàññ ïîäãðóïïû H ïî ýëåìåíòó a ).
Ñîãëàñíî òåîðåìå 4, âñå ëåâûå ñìåæíûå êëàññû îáðàçóþò
ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà G íà ïîäìíîæåñòâà, ðàâíîìîùíûå â
ñèëó òåîðåìû 5 ïîäãðóïïå H .
Òàê êàê ãðóïïà G êîíå÷íà, òî ÷èñëî ýëåìåíòîâ ðàçáèåíèÿ
êîíå÷íî. Îáîçíà÷èâ ýòî ÷èñëî ÷åðåç k , çàêëþ÷àåì, ÷òî
|G| = k|H| . Ñëåäîâàòåëüíî, ïîðÿäîê ãðóïïû |G| äåëèòñÿ
íà ïîðÿäîê ãðóïïû |H| . I
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Ñëåäñòâèÿ òåîðåìû Ëàãðàíæà.

Ñëåäñòâèå 9.3. Ëþáàÿ ãðóïïà ïðîñòîãî ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ
öèêëè÷åñêîé.

J Âîçüìåì â ãðóïïå, ïîðÿäîê êîòîðîé åñòü ïðîñòîå ÷èñëî,
êàêóþ-òî åå öèêëè÷åñêóþ ïîäãðóïïó, îáðàçóþùèé ýëåìåíò
êîòîðîé îòëè÷åí îò åäèíèöû (íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà) ãðóï-
ïû.
Òîãäà ýòà ïîäãðóïïà ñîäåðæèò íå ìåíåå äâóõ ýëåìåíòîâ
è åå ïîðÿäîê, ñîãëàñíî òåîðåìå Ëàãðàíæà, äîëæåí áûòü
äåëèòåëåì ïîðÿäêà ãðóïïû.
Ïîñêîëüêóïîðÿäîê âñåé ãðóïïû|ïðîñòîå ÷èñëî, à ïîðÿäîê
ïîäãðóïïû íå ìåíüøå 2, òî îí ñîâïàäåò ñ ïîðÿäêîì âñåé
ãðóïïû. I
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Ðàññìîòðèì ìîíîèä (ãðóïïó) (M, ·) .
Ïîäìîíîèä (P, ·) (ïîäãðóïïó) íàçûâàþò òðèâèàëüíûì
ïîäìîíîèäîì (òðèâèàëüíîé ïîäãðóïïîé), åñëè íîñèòåëü
ñîäåðæèò òîëüêî åäèíèöó èñõîäíîãî ìîíîèäà ( P = {1} )
èëè ñîâïàäàåò ñ íîñèòåëåì èñõîäíîãî ìîíîèäà (ãðóïïû)
( P = M ).

Ãðóïïó íàçûâàþò íåðàçëîæèìîé, åñëè îíà íå èìååò íåòðè-
âèàëüíûõ ïîäãðóïï.
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Ñëåäñòâèå 9.4. Êîíå÷íàÿ ãðóïïà íåðàçëîæèìà òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé,
ïîðÿäîê êîòîðîé åñòü ïðîñòîå ÷èñëî.

J Ïóñòü ãðóïïà öèêëè÷åñêàÿ è åå ïîðÿäîê | ïðîñòîå
÷èñëî. Ñîãëàñíî òåîðåìå Ëàãðàíæà, êàæäàÿ åå ïîäãðóïïà
èìååò ïîðÿäîê, ðàâíûé ëèáî åäèíèöå, ëèáî ïîðÿäêó âñåé
ãðóïïû, ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïà íåðàçëîæèìà.
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Îáðàòíî. Ïóñòü êîíå÷íàÿ ãðóïïà G = (G, ·, 1) íåðàçëî-
æèìà.
Ïîêàæåì, ÷òî |G| | ïðîñòîå ÷èñëî.
Âûáåðåì ýëåìåíò a 6= 1 .
Òîãäà öèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà ñ îáðàçóþùèì ýëåìåíòîì a
ñîâïàäàåò ñ G .
Äîïóñòèì, ÷òî |G| | ñîñòàâíîå ÷èñëî, ò.å.

∃(k, l ∈ N, k 6= 1, l 6= 1, k 6= |G|, l 6= |G|) | |G| = kl

Òîãäà öèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà ñ îáðàçóþùèì ýëåìåíòîì
b = ak íå ñîâïàäàåò ñ G , òàê êàê bl = akl = a|G| = 1
è â ýòîé ïîäãðóïïå íå áîëåå l ýëåìåíòîâ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
íåðàçëîæèìîñòè ãðóïïû G .
Ñëåäîâàòåëüíî, ïîðÿäîê ãðóïïû G åñòü ïðîñòîå ÷èñëî. I
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Ñëåäñòâèå 9.5. Â êîíå÷íîé ãðóïïå G äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà
b ∈ G èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî b|G| = 1 .

J Åñëè ãðóïïà G öèêëè÷åñêàÿ è ýëåìåíò b | åå
îáðàçóþùèé ýëåìåíò, óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.
Åñëè æå ýëåìåíò b ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùèì ýëåìåíòîì íåêî-
òîðîéöèêëè÷åñêîéïîäãðóïïûãðóïïû G ïîðÿäêà k < |G| ,
òî â ñèëó òåîðåìû Ëàãðàíæà |G| = kl äëÿ íåêîòîðîãî íà-
òóðàëüíîãî l .
Îòñþäà ïîëó÷àåì b|G| = bkl = (bk)

l
= 1l = 1 . I
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Ïîäìîíîèä, íîñèòåëü êîòîðîãî ñîäåðæèò òîëüêî åäèíèöó
èñõîäíîãî ìîíîèäà ( P = {1} ), à òàêæå ïîäìîíîèä, íî-
ñèòåëü êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ íîñèòåëåì èñõîäíîãî ìîíîèäà
( P = M ), íàçûâàþò òðèâèàëüíûì ïîäìîíîèäîì (â ÷àñò-
íîñòè, òðèâèàëüíîé ïîäãðóïïîé).
Ïîäìîíîèä, íå ÿâëÿþùèéñÿ òðèâèàëüíûì, íàçûâàþò íå-
òðèâèàëüíûì ïîäìîíîèäîì (â ÷àñòíîñòè, íåòðèâèàëü-
íîé ïîäãðóïïîé).
Ïîäãðóïïîèä (ïîäïîëóãðóïïó, ïîäìîíîèä, ïîäãðóïïó)
(G, ∗) íàçûâàþò ñîáñòâåííûì ïîäãðóïïîèäîì (ïîäïî-
ëóãðóïïîé, ïîäìîíîèäîì, ïîäãðóïïîé) ãðóïïîèäà (ïîëó-
ãðóïïû, ìîíîèäà, ãðóïïû) (K, ∗) , åñëè åãî íîñèòåëü G
åñòü ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà K .
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Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ëàãðàíæà (òî÷íåå, ñëåäñòâèÿ 9.5)
ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè öåëîå ÷èñëî n íå äåëèòñÿ íà
ïðîñòîå ÷èñëî p , òî np−1−1 äåëèòñÿ íà p . Â òåîðèè ÷èñåë
ýòî óòâåðæäåíèå èçâåñòíî êàê ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà.
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Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü n = rp + k , ãäå r | öåëîå, à
0 < k < p (îñòàòîê îò äåëåíèÿ n íà p ). Òîãäà ÿñíî, ÷òî
np−1 = kp−1 (mod p) (äîñòàòî÷íî ðàçëîæèòü (rp + k)p−1

ïî ôîðìóëå áèíîìà Íüþòîíà). Ðàññìîòðèì ãðóïïó Z∗
p

(ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ãðóïïó âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ p ) è â
ýòîé ãðóïïå ýëåìåíò k . Ïîðÿäîê ãðóïïû Z∗

p = p − 1 .
Åñëè k = 1 , òî

np−1 − 1 = (1p−1 − 1) (mod p) = 0 (mod p)

è óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 9.5, â
ãðóïïå Z∗

p ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî kp−1 = 1 , ò.å. kp−1 =
1 (mod p) , è, ñëåäîâàòåëüíî, kp−1 − 1 = 0 (mod p) , ò.å.
÷èñëî kp−1 ðàâíî 1 ïî ìîäóëþ p . Ïîýòîìó np−1 = kp−1 =
1 (mod p) .
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Ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà äàåò âîçìîæíîñòü äîêàçûâàòü óòâåð-
æäåíèÿ î äåëèìîñòè î÷åíü áîëüøèõ ÷èñåë. Íàïðèìåð, èç
íåå ñëåäóåò, ÷òî ïðè p = 97 ÷èñëî 97 ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì
n96 − 1 äëÿ ëþáîãî n , íå äåëÿùåãîñÿ íà 97 . Ïîäîáíîãî
ðîäà çàêëþ÷åíèÿ âàæíû ïðè ðàçðàáîòêå àëãîðèòìîâ çàùèòû
èíôîðìàöèè.
Êðîìå òîãî, èñïîëüçóÿ ìàëóþ òåîðåìó Ôåðìà, ìîæíî âû÷è-
ñëÿòü â ïîëÿõ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ p ( p | ïðîñòîå ÷èñëî)
ýëåìåíòû, îáðàòíûå ê çàäàííûì îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè a ∈ Zp , òî, òàê êàê ap−1 = 1 , óìíî-
æàÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íà a−1 , ïîëó÷èì ap−2 = a−1 .
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî ÷òîáû âû÷èñëèòü ýëåìåíò, îáðàò-
íûé ê a ïî óìíîæåíèþ, äîñòàòî÷íî âîçâåñòè åãî â ñòåïåíü
p − 2 èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî, â ñòåïåíü, ðàâíóþ îñòàòêó îò
äåëåíèÿ ÷èñëà p − 2 íà ïîðÿäîê öèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïû
ãðóïïû Z∗

p , ïîðîæäåííîé ýëåìåíòîì a .
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Ïðèìåð 9.15. Ðàññìîòðèì, êàê âû÷èñëèòü ýëåìåíò, îáðàò-
íûé ê a ïî óìíîæåíèþ â ïîëå Z17 . Ñîãëàñíî ïîëó÷åííîìó
âûøå ðåçóëüòàòó, äëÿ âû÷èñëåíèÿ îáðàòíîãî ê a ýëåìåí-
òà íóæíî íàéòè a17−2 = a15 . Îäíàêî îáúåì âû÷èñëåíèé
ìîæíî ñîêðàòèòü, åñëè ïîðÿäîê öèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïû,
ïîðîæäåííîé ýëåìåíòîì a , ìåíüøå ïîðÿäêà ãðóïïû.
Ïîðÿäîê ãðóïïû Z∗

17 ðàâåí 16, ñëåäîâàòåëüíî, ïîðÿäîê öè-
êëè÷åñêîé ïîäãðóïïû, ïîðîæäåííîé ýëåìåíòîì a , ìîæåò
ñîñòàâëÿòü, ñîãëàñíî òåîðåìå Ëàãðàíæà, 2, 4, 8, 16 (ò.å.
áûòü êàêèì-òî èç äåëèòåëåé ÷èñëà 16). Ïîýòîìó ïðè ïî-
èñêå îáðàòíîãî ýëåìåíòà äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ñëåäóþùèå
ñòåïåíè a (êðîìå 15-é): 1 (îñòàòîê îò äåëåíèÿ 15 íà 2), 3
(îñòàòîê îò äåëåíèÿ 15 íà 4) è 7 (îñòàòîê îò äåëåíèÿ 15 íà
8).
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Íàéäåì ýëåìåíò, îáðàòíûé ê 2. Î÷åâèäíî, ÷òî 2−1 6= 2 , òàê
êàê 2 �17 2 = 4 6= 1 . Äàëåå ïîëó÷èì 23 = 4 �17 2 = 8 .
Ïîñêîëüêó 2 �17 8 = 16 6= 1 , òî 23 = 8 òàêæå íå
ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ê 2. Âû÷èñëèì 27 = 23 �17 23 �17 2 =
8�17 8�17 2 = 9 . Ïîñêîëüêó 9�17 2 = 1 , â èòîãå ïîëó÷àåì
2−1 = 9 .
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Íàéäåì ýëåìåíò, îáðàòíûé ê 14. Òàê êàê 14 �17 14 = 9 ,
òî 14−1 6= 14 . Âû÷èñëÿåì 143 = 14 �17 9 = 7 , íî
14�17 7 = 13 , ò.å. 143 6= 14−1 . Äàëåå,

147 = 143 �17 144 = 7�17 13 = 6,
14�17 6 = 16 = −1.
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Ìû âèäèì, ÷òî è 147 6= 14−1 . Ñëåäîâàòåëüíî, îñòàåòñÿ
âû÷èñëèòü 14−1 = 1415 . Îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå âû÷èñëåíèÿ
ìîæíî ñîêðàòèòü, çàìåòèâ, ÷òî 14�17 147 = 14�17 6 = −1 .
Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ïîëó÷èì

1 = 14�17 (−6) = 14�17 11,

îòêóäà 14−1 = 11 .
Îòìåòèì, ÷òî 1416 = 1 , ò.å. ïîðÿäîê öèêëè÷åñêîé ïîäãðóï-
ïû, ïîðîæäåííîé ýëåìåíòîì 14, ñîâïàäàåò ñ ïîðÿäêîì âñåé
ãðóïïû Z∗

17 , è, ñëåäîâàòåëüíî, ýòà ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ öèêëè-
÷åñêîé, ïîðîæäåííîé ýëåìåíòîì 14 (õîòÿ è íå òîëüêî èì).


